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In |}«!treff des vorliegenden Bandes ist die Bemerkung voraus- 
zuschicken, dass die bisherige Anordnung der Abhandlungen nach 
der Zeit ihrer Abfassung au^egeben werden musste, insofern von 
den noch ui^dirten der Termin ihrer Entstehung nicht immer genau 
sieb ermitteln Hess. Eb wurde deshalb auf die Verwandtschaft des 
Inhalts liuckaieht genommen, und es sind diejenigen, die ihrem 
Inhalt nach übereinstimmen, zusammengestellt. — 

Je tiefer Leibniz in die einzelnen mathematischen Disciplinen 
eindrang , um so mehr überzeugte er sich , dass ein Aufbau dersel- 
ben von den ersten Principien an nöthig sei. Dies erfordere nicht 
mir die Wissenschaft 'selbst , indem dadurch zugleich an ihrer Ver- 
vollkommnung gearbeitet werde, besonders aber sei es fdr diejeni- 
ge von der höchsten Wichtigkeit, die selbstständig in die Wissen- 
schaft einzudringen wünschten, insofern sie kennen lernten, wie 
nach und nach der Fortschritt von dem Einfachsten zu dem Schwie- 
rigeren geschehe; auch erhielten sie so eine Anleitung, aus eigener 
Kraft neue Wahrheiten zu finden. Es ist namentlich das Letztere, 
die Erfindungskunst (ai*s inveiüendi), der Leibniz an vielen Stellen 
seiner Schriften das höchste Lob spendet; er preist sie als das 
Wichtigste , wonach der Mensch streben müsse , denn von ihrer 
Vervollkommnung hängt das wahre Glück der menschlichen Gesell- 
scliaft ab. Dieser Gedanke beseelte ihn, den Meister in dieser 
Kunst, sein ganzes Leben hindurch. Unter seinen Papieren be- 
finden sich mehrere Entwürfe mil den Aufschriften: (lavis mathe- 
matica arcana, Inventorium mathematicum , Thesaurus mathemati- 
cus , worin er die mathematischen Wissenschaften auf solche Weise 
zu behandeln beabsichtigte. Leibniz hat in den Jahren der rüstig- 
sten Kraft : dai^an gearbeitet , namentlich nachdem er die Principien 
der höheren Analysis gefunden ; sie verdienen hier eine Stelle , um 
Leibnizens Thätigkeit auf dem Gebiet dei* Mathematik vollständig 



kennen zu lernen. Von diesen Entwürfen sind die einen für An- 
fanger geschrieben , die in die Wissenschaft einzudringen wünschen ; 
andere für die, welche die Mathematik wissenschaftlich fördern wol- 
len. Die Bruchstücke, die unter num. I. bis VI. mitgetheilt wer- 
den, geben ein Bild, wie Leibniz den hier besprochenen Gedanken 
zu verwirklichen gedachte. 

Was nun zunächst die Arithmetik und Algebra betrifft, so 
waren Leibnizens erste wissenschaftliche Studien besonders diesen 
Gebieten zugewandt. Von seiner Jugendschrift, der Dissertatio de 
Arte Combinatoria , ist bereits die Rede geweseti. Ferner geht aus 
den Anfangen seiner Correspöndenzen mit Oldenbui'g und mit Hu- 
gens hervor, dass er sich in der ei'sten Zeit seines Pariser Aufent- 
halts mit der Summation von Zahlreihen mittelst der Differenzen 
und mit der Theorie der algebraischen Gleichungen beschäftigte. 
Nur das Wenigste davon hat er selbst veröffentlicht, hm weitem 
das Meiste liegt in seinen hinterlassenen Papieren, zurti Thefl un- 
vollendet und zum Druck nicht geeignet, vergi-aben. Auch die Ei- 
genschaften der Zahlen entgingen seiner Aufmerksamkeit nicht ; dne 
Notiz darüber ist aus einem Briefe Leibnizens an den Herausgeber 
des Journal des Savans 1678 bekannt gemacht worden. Von den 
dieses Gebiet betreffenden Untersuchungen, die in seinem Nachfeiss 
vorhanden sind, mögen nur die folgenden hier eine Stelle finden: 
De primitivis et divisoribus ex tabula combinatoria: Exercitiiim ad 
promovendam scientiam numerorum ; Invenire triangulnni rectangn- 
lum, cujus area sit quadratus. 

Mit diesen arithinetischen Untersuchungen gingen algebraische 
Studien Hand in Hand. BombeHi*s Algebra diente anf^ings als Föh- 
rer; aber seinem Grundsatz getreu, mit dem Erlernen einer Wis- 
senschaft zugleich auch ihre Erweiterung anzustreben, gdaftg es 
Leibniz zuerst in der Auflösung der cubischen Gleichungen mittelst 
der Cardanischen Formel den sogenannten casus iireducibilis zu be- 
seitigen. *) Besonders aber warf er sich mit der ganzen Kraft ju- 
gendlicher Energie auf das berüchtigte Problem , die allgemeine 
Auflösung der Gleichungen zu finden. Die ersten Versuche dazu 



*) Siehe die Gorrespondenz mit Hugens M. II. S. 11 ff« -^ bie 
diesen Gegenstand betreffende, bisher unedtrte Abhandlung Leibnizens 
ist in diesem Bande abgedruckt. 



geM^haben bereits um die Zeit, als Leibniz und Tscbirnbaus zu Pa« 
ris gemeinsani arbeiteten. Sie führten nicht zum Zide, da sie im 
Wesentlichen darin bestanden , die auf die höchste Potenz folgenden 
Potenzen der Unbekannten aus der Gleichung wegzuschaffen. Dass 
es unmöglich sei , auf diesem Wege das Problem zu lösen , erkamile 
LeibniK sehr bald, und er tadelte Tschirahaus, als dieser seine 
eben&lls darauf basirte Methode in den Actis Eruditorum 1688 ver- 
öffentlichte. '^) Da die Schwierigkeiten hauptsachfich darin bestan- 
den , dass die für die Coefficienten erhaltenen Ausdrücke in Betreff 
ihrer Entstehung und Zusammensetzung sich schwer übersehen Hes- 
sen und vorhandene Rechnungsfdiler nur mit Mühe au^eftinden 
werden konnten , so meinte Leibniz in dieser EBnsicht Abhülfe zu 
schaffen , wenn er eine andere Bezeichnung der Coefficienten als die 
abhebe durch Buchstaben einführte. Er druckte deshalb die CoeiB- 
denten durch tngirte Zahlen aus, so dass z. B. in den Gleichungen 

10 + llx + 12y = 
20-h21x + 22y =0 
30-|-31x + 32y^0 

von den fingirten Zahlen 10, 11, 12, 20, 21, 22, 30, 31, 32 jede 
Ziffer rechts anzeigte, zu welcher der Unbekannten sie gehöre, und 
jede Ziffer links , in welcher Gleichung , ob in der ersten , zweiten» 
dritten sie ursprünglich vorkomme. Dadurch wurde es Leibniz zu- 
nächst möglich, einen Canon für die Elimination der Unbekannten 
aus Gleichungen, die den ersten Grad nicht übersteigen, aufzustel- 
len, welchen er sofort auf zwei Gleichungen von höheren Graden, 
die nur eine Unbekannte enthalten » ausdehnte. Er selbst spricht 
sich darüber auf einem Zettel, der vielleicht unmittelbar nach der 
Entdeckung geschrieben ist , folgendermassen aus : 

Inveni Canonem pro toUendis incognitis quotcun- 
que aequatiojies non nisi simplici gradu ingredienti- 
bus, ponendo aequationum numerum excedere unitate numenun 
incognitarum. Id ita habet. 

Fiant omnes combinationes possibHes Uterarum coefficien- 
tium , ita ut nunquam concurrant plures coefficientes ejusdem in- 
eognitae et ejusdem aequationis. Hae combinationes affectae signis. 



*) $iehe die Correspondenz mit Tschimhaus Bd. IV. 



iit mox »«Miuetur, componantur simul, compositumque a^qiialoiil ri- 
bilo dabit aequationem omnibus incognitis carentem. 

Lexsignorum baec est. Uni ex combinationibu8 assigiie^ 
tur Signum pro arbitrio, et caeterae combinationes quae ab hac diflei- 
ruBi coeffici^Atibus duabus, quatuor, sex etc., faabebunt Signum op- 
po^ilum ipsius signo; quae vero ab hac differunt coefficieutibus In-? 
btts« quinque, septem etc., habebunt Signum idem cum ipsius signo. 
Ex.gr. Sit 10 4- 1 Ix 4 12y:rr0, 20 f 21x + 22y=0, 30+31x+32y=rO, 
fiet + 10.21/32 

— 10.22.31 
V — 11.20.32 f ^ Coefiicientibus easliterascomputo, qua« sunt 

-f 11 . 22 , 30 f "" nuUius incognitanim , ut 10, 20, 30. 
+ 12.20.31 

— 12.21.30 
Ope hujus Canonis inveniri poterit alias Canon pro toUenda 

communi incognita ex duabus aequationibus gradus cujuscunque. 
Sunto aequationes binae ejusdem gradus: 10 + 11 x + 12xx + 13x* 
+ 14x«=^0, et 20 -f 21x + 22xx +23x3 + 24x« =0. Multipli- 
cetur unaquaeque per formuJam assumtitiam uno gradu inferiorem, 
jproducta ambo componantur in unam aequationem , cujus quilibet 
terminus sit aequalis nihilo, habemus tot aequationes quot incogni- 
tas assumtitias, quae sunt formularum assumtitiarum coefißcientes, 
et unam aequationem praeterea; incognitae autem assumtitiae in 
simplice gradu consistunt. Itaque canon superior applicari potest. 
Quodsi duae aequationes literam communem toUendam habentes 
non sint ejusdem gradus, coefißcientes graduum superiorum in ae> 
quatione inferiore erunt aequales nihilo. 
Veniamus ad exemplum: 

10 + 11 X + 12 XX = multiplicetur per 30 + 31 x 

^ + 21x + 22xx = multiplicetur per 40 + 41 x, 
ubi 12, 22, 31 poni possunt =• 1 et 41- — 1. Compositum ex 
duobus productis erit: 

10.30 + 11.30X+ 12.30XX 

10.31.. 11.31.. + 12.31X» _ 

20.40 +21.40.. + 22.40., ^ 

20.41.. 21.41.. + 22.41.. 
ubi ut destruatur x, fient aequationes tres: 
10. 30+20.40 -=0, 11.30 + 10.31i^ 12.30 + 11.31 ._^ 

21.40 + 20,41 f^' 22.40 + 21.41 ^~ 



Bamquarta 12.31+22.41 »0 persepatet, posito 12,31,2891, 
ei 41 » — 1. Htrnm trium aequationum ope iolli possmil inoogpi* 
tae asaunitiliae 30 et 40; 

coefficientes ipaius 30 sunt 10, 11, 12 

40 simt 20, 21, 22 
neutriug nempe ipsius 1 

oodiciimtes «mit 0, 10—20, 11—21 

seu compendio 0, 51, 52 

HaiieflMis combiBationes cum sius sign» debil» et ex tts aeqttali*-^ 
nem ineognitig assiuntitSs pariter ac Htera x carenlesi 
+ 10.51.52—10.22.51 \_^ iibil2et22=l, et 51 *= 10--a0j 
—11.20.62 + 12.20.51 I"" ' et 52== 11— 21. 
Unde fiet +10.11.21 — 10.10.22 

— 10.21.21 + 10.20.22, _ ^ 

— 11.11.20+10.12.20^ '^ 
+ 11.20.21 — 12.20.20 

Von dieser CoeffieieiiteiibezeidHiuiig, die nierat m tinmk Maim* 
Script ans dem Jahre 1678 rorkommt*), so wie Toa dar dadwch 



*) Unter den Leibniaiflichen Manuscripten findet sich das fol- 
gende, datirl: ionü 1678, mit der Aufselinft: Specimen Ana- 
lyseos novae, qna errores vitantur, animus quasi manu 
ducitur et facile progressiones inveniuntur. 

Pro literis numeros adhibeo, quoniam ita perpetuo singulis ut 
ita dicam passibus promotis instituere possum ezamen per abjectionem 
novenarii vel etiam summatioDem. Ezamen per novenarium sulficit 
adhiberi continuo, ezamen autem ezactius per summationem satis est 
singulis stationibus adhiberi. Praeterea adhibitis numeris in proelivi 
mihi est inter ipsas quantitates sive characteres ordines atque relatio- 
nes varios exacte exprtmere , ita ut statim primo adspectu in progressu 
appareat, quaenam litera cognita ad quam incognitam pertinuerit aut 
quam ejus potentiam affecerit, quod in numeris exactissime assequi li- 
cet, in literis non item. Haec observatio omnium, quae de calculo 
fieri possunt, maximi momenti est: ita facile et velut sponte sua se 
detegunt praeclara theoremata et progressiones, ita ut pleraque sine 
calculo scribi possint, initiis tantum praelibatis. Sane si quis in 
exemplo praesenti, datis quatuor literis totidemque aequationibus sim- 
plicibus plenis, valorem unius ex ipsis quaerat et literas indistincte 



gewonnenen bemerfeenswerthen Entdeckung bat Leibaiz in 
UnlerBUchungen , besonders in der Behandlung von Probfemen 
aus der höheren Anaiysis den ausgedehntesten GebrMieh - gemacht; 
die mathematischen Manuscripte aus der spatern Zete seines Lebens 
zeigen zahkeiche Spuren dftvoa. Er selbst hat ausser der ziemlich 
kurzen Notiz am Schlüsse seiner Vertheidigiuig geg^i Fatio's An- 
griffe mdits darüber v^öffentlicht; dagegen bat er in seiaen Corre- 
spondenzen nicht selten darauf hingewiesen und zu ihrer YervoU- 
konnmung, die ihm ganz besondere am Herzen lag, au^cfonterl, 
vielleicht am au^ohrhchsten in seinen &*iefen an den Marquis de 
riies^tal (Bd. U. S. 238 ff.) 

Es ist bereits an einem andern Orte darauf aufmerksam ge- 
macht «worden, dass wegen des Obigen Leibniz berechCigt ist, auf 
die erste Entdeckung der in neuester Zeit so wichtig gewordenen 
Lehre von den Detenninanten Anspruch zu machen. Er hat ferner 
zuerst die Regel gefunden, die um die Mitte der vorigen Jahrhun- 
derts von Cramer bekannt gemacht wurde und nach ikm benannt 
wird; desgleichen hat er zuerst finr einzdne Fätte das Elimtnations- 
verfahren zur Anwendung gebracht , das um ein Jahrhundert später 
Bezout als ein allgemeines aufstellte. — 

Durch eben jene CoefBeientenbezeichnung wurde Leibniz höchst 
wahrscheinlich darauf gefuhrt, dass jede ganze Zahl durch zwei Zahl- 
zeichen ausgedrückt werden könnte; es wäre demnach s^e Dya-^ 
dik lediglich als em Corollarium jenes Verfohrens zu betrachten. 



ut solent assumat a, b, x, y etc. ut lubet, confusionem experietur hor- 
ribilem et laborem immensum, cum nostro more res nullo pene ne- 
gotio peragatur, ut patebit. Artis ergo characteristicae haec summa 
regula est, ut characteres omnia exprimant quae in re designata la- 
tent, quod numeris ob eorum copiam et calculandi facilitatem optime 
fiet. Item et in Geometria magni usus est ad situs exprimendos. 




I. 

PRAEFATIO CLAVIS MATHEMATICAE ARCANAE. 

Qiioniaiß interest generis humani artem inveiüendi mathema- 
ticam hactenus in arcano habitam aut ignoratam perfid atque inter 
eru«ät08 vulgarem reddi, ut pluiibus hoc organo instructis junctis- 
que omltoniin operis in venia vitae utilia augeantur, ideo libellum 
hunc ita scribere constitui, ut solus sufliciat ad scientiam mathema- 
Ucam a priiais Elementis ad intima usque arcana intelligendam, et 
si occasio detur proprio cujusque studio in immensum provehen- 
dam. Scio multos esse Hfiatiiematicae rei amatores, sed in principiis 
haerere, quia a nemiae recte ducunlur. Horum bonae voluntati suc- 
cuirendum existimavi. Itaque ita scripsi, ut semper videant discentes 
rationem eoiiim quae discunt, imo ut ipsa etiam inventorum origo ap- 
pareat, ac ut perinde omnia intelligant ac si omnia per se invenis- 
sent ipsi. Diligentia atque auimi attentione opus esse quisque fa- 
eile judicabit, jucundius tamen aut brevius ista hactenus tractata esse 
nou puto. Nihil enim affero, quin usum quoque ejus monstrem, 
quod maxime illi desiderant, qui vitae potius quam scholae diseunt. 
Memoria quoque nulla ratione magis juvatur, quam si quis rationes 
pra«ceptorum teneat; ita enim quae memoria elapsa sunt, facile 
meditando eruuhtnr. 

Porro ingentes esse utilitates disciplinarum mathematicarum 
experimento publico constat ; sciunt enim omnes, quanti sit rerum 
pretia numeris aestimare, agros ac solida liquidaque metiri, lempora 
et aatrorum cursus cognoscere instrumentis, locum ubi agas inlongin- 
quis navigationibus et medio .man vel abdüis terrae cavemis indi* 
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care posse, firmas commodasque substiiictiones moliri quibus ab 
aeris hominumque injuiiis defendaniur, certis quibusdam instrumen- 
tis in sentiendo juvan et in agendo dirigi, vires denique nostras 
machinis in imniensum augere. Magna haec sunt, sed majora su- 
persunt, in quibus humano generi mathematica scientia prodesse 
posset, si satis sciremus Dei beneficiis uti. Usus autem Uli etsi 
nondum experimento sint comprobati, satis tarnen agnoscentur ab 
bis qui mecum cogitabunt, physicam nihil aliud esse quam Geom'e- 
triam materiae applicatam , et posse a nobis tot experimenta sumi 
circa naturam, imo jam in promtu esse, ut credam sufficientia jam 
data haben ad corporum multorum texturas interiores cognoscen- 
das maximo generis humani bono, si sanitatis nostrae curamgerere 
vellemus , et si geometräe exhaustis artis suae praeceptis jam serio 
in natura explicanda laborarent, tandemque tot praeclaris experi- 
mentis in unum congestis uterentur. Quod uisi faciunt, peribit no- 
l^s laborum nostrorum fructus , quos post multa secuta vix denique 
perci|)iet posteritas. 

Haec cum mecum cogitarem attentius , obsei^avi ingeomeiriae ^ 
applicatione ad naturam aut mechanicam öccurrere plerumque pro- 
blemata longe diversa ab his quae vulgo considerant geometräe, 
planeque per algebram intractabilia. linde non nisi maximos geo- 
metras in hoc genere specimina alicujus momenti dedisse videbam, 
caeteris velut a limine repulsis. Agnito ergo algebrae defectu, eogi- 
tavi de vera Analysi Mathematica, siye via certa ac determinata, 
per quam semper ad propositum pervenire possemus. Hanc tan*- 
dem assecutus mihi videor, quae algebram hodie receptam intinitis 
transcendit modis; docetenim solvere problemata , quae neque plana 
neque solida aut supersolida sunt, sed pro{trie nullius certi sunt 
gradus, proinde a me transcendentia appellantur, qualia sunt 
potissima atque utilissima quaeque. Quare qui algebram quidvis 
praestare posse putat, aut inconsiderate loquitur aut problemata ma- 
Joris momenti tractare non est expertus. 

Hanc ergo artem in Hathematicis inveniendi generalem puMi^ 
care constitui boni pubhci amore; gloriae enim fortasse meae ma*- 
gis velificarer, si speciminibus editis methodum supprimerem. Sed 
supersunt mihi longe majora, et generis humani interest , ut geome* 
trae, quod supra dixi, exhaustis artis suae (»raeceptis, jam serio 
cogitent de applicatione ejus ad naturam , ubi si methodum a me 
hie praescriptam et exemplis illustratam sequeiitur, non dubito quin 
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detecturi sint non pauca quae nunc ingenio humano impenetrabilia 
babenlur. Tempus credo veniet, nee opinor longe abest, et hoc 
libello meo fortasse accelerabitur , quo omnis matbematica doctrina 
noii minus vulgata erit inter eruditos, quam nunc aritbmetica com- 
munis est inter piebejos, nee amplius de geometria (nisi exercendi 
tironum ingenii causa) sed de usu ejus laborabitur. Unum tarnen 
nondum tradam, quod nee perfecte possem, artem scilicet inveuiendi 
brevissimas atque optimas vias, quanquam et in eo genere non 
pauca praestiterim et videam progrediendi rationem. Sed nuncqui- 
dem content! sumus babere vias certas ac determinatas proj>ositum 
assequendi, quod tutius imo et brevius est quam fatigare animum 
et temere divagari velie , ut casu in mebbra incidamus. 

Metbodum in tradendo banc sequar. Primum exponam geue- 
sin numerorum et cbaracteres, quibus exprimuntur. Deinde expli- 
cabo L ogis t i c a m seu modum calculandi, id est addendi, subtrabendi, 
mulliplicandi , diyidendi et radices extrabendi, idque tum in numeris 
indeterminate et generaliter sumtis, tum in numeris determinatis per 
cbaracteres suos expressis, quod vulgo vocant Algoritbmum, 
ubi tradetur et expressio per decimales et tabulae variae numero- 
rum, quibus calcului» sublevatur, inier quäs est tabula iogaritbmo- 
rum. Inde explicabo Algebram, id est modum inveniendi valores 
incognitoruni numerorum literis expressorum, sive modum logisticae 
praeeeptis ita utendi, ut primum nanciscamur aequationeni, quae 
exprimat relationem inter incognitam etcognitas, deinde ut extraha- 
mus radices ex aequationibus tum exacte tum per ap|)ropinquatio- 
nem in inOnitum c^ntiuuatam seu seriem inßnitam id(|ue tum in literis 
tum in numeris. AIgelH*am sequitur Aritbmetica Diophantea, 
ubi id quod quaentur non est satis determinatum, sed pro nostro 
arbitrio porro determinandum, ea tamien arte ut conditiones quas 
pro arbitrio assumimus aptae sint ad quaestionem reddendam faci- 
Uorem. Hanc scientiam quae hactenus in potestate Analyüci non 
fiiit, tandem absölvi. Subjiciam specimen Tabularum Analyti- 
carum mirificarum, quibus calculus literalis magis contrahetur, 
quam calciilus numerorum per logaritbmos. His tabulis absolutis 
omnis calculus literalis imposterum ludus jocusque erit. Sequitur 
Analysis transcendentium seu eorum quae ab aequatione 
certi gradus non pendent, eaque duplex, una summarum et diffe- 
rentiarum in seriebus, altera exponentium in potestatibus. 

Hactenus magnitudines in Universum tractavimus velut Nume- 
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ros, nulla situs ac figurae ratioiie habita. Nunc ergo agemus de 
Geometriae Eletnentis^jnempe de situ, de angulo, de natura rectae, 
circuli aliarumque ßgiirarum quaruro generationes et potissimas po- 
testates ita explicabimus , ut caetera s quae per calculum ex his &- 
ciJe ducuntur non attingamus. Inde jungendo calculum cum geo- 
metria ostendemus primum, quomodo ea quae per geometriam et 
ductum linearum sive per motum determinata habentur, exprimi 
possint per calculum ; deinde vicissim quomodo ea quae calculo de- 
terminata sunt, construi possint per ductum linearum. Sequi- 
tur Geometria transcendentium , nempe de quadraturis 
ßguarum, quo refero dimensiones curvarum et superficieruin et in- 
ventiones centrorum gravitatis ; item de methodp tangentium 
inversa, quae Geometriae festigium est. Atqne ita absoluta est 
pars mathematicae doctrinae pura ; subjicienda est mixta, quae m*hil 
aliud continet, quam methodum problemata concreta revocandi ad 
abstracta ejusque exempla, ex quibus simplicissima sunt quae exhi- 
bet Optica. Hanc sequitur Mechanica, inde Musica, post Astrono- 
mia et Geographia ac Navigandi ars , et Architectonica , et Sdentia 
militaris. Et omnino post Opticam et Mechanicam et Musicam et 
Astronomiam caetera tractanda eo ordine, quem postulat usus eo- 
nim in vita, ut appareat origo Inventionis; ea enim cognita mirifice 
et acuitur ingenium et memoria sublevatur. *) 



*) Ein der Glavis mathematica arcana Ähnliches Werk gedachte 
Leibfiiz unter dem Titel: Thesaurus mathematicus , zu verfassen, 
lieber den Inhalt desselben Äussert er sich folgendermassen : Consi- 
lium operis: efficere ut lector attentus sine praeceptore, stine alii^ li« 
bris proprio marte jucunde H facile non discere tantum pulcherrima 
atque utilissima mathematicornm inventa paucis comprehensa possit, 
sed etiam rationes veras atque inventionum origines teneat scialque, 
qua ratione non haec tantum ipse si quando forte oblitus sit sibimet 
reperire denuo regularumqne discendarum labore carere, sed et infi- 
nita alia ubi opus erit invenire oblataque problemata licet a nemine 
tractata quantum ad usum sufficit accurate solvere possit. 



INVENTORIUM MATHEMATICUM. 
Prae&tio. *) 

Cum uMi deprefaenderiiiH agnoscaatque nunc primarii geonie- 
trae, receptain analy&in ad prohlemata diffidliora uon suificere qua- 
lia quotidie occurrunt geometriam ad mechanicen caeterasque artes 
vitae utiles applicantibus, et mihi ad universalia respieienti quaedani 
iDTeniendi artificia obtigcnnt quae superioris cujusdam 8cientiae co- 
roUaria tantum esse yideo: specimina haec in pubüeum exire volui, 
tum ut excitentur praestantiora ingenia, aperto aditu novo, tum ut 
yU ab errere liberentur qui cum ladlia tantum experti sint proprio 
marte, putant tarnen quidvis.-analysi sua praestari posse, magno de- 
trimento juventuüs, quae vana scientiae opinione inflata , remittit a 
cttUgentia et progrediendi eofiatum deponit, cum tamen pulcherrima 
atque utilissima geometria, qua tum maxime mdigemus cum lineas 
cakukunque ad naturae arcana artiumque desiderata applicamu$, 
prope intacta supersit. 

Sciendum est autem, problemata difikiliora pleraque aut non 
omnino aut non nisi singulari artificio ad aequationes redud po»se, 
quales vulgo quaenint:.multa enimdesinuut in aliud quoddam aequa- 
tionum genus, quas vocare soleo transcendentes, quia non sunt certi 
gradus, sed vel graduum simul omiüum, vel gradus ut ita dicam in- 
finiti, quare problemata quae ab bis pendent neque plana nequeso- 
Itda sunt neque suprasolida modo delinito, possunt tarnen solvi per 
calculum non minus quam per constructioues lineares. Sed lineae 
ia geometriam recipiendae sunt novae, geometricae quidem, bacte- 



'^) ijeibmz hat später hinzugeiugt : Praefatio ad proveetos. De 
bis quae iiova praestitimus. Alia addenda praefatio ad discen- 
ies, addendum optare me, ut imposterum de mathemaücis abstractis 
arcana possimus deponere, accedentes ad naturam. — Am Rande des 
Manuscrtpts hat Leibmz zur £rkUrung der AufscJirift bemeriU: Me- 
thodtts Matheaatica Nova, qua quist[ue instructus liarum seien tiarum 
arcana faeile intelligere et per se invenire potest. 
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nus tamen pro mechanicis habitae etiam a Dovissimis autoribus, sunt 
enim transcendentes et analyticam quidem relationem habent om> 
iiium punctorum habitudinem perfecta exprimentem , sed quae per 
naturani rerum non est definiti gradus, possunt tamen describi exacte 
sine ulla transmutatione curvi in rectum, motu non minus continuo 
et ab uno principio pendente quam quo conchoides circuli autpara- 
bola describitur, quanquam hie describendi modus non sit notus. 
Has erga a geometria excludere nihil aliud est quam modum sibi 
adimere solvendi maxima atque utilissima problemata, quae deBMHi- 
Stratum est aliter solvi non posse. 

Unde intelligi potest, incipi a nobis, ubi Vieta et Cart«sius 
desinunt, proportione incrementi longe majoris quam quo ipsi Apol- 
lonium ac Diophantum supergressi sunt , et quemadmodum iUi pro- 
blemata altiorum graduum quae plana solidaque «xcedunt, numeiis 
lineisque tractare docuerunt, ita nos geometriam aequatkmes ipso- 
rum transcendentem docentes, campum inveniendi aperimus longe 
immensiorem. Problemata enim quae aequationibus mre plaais sive 
solidis sive utcunque suprasolküs contia^itur, omnia si recte inspi- 
cias tantuui rectilinea sunt (etsi curvarum intersectione solvaqtur) 
et variis inter datas quaesitasque rectas rationum conipositioEiä^tis 
tantum constant; sed cum curvilineae magnitudines calculum ingredi- 
untur, aut problemata ejus sunt naturae , ut • non rationum certa 
compositione potentiarumve certi gradus aequalitate sed aliisquibus- 
dam habitudinibus quales sunt innumei*ae detensinenlur, verbi gr^- 
tia per angulos aut exponentes incognitos, per langeatium proprte- 
tates, per maxima et minima serierum exploratarum, tum vero non 
potest inveniri ultima quaedam aequatio certi gradus quales vulgo 
quaerunt, cujus radicibus per numeros lineasve exhibitis prebieiiia 
soivatur/sed aequationibus lineisque transcendentibus opus essecer- 
tum est. Itaque ut rem omnem (jaucis complectar, Veteres geoHue- 
triam planam ac solidam tantum tradidere, persuasi alias solutiones 
tantum mechanicas esse; recentiores vero deprehenso eorum errore 
suprasolidam quidem , sed certi gradus cujuscunque tantum adeoque 
non nisi rectilineam adjecere, obstruxere vero ipsi sibi progrediendi 
viam, dum simili plane errore quae hanc legem ab ipsis latam su- 
bire non poterant, velut mechaniea rejeeerunt, cum tarnen conlero- 
piationes eflectionesque haberent pulcherrimas utilissimasque et a»a- 
lytice expiimi possint per aequationes de gradu in gradum transeun- 
tes. Sic ergo haec nobis relieta est provinria vacua,.utgeouietriMn 
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curv9inea meüei^teiii ei analysin transcendentem eique propriaLoca 
sire lineas effectioni problematum necessarias supplentes , fastigium 
quoddam scientiae imponeremus. Quae qui cum vulgata hodie me- 
thodo coBtulerit, intelliget neque difficultatis neque amptissimi usus 
comparatiotieiYi fieri posse. 

Nam quod ad difficultatem attinet, equidem hujus calculi quem 
Vieta • iniroduxit , et constructionum quas (artesius adbibuit, apud 
Veteres multa satis vestigia habentur, ut tantum quae ipsi Veteres 
inconsulte coercuerant arctis nimis limitibus paucorum graduum, si- 
mili plane ratione ad caeteros producerentur symbolisque enuntia- 
rentur commodis; sed iiostri caIcuK apud Veteres ne vestigium est 
quidem, at ue problemata quidem talta apud ülos quaeri solita sunt, 
exceptis tantum paucis quae cognita videntur uni Arcbimedi , qui 
tarnen suas artes adeo callide texit , ut nemo Veterum eas suspicione 
assecutus sit, unde nee quisquam Veterum quicquam praestitit in 
Geometria Arcbimedea. Reeentiores eam ex latebris eruere, excel- 
lentes viri Galilaeus, Cavalerius, P. Gregorius, Guldinus, Ferma- 
tius, sed summam rei nou sunt assecuti. Et vero totum hoc quo 
Archim€des usus videtur, transcendentis analyseos pars tantum exigua 
est, unde ad reliqua aditus non patet, Vietam et Cartesium po- 
tuisse arbitror aliquid magni praestare , etiam in hoc genere, sed iUe 
nimia modestia (dum quadam antiquitatis reverentia etiam quae pot- 
est, se posse non putat soliitionesque plane geometricas pro me- 
chanicis habet), hie nimia ingenii sane maximi fiducia (dum ad 
quae aditum ex calculö suo primo obtutn non videbal, ea pro im- 
possibilibus damnat et ad mechanica relegat) sibi obstitere. Sed in 
uniTersum dici polest, lalem essecalculum nostnim transcendentem, 
ut non unquam facile in mentem venire possit. Et quamvis pro- 
fitear excellentissimorum Geometrarum, Hugenii, Huddenü, Heuratii, 
Pascalis, Slusii , Wrenni , Wallisii, Barrovii, Gregorii, Mercatoris, 
Neutoni, ingeniosissimis inventis nie; mirifice adjutum esse, agnoscent 
tarnen opinor hi quoque qui ex illis hodieque superant pro candore 
suo, praestita esse a me quae fleri posse ipsi fortasse nee expec- 
tabant. 

Usum vero geometriae hujus novae liber hie satis ostendet: 
itlud tantum hoc loco monere satis erit, eum iniinities ejus geome- 
triae usum superare quam supplevit Veteribusque adjecit Tieta vel 
Cartesius, nam in Opticis, in Astronomia, in Mechahicis et in uni- 
versum in mathesi quae cum physica concrevit, raro occurret pro- 
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bleipa utile ad aequatiooem receptam r«To«*Ue, <iUod ast^en^ ad 
suprasolida ü\e quod per geometriam planam vd conicam »olvi aon 
possit aut constructionibus a Cartesio primum introductia inügeat, 
cum tarnen in nsdetn sdentiis perpetuo iucurremus in quaesUones 
quae ad aequationes receptas reduci non possint , et si quia eas 
analytice tractere veUt, huic analysi transcendaite opus erit, nam 
hactenus egregü viri qui aüquid in hoc genere praestiteie, fere ia- 
genü potius sagaciUte atque harum rerum usu quam methodo atque 
analysi quam afiis communicare potuissent sibi viam fecere. Im- 
posterum autem nihü esse arbitror pure mathematicum, qÄod hac 
nostra methodo transcendente recte inteUecta superari non possit, 
hoc uno excepto, quod artem inyeniendi vias brevissimas, tametsi 
aditum ad eam videam, nondum in promtu habeam, et nisi mihi 
aut me felicioribus otium ei rri necessarium suppetat , absolvendam 

relinquo posteritati. 

Caeterum una superest methodus sublimior, qua nalurae arüa- 
que, quin imo et Metaphysicae et Vitae civilis problemata ad ter- 
minos quasi pure mathematicos reduci possint cakuloque subjia m 
tantum certo, in quantum ex datis ingenio humano fien potest; 
sed haec pertinent ad Artem inventoriam generalem nondum cuidam 
scriptorum quantum judico agnitam, et plane diversam ab omn. 
eo quod hi quos legere aut cum quibus conferre memuu, sibi ü- 
gurant aut suspicantur. De quo hoc unum nunc dicere satis ent, 
habere me demonstrjitionem ejus, viamque videre infidlibüem a^ue 
ita designatam, ut in ea persequenda exerrare aliquis non possit 
certoque sit voto potiturus , sed labore complanandum esse iter tem- 
norisque compendium esse quaerendum, conspiratione ahquot yu-o- 
rum huic rei aptorum. Cujus artis Elementis utcunque tradrtis nqn 
dubitem intra viginta annos majora ad humanae vitae usum praestan 
etiam in scientüs, quae maxime coigecturales sed tanto magisnecefr- 
saiiae smit, quam suelo ratiocinandi atque experimenta msütuend. 
modo, ahquot secula, ne dicam amiorum miUenarii dabant Nunc 
eniin jam inopia, jam copia experimentorum atque raüocmaüonum 
laboramus , et uti divitüs nostris non possumus nescunusque saepe, 
quid possideamus, simües iUis qui ingentem apparatum habent, in- 
ventarium vero nuUum, aut qui semper materiam colhgunt, nun- 
quam aliquid exstruunt. Quin etiam saepe cum possemus e^ daUs 
aut fecüe parabilibus experimenÜs magna quaedam et uüha colhgere, 
ä vel artem experimenta recto consilio insÜtueudi teneremus vel « 
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einpiricae indufttriae »cientiam analyticam adjicereinua , content! ta- 
rnen sumus vel incertas hypotheses comminisci vel ex ob8er?ationi- 
bus conclusioneg ducere aliunde jam notas et per se demonstrabi* 
les deplorabili temporis sumtuumque jactura. Qiiare si aic per- 
gimus, serae tantum posteritati laboramas, cum possemus« ai sa- 
peremus quidem, ipsi laborum nostronim percipere fructus. Atque 
haec quidem illis consideranda cooimendo, qui altiore genio res 
agitant, veroqne affectu publica bona prosequtinlur; an aatem fides 
aliqua tribuenda sit sive votis sive propositionibua meis, bis qui 
Hbellam bunc inteUigent, judicandum relinqiio, hoc unum nunc 
adjicere contentus, duas inventoriae artis partes esse, analyticam 
et combinatoriam , instruroentum autem invenlionis humanae ge- 
nerale esse eharacteres aptos, quod saiis Arithmeticae et Algebrae 
et Geometnae ipsius exemplo patet: mens enim filo quasi quo- 
dam sensibili regenda est, ne vagetur in labyrintho et cam 
multa simul coroplecti distincte nequeat , adhibitis signis pro rebus, 
imaginationi parcit: multum tarnen interest, quomodo i^igna ad- 
hibeantur ut res utiliter referrant; et jam nunc profiteor, hoc, 
quicqiiid est quod inventioni mathematicae adjeci, ex hoc uno na- 
tura esse, quod usum symbolorum quantitates repraesentantium red- 
didi meiiorem. 
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INITIA RERUM MATHEMATICARÜM METAPHYSICA. 

Cum insignis Mathematicus Christianus Wolfius nuper in 
Cursu suo Malhemalico Lalino meditalioues quasdam raeas circa 
Analysin Axiomatum et circa naluram similitudinis attigerit et pro 
more suo illustrarit (vid. Act. Erudit A. 17 PI), visuro est non- 
nulla huc spectantia , dudum a me animo concepta , ne intercidant 
proferre , ex quibus intelligi pulest , esse artem quandam Analyti- 
cam Mathematica ampliorem, ex qua Malhematica scientia pulcherri- 
mas quasque suas Methodos mutuatur. Paulo ergo altius ordiri placet : 

vn. 2 
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Si plures pooantur existere rerum Status, nihil 
oppositum involventes, dicentiir exislere simnl. Ita* 
qtfe quae anno praeterito et praesente facta sunt negarous esse si- 
mul, inyolvunt enim oppositos ejusdem rei Status« 

Si eorum quae non sunt simul unum rationem 
alterius invoivat, illud prins» hoc p«0terios habetur. 
Status mens prior rationem involvil, ut posterior existat. Et cuia 
»tätus meus prior, ob omninm rerum connexionem, etiam sta- 
tum aliaruro rerum priorem involvat , hinc Status meus prior 
atiam rationem invoivit Status posterioris aliarum rerum atque adep 
et aliarum rerum statu est prior. Et ideo quicquid existit 
alteri existenti aut simul est aut prius aut posterius. 

TcMi|ias est ordo existendi eorum quae non sunt 
• imul. Ati|iie adeo est ordo routationum generalis, ubi mulatia- 
Dum species non s|»eclatur. 

tturAtto est temporis magnitudo. Si temporis magoi- 
Ciido aequabiliter contiiiue minuaiur, tempus abit in M Omentum, 
cujus magnitudo nulla est. 

iSfp)»ttuiD est ordo co existendi seu ordo existeonii io- 
ter ea quae sunt simul. 

Secunduni utrumque ordinem (temporis vel spalii) 
proptora stlii »ut reiuotior* censentur, prout ad or- 
dinem inter ipsa intelligendi plura paucioraque cor- 
requiruntur. Hinc duo puucta propiora sunt, quorum inter- 
posita ex ipsis maxime determinata dant aiiquid simplicius. Tale 
interpositum maxime determinatum , est via ab uno ad aliud sim- 
plicissima, minima simul et maxime aequabilis, nempe lecta, quae 
minor interjecta est inter puncta propioi*a. 

fixteuslo est s p a t i i magnitudo. Maie Ex tensionem 
vulgo ipsi extenso confundunl, et instar substantiae considerant. 

Si spatii magnitudo aequabiliter continue minuatur. abit in 
punctum cujus magnitudo uuHa est. 

8itoi» est coexisten tiae modus. Itaque non lantuni 
quantitalem, sed et qualitatem invoivit* 

^^nantttas seuMagnitudo est, quod in rebus sola 
compraesentia (seu perceptione simultanea) cognosci 
potest. Sic non putest cognosci, quid sit pes, quid nlna, nisi 
actu habeamus aliquid tanquam mensuram, quod deinde aliis ap- 
plicari possit. Neque adeo. pes uila deiinitiane satis explicari pot- 



est, Denupe quae non rursus aliquid tale iovolvat. Nam eUi pedem 
dicamus esse duodecim poUicum, eadem est de poJIice quaestio, 
nee majorem inde iucem acquirimus, nee dici potest. polli«s an 
pedis notio sit natura prior, cum in arbitrio existat ulrum probasi 
sumere velimus. 

Qjialitas autem est, quod in rebus cognosci 
potest cum singulatim observantur, neque opus est com- 
praesentia. Talia sunt attributa quae explicantur definitione aut 
per varias modificationes quas inveivunt. 

Acqualia sunt ejusdem quantitatis. 

Similia sunt ejusdem qualitatis. Hinc si duo similia sunt 
4iversa, non nisi per compraesentiam distingui possunt. 

Hinc patet exempli causa, duo Triangula aequiangula habere 
latera proportionalia vel vicissim, Nam sint latera proportionalia, 
similia utique sunt triangula, cum simili modo deteripioentur. Porro 
in omni triangulo summa angulo.rum est eadem, cum aequetur duo- 
bus rectis; ergo necesse est in uno ralionem anguiorum respoa- 
dentium ad summam esse quae in altero ; alioqui unum Iri^ngulum 
ab alio eo ipso distingui posset, ex se scilicel seil singulatim spec- 
taCuoi. Ita facile demonstratur quod alias per mukös ambages. 

Homogenea sunt quibus dari possunt aequalia similia in- 
ter se. Sunto A et B, et possit sumi L aequale ipsiA« et M ae- 
quäle ipsi B sie ut L et M sint similia, tunc A et B appellabun- 
tur Homogenea. 

Hinc etiam dicere soleo , Homogenea esse quae per transfor- 
mationem sibi reddi possunt similia, ut curva rectae. Nempe si 
A transformetur in aequale sibi L, potest fieri simile ipsi B vel ipsi 
M, in quod transformari poiiitur B. 

In esse alicui loco dicimus vel alicujus ingrediens esse, 
quod allquo posito, eo ipso immediate poni intelligitur, ita scilicet 
ut nullis opus sit consequentiis. Sic ubi lineam aliquam finitam 
ponimus, ejus extrema ponimus ejus partes. 

Quod inest homogeneum. Pars appellatur, et cui inest ap- 
pellatur Totum , seu pars est ingrediens homo^^eneum. 

Terminus communis est, quod duobas inest partem 
communem non habientibus. Quae quotiesintelligantur partes ejus- 
dem Totius, is terminus communis dicetur Sectio totius. 

Hinc patet, Terminum non esse homogeneum terminalo, a«c 
Sectionem esse homogeneam secto. 



Tempus et Momentum , Spatium et Punctum , Terminus et 
Terminatum, etsi non sint Homogenea, sunt tarnen hoin^nona» 
dum* unum in alterum continua mutatione abire 
potest. 

Locum qui aiteri loco inesse dicitur, Homogonum intelli- 
gimus, quod si ejus sit pars aut parti aequalis, non tantum ho- 
mugonus sed et homogeneus erit. Angulus etsi ad punctum sii, 
non tarnen est in puncto, alioqui in puncto magnitudo intelli- 

geretur. 

Si pars unius sit aequalis aiteri toti, itlud vocatur Minus, 

hoc Maj US. 

Itaque Totum est majus parte. Sit totum A, pars B, 
dico A esse majus quam B, quia pars ipsius A (nempe B) aequa- 
tur toti B. Res etiam Syllogismo exponi potest, cujus Major pro- 
positio est deOnitio, Minor propositio e«t identica: 

Quicquid ipsius A pärti aequale est, id ipso A minus esi, ex 
definitione , 

B est aequale parti ipsius A, nempe siM . ^x hypothesi, 

ergo B est minus ipso A. 

Unde videmus demonstrationes ultimum resoivi in duo inde- 
monstrabiiia : DeBnitiones seu ideas , et propositiones primitivas, 
nempe identicas, qualis hi^ec est B est B, unumquodque sibi ipsi 
aequale est, aliaeque bujustnodi infinitae. 

Hotus est mutatio situs« 

Movetur, in quo est mutatio situs, et simul ratio niu- 
tationis. 

Mobile est homogonum extenso, nam et punctum mobile in- 
teiligitur. 

Via est locus conlinuus successivus rei mobilis. 

Vestigium est locus rei mobilis, quem aliquo momento 
occupat. Hinc vestigium termini est Sectio viae quam terminus 
describit, cum scilicet mobile per sua vestigia non incedit. 

Mobile per sua vestigia tnoedere dicitur, cum quod- 
vis ejus punctum extra lerminum in locum alterius puncli ejusdem 
mobilis coutinuo succedit. 

Quodsi Mobile sie moveri non ponatur, tunc Linea est 
yia puncti. 

Superficies est via Lineae. 
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Amplum vel Spatiiim vel ut vulgo solidum est via gy- 
perficiei. 

Magoitudines viarum qiiibiis punctum Jineam, linea superB- 
ciem, superficies amplum describil, vocantur longitudo, lati- 
tudo, profund i las. Vocantur dimensiones, et in Geometria 
ostenditur non nisi tres dari. 

Latitudinero habet, cujus datur sectio extensa, seu quod 
extenso terminaiur. 

Profunditatem habet, quod exlensum non terminat, 
seu quod sectio extensi esse non potesl, in profundo seiltest est 
plus aliquid quam quod terminus esse possit. 

Linea est ultimum terminans extensum. 

Amplum est ultimum Terminatum extensum. 

Similitudo vel dissimilitudo in amplo seu spatio cognoscitur 
ratione terminorum, itaque amplum, cum plus aliquid sit quam 
quod terminus esse possit, intus ubique simile est. Amplaquequoe 
rum omnimodae extremitates coincidunt, congruunt, assimilantur, 
sunt coincidentia, congruentia, similia. Idem est in piano, quod 
est superficies intus uniformis vei sibi similis, et in recta, quae 
est linea intus sibi similis. 

Omnirooda extremitas in Extensis latitudinem babenti- 
bus Arobitus appellari potest. Sic ambitus circuli est periphe- 
ria, ambitus sphaerae est superficies sphaerica. 

Punctum (spatii scilicet) est locus simplidssimus , seu lo- 
cus nullius alterius loci. 

Spatium absolutum est locus plenissirous seu locus om- 
niuro locorum. 

El uno puncto nihil prosultat. 

Ex duobos punctis prosuliat aliquid novi, nempe punctom 
quodvis sui ad ^a situs unlcum , horumque omnium locus, id es^ 
recta quae per duo puucta proposita trahsil. 

Ex tribus punctis prosultat planum, id est locus omnium 
punctorum sui ad tria puncta non in eandem rectam cadentia Si- 
tus unicorum. 

Ex quatuor punctis ^non in idem planum cadentibus prosul- 
tat Spatium absolutum. Nam quodvis punctum sui ad qua- 
tuor puncta in idem planum non cadentia sitos unicum est. 

Prosultandi vocabulo utor ad ideam indicandam novam, 
dum ei quibusdam positis aliquid aliud deterfninatur eo ipso quod 
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siiae ad tpsa relationis unirum est. Relatio autem hie intelligi- 
tiir Situs. 

Tempus in infinitum continuari potest. Cum enim 
totum tempus sit simile parli , hahebit se ad aliud tempus, ut pars 
se habet ad ipsum, et ita in alio majore tempore continuari intel- 
hgitur. 

Similiter et spatium soliduro seH amplitudo conti- 
nuari in infinitum potest, quandoquidem ejus pars sumi 
potest simihs toti. Et hinc planum quoque et recta continuantur 
in infinitum. Eodem modo ostenditur, spatium velut rectam, item- 
que tempus^ et in Universum continuum in infinitum snfodividi 
posse. Nam in recta et in tempore pars est similis toti atque 
adeo in eadem ratione secari potest, qua totum, et licet sint ex- 
tensa, in quibus pars non est simitis toti, possunl tarnen trans- 
forraari in talia, et in eadem ratione secari, in qua ea, in quae 
transformantur. 

Sequltur etiam ex bis, quo vis motu posse assumi cekrio- 
rem et tardiorem in data ratione: radio enim rigido circa centrum 
acto motns pnnctorum sunt ut distantiae eorum a ceniro, itaqne 
celeritates variari possunt ut rectae. 

Aestimatio magnitudinura duplex est, imperfecta et per- 
fecta; imperfecta, cum atiquid majus minusve altero dicimus, quam- 
vis non sint homogenea, nee habeant proportionem inter se, 
qnemadmodum si quis diceret, Lineam esse majorem puncto, aut 
superficiem Jinea. Et tali modo Euclides dixit, Angulum contac- 
tus esse minorem quovis rectiiiiieo, etsi revera nulla inter hos toto 
genere diversos sit comparatio, quin nee homogenea sunt, neceon- 
tinua mutatione ab uno in alterum transiri potest. In aestimatio- 
nibus perfectis inter homogenea obtinet haec regula, nt transeundo 
continue ab uno extremo ad aliud, transeatur per omnia interme- 
dia ; sed non obtinet in imperfectis , quia quod medium dicitur 
heterogeneum est, itaque transeundo continue ab ai^lo acuto dato 
ad angulum rectum non transitur per Angulum semicirculi seu ra- 
dii ad circumferentiam, etsi is angulo recto minor, et quovis aculo 
major dicatur, id Majus enim hie sumitur improprie pro eo quod 
intra alterum cadit. 

Plures secundum quantitatem dantur relationes ; sie duae rec- 
tae possunt eam habere Relationem inter se, ut summa earum 
aequetir eonstanti reetae. Et infitiita possunt dari pma reetemm 



hanc reiationeiD inter sehabentia, nempexety, itaut sit x-)-y = a, 
si verb. gr. a sit ut 10, possunt i ety esse ut 1 et 9, ut 2 et 8, 
ut 3 et 7, ut 4 et 6, ut 5 et 5, ut 6 et 4, ut 7 et 3, ut 8 et 2, 
ut 9 et I. Sed possunt etiam infiniti sumi fracli infra 10, qoi 
satisfaciunt. Sic datur relatio talis inter duas rectas x et y, ut 
quadrata earum simul sumta aequentur quadrato dato rectae a, 
ita fiet XX -f yy = aa: et talium eliam dar! possunt paria infinita, 
ei haec est in Circulo relatio sinus complementi ad sinum vei con- 
tra, naiD uno posilo x, alter est y, radius autem est a. Et tales 
relationes possunt fing! infinitae, tot quot species linearum in piano 
describi possunt. Veluti si x sint abscissae ex recta dlrectrice, y 
erunt ordinatae inter se parallelae ad abscissas applicatae, quae 
ternoinantur in Linea. 

Sed omnium Relationum simplicissima est, quae dicitur Ra- 
tio vel Proporiio, eaque est Relatio duarum quantitatum homo- 
genearum, quae ex ipsis solis oritur sine tertio homogeneo assuoito. 
Veluti si Sit y ad x ut numerus adunitatem seu y = nx, quoeasu 
X positis abscissis, y ordinatis, locus est recta, locus inquam seu 
Linea quam ordinatae terminantur. Ex quo etiam patet, si esset 
aequatio localis cujuscunque gradus velut Ix^-fmy'-fnxxy 
4-pxyy = 0, ubi 1, m, n, p sint meri numeri, locum ad quem 
Sil aequatio fore rectam et datam esse rationem ipsarum x et y. 

Sint datae duae rectae, <}uae inier se comparentur uicunque. 
Verb. gr. detrahatur minor ex majore, quolies fleri potesi, ei re- 
siduum rur«us ex minore , et ita porro residuum ex ilk> quod qno- 
ties fieri potest est detractum, donec vel sequatur exbausiio, ul- 
timo Bobtrahendo existente communi Mensura , si quantitates sunt 
commensurabiles, vel habeatur lex progressionis in infinitum, si 
sint incommensurabiles. Et eadem erit series numerorum Quo- 
iientium, cum eadem est proportio. Nempe si sit a ad b ut 

mH ad unitatem, erit 1, m, n, p etc. 

n + • 
p + etc. 

series numerorum quotientium. Verb. gr. si a sit 17 et b sit ^, ' 
series tantum consts^it ex tribus 1, m, n, qui numeri erunt 8, 2, 
2. Si a et b sint partes rectae extrema et media rati<>ne seciae, 
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erii a major ad b minorem , ut 1 H . 

1+- 



1 + etc. 
ad unitatem ; quotientes erunt unitates , et series eorum ibit in in- 
finitum. Sic a et b quaecunque rectae erunt ad se invicem ut 

j -f Y + T ■'^ ö "*" i^6 ^ ®^^' *^ 1, posito I, m, n, p, q etc. 
esse vel I , quae series vel finitur vel periodica est, cum nu- 

meri sunt commensurabiles. 

« 

Ex bis sequitur, lineas similes esse in ratione rectarum Ho- 
mologaruro, superficies similes ut rectarum bomologarum quadrata, 
solida similia ut eorum cubos. Sint duo £xtensa similia A et L, 
et homologa homogenea et B et H. Quia A cum B seu A; B si- 
mile est ipsi L cum M seu L; M, erit ratio A ad B eadem quae 
L ad M . alioqui ipsum A ^ L ab ipso B ; M aliter quam per com- 
praesentiam distingui posset; prodibunt enim alii numeri rationem 
exprimentes. Ergo permutando erit A ad L ut B ad M, ut pone- 
batur. Sic ostendetur circulos esse ut quadrata diametrorum, 
sphaeras ut cubos diametrorum. Circuli (sphaerae) erunt A et L, 
quadrata homologa (cubi bomologi) B et M. 

Ex bis manifestum est, Numerum in genere integrum, frac- 
tum, rationalem, surdum, ordinalium, transcendentem generali no- 
lione definiri posse , ut sit id quod homogeneum est Unitati , seu 
quod se habet ad Unitatem, ut recra ad rectam. Manifestum est 
etiam, si Ratio a ad b consideretur ut numerus qui sit ad Unita- 
tem, ut recta a ad rectam b, fore Rationem ipsam homogeneam 
Unitati; Unitatem autem repraesentare Rationem aeqnalitatis. 

Notandum est etiam, totam doctrinam Algebraicam esse ap- 
piicationem ad quantitates Artis Combinatoriae , seu doctrinae de 
Formis abstractae animo, quae est Characteristica in Universum, 
et ad Hetaphysicam pertinet. Sic productum multiplicatione a + b 
+ 4- etc. per 1 + m -)- n + etc. nihil aliud est quam summa om- 
nium binionum ex diversi ordinis literis, et productum ex tribus 
ordinibus invicem ductis , a + b + c -h etc. in 1 + m -|- n + etc. 
* «in s -|- 1 + V + etc. fore summam omnium ternionum ex diversi 
ordinis literis ; et ex aliis operationibus aliae prodeunt formae. 

Hinc in calcnlo non tantum lex homogeneorum , sed etjusti- 



tiae utiMter observalur, ul quae eodem modo se habent in datis 
vel assunitis, etiam eodem modo ge babeani in quaesitia vel pro- 
venientibus , et qua commode licet inter operandom eodem modo 
tractentur ; et generaliter judicandum est , datb ordinate proceden- 
tibns etiam quaeaita procedere ordinate. Hinc etiam aequitur Lex 
Continuitatis a me primnm proiata, qaa fit ut lex quiescen- 
tium sit quasi species legis in motu existentium, lex aequatium 
quasi species legis inaequalium, ut lex Curvilineorum est quasi 
species legis rectiiineorum , quod semper locum habet, quoties ge- 
nus in quasi-speciem oppositam desinit. Et hie pertinet illa ra- 
tioeinatio quam Geometrae dudum admirati sunt, qua ex eo quod 
quid ponkur esse , directe probater id non esse , vel contra , vel 
qua quod velut species assumitur, oppositoro seu disparatum re* 
peritur. Idque continui Privilegium est; Coiitinuitas autem in 
tempore, extensione, qualitatibus, motibus, oranique naturae 
trän situ reperitur, qui nunquam fit per saltum. 

Situs quaedaro coexistendi relalio est inter plura, eaque co- 
gnoscitur per aiia coexistentia , intermedia , id est quae ad priora 
simpliciorem habeut coexistendi relationem. 

Coexistere autem cognoscimus non ea tantum quae simul 
percipiuntur, sed etiam quae successive pereipimns, modo pona- 
tur durante transitu a pereeptione unius ad perceptionem alterius 
aut ,non interiisse prius , aul non natum esse posterius. Ex illa 
hypothesi sequitur nunc ambo coexistere, cum posterius attigimus ; 
ex hac sequitur ambo extitisse cum prius disereremus. 

Est Hulem in percipiendi transitu quidam ordo, dum ab uno 
ad aliud per alia transitur. Atque hoc via dici potest. Sed hie 
ordo cum variari possit infinitis modis, necesse est unum esse 
simpiicissimum , qui scilicet sit secundum ipsam rei naturam pro- 
cedendo per determinata intermedia , id est per ea quae se habent 
ad utrumque extremum quam simplicissime. Id enim nisi esset, 
nullus esset ordo, nulla discernendi ratio in coexistentia rerum, 
cum a dato ad datum per quodvis iri possit. Atque haec est via 
minima ab uno ad aliud, cujus magnitudo Histantia appellatur. 

Haec ut melius intelligantur , nunc quidem abstrahemus ani- 
mum ab his quae in singulis spectari possunt, de quorum distan- 
tia agitur: ita considerabimus ea , tanquam in singulis plnra spec- 
tanda non essent, seu considerabimus ea^tanquam Pancta. Nam 



punctum est, in quo nihil aliud ei coexistens ponitur, ita utqiiie- 
quid in ipgo est, ipsum sit 

Ita via puncli erit linea, quae utique laiitfidtnem non 
habebit, quia Sectio ejuis quae in puncto fit longitudinem non habet. 

Ex uno puncto dato nihil determinatur praeterea. SQd dao- 
bus datis punctis determinatur via ab uno ad aliud simplidssima, 
quam appellamus Rectam. 

(1) Hinc sequitur primo, rectam esse miniroam a puncto 
ad punctum, seu magniludinem ejus esse punctorum distantiam. 

(2) See und 0, rectam esse inier sua extrema aequabilem. 
Neque enim aliquid assumitur, unde reddi possit ratio varietatis. 

(3) Itaque oportet, ut unus locus puncti in ea moti ab al- 
tero discerni non possit seposito respeclu ad extrema. Hinc et 
pars rectae recta est, itaque intus ubique sibi similisest, necduae 
partes discerni possunt inter se, cum suis extremis discerni non 
possini. 

(4) Sequitur etiam, extremis positis similibus aut con((ruis 
aut coincidentihus, ipsas rectas similes, congruas aut coincidentes 
esse. Extrema autem semper sunt similia. Itaque rectae duae 
quaevis sunt similes, et pars etiam toti. 

(5) Tertio ex definitione sequitur, procedere rectam per 
puncta suae relationis unica ad duo puncta data , quae ratio est 
maxime determinata. Oportet autem talia dari, alioqui ex duobus 
datis nihil resultaret novi determinati. Et si daretur aliud punc- 
tum eodem modo se habens ad A et B simul sumta ut proposi- 
tum, nuUa esset ratio cur via illa simplicissima determinata per 
unum potius quam per aliud procederet. Patet etiam hoc ex prae- 
cedente, quia dum ostendimus extremis datis rectam esse deter- 
minatam seu extremis coincidentihus coincidere rectas. 

(6) Quarto sequitur, rectam in omnes piagas se habere 
eodem modo nee concavum habere et convexum ut curvam, cum 
ex duobus punctis assumtis A et B nulla ratio diversitatis reddi 
possit 

(7) Et proinde, si duo assumantur puncta quaecunque extra 
rectam L et M quae se eodem modo habeant ad duo puncta rec- 
tae coUective, seu ita ut L se habeat ad A et B , ut M se habet 
ad A et B , etiam eodem modo se habebunt ad totam rectam , seu 
L se babebit ad rectam per A, B, ut M se ad eam habet. 

(8) Manifestum «tiam est, rectam rigid am seu cujuß pwncta 
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non mutant situm inter se, duobnd in ea punctis manentifous im- 
motis moveri non posse, atioqui enim plora darentur puncta eodem 
modo se babentia ad duo puncta immota , nemp« tarn punctum in 
quo fuit punctum mobile, quam illud ad quod est translatum. 

(9) Sequitur ?irissim, alia omnia puncto, quae in rectam per 
A et B transeuntem non cadunt seu quae ipsis A et B non sunt 
in directum , mobilia esse situ ad A et B servato , ipsis A et ß 
manentibus iramolis, cum recta sit locus oronium punctorum unice 
se habentium ad A et B ; caetera ergo variari possuot et quidem 
in omnes partes, cum recta eodem modo se habeat in omnes 
partes. 

(10) Itaque si Extensum rigidum moveatur duobns punctis 
manentibus immotis, omnia puncta ejus quiesceotia cadent in rec- 
tam per puncta immota transeuntem, quodvis punctum mobile de- 
scribei circulnm circa eandem rectam velut axem. 

Datis tribus punctis in eandem Rectam non cadentibus, quod 
inde determinatur est planum. Sint puncta A, B, G non caden- 
tia in eandem rectam, ex A, B punctis determinatur recta per A 
et B, ex C et B punctis determinatur recta per C et B. Ex quo- 
vis puncto rectae per A et B , conjuncto cum quovis puncto rectae 
per € et B, noTa determinatur recta, et proinde daUs A, B, C, 
determinantur reclae inünilae quarum locus vocatur planum. 

(1) Itaque primo j^num est minimum inter sua extrema. 
Ambitus enim ejus non constat reota, quia recta spatium non 
claudft, alioqui pars rectae foret dtssioatlis toti. Ergo ambitu dato 
dantur tria puncta in eandem recta« non cadeotia , ergo ex solo 
ambitu dato determinatur planum intkrceptum. Ergo est mi- 
nimum. 

(2) Secundo planum est aequabüe inter sua extrema, quia 
nuMa ratio varietatis ex hac origine ejus deduci pot^st. 

(3) Vnde sequitur, planum intus ess^ slbi simile, ita quod 
in eo moTetur punctum, locum in quo est ab alio ioco non distin- 
guit nisi respectu ad extrema. Nee pars plani a parte nisi per 
extrema discerni potest. 

(4) Sequitur et porro , plana quorum ambitus sunt similes 
aut congrui aut coincidentes, ipsa similia aut congrua aut coinci- 
dentia esse. ' 

(5) Tertio ex definitione plani patet esse locum omnium 
punctorum ad tria data puncta unicorum. 
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(6) Quarto sequitur planum utrinque se habere eodem modo, 
adeoque nee concavum habere neque convexuhi. 

(7) Atque adeo punao se habenti utcunque ad A, B, C »i- 
mul vel ad planum ex bis determinatum, respondens aliud punc- 
tum dari posse eodem modo se habens ad tria baec puticta simnl 
sumta, cum nulla sil ratio divefsitatis. 

(8) Planum autem est latitudine praedilum, naro per lineaip 
reciam secari potest , per bina data ejus puncta Iranseuntem. Ita- 
que Sectio ejus longitudinem habet, cujus autem seclio habet longi- 
tudinem, id ipsum habet latitudinem. 

Datis quatuor punctis in idem planum non cadentibus resul- 
tat profundum, seu id in quo sumi potest aiiquid qupd Terminus 
non est , seu quod non potest ei esse commune cum allero nisi 
pro parte in ipsum immerso. 

Sunto quatuor puneta A, ß, C, D (fig. I ) Hinc d^tur sex 
rectae AB, AC, AD, SC, BD, CD; sed sufficiunt AB, AC, AD, nam 
tres reliquae ex bis nasountur. Prosultantibus bis tribus rectis, 
prosultant et oronia earum puncta, et rectae conjungentes duo 
quaevis diversarum rectarum puncta , locusque adeo harum recta- 
mm omnium. Porro habemus et quatuor plana per A , B , i\ 
per A, B, D , per A, €, D , per B, C, D, quorum duo quaevis sec- 
tionem habent rectam communem; verii. gr. plana per A, B, C et 
per B, C, D habent communem sectionem rectam per B, C. Baec 
qnatuor plana claudent spatium quatuor Triangulis planis ABC, ABD, 
ACD, ßCD, quae spatii ambiium facient Etrecta quaevis EF, duo 
puncta e et F duomm planorum ABC , BCD conjungens , habet 
omnia puncta ut G intra hoc spatium , ita ut ex puncto G rectae 
extremis interjecto nulla recta educi possit, quae non in ambitum 
cadat. C 1 a u d u n t autem spatium quae ambitum consti^uunt 
plenum , nempe talem , ut Bnea quaecunque ducta in parte ambi- 
tus, ubi pervenit ad ejus partis extremum, continoari possit in 
alia ambittts parte Ex. gr. recta AL in parle Ambitus ABC ducta, 
ubi pervenit ad extremum ejus L, continuari non posset in alia 
ambitus parte, si abesset triangulum BCD, quod cum caeteris tri- 
bus ABC, ABD, ACD spatii daudendi opus absolvit. Ponatur illa 
rect^ produci quantum opus est ad punctum H, quod magis absit 
a puncto G, quam omnia puncta triangulorum ABC, ABD, ACD, BCD. 
Ex puncto H agantur norfnales in quatuor plana et itidem ex puncto 
G, reperietur aliquod ex his planis planum, respectu :c«yus nor- 



males ambbrain bod stnt ad easdem partes; aliquod ex bis planit 
debet GK Mcare in triangulo cujus planum est continuatio ; dico 
rectam GH si opus preducUm cadere in aliquod ex bis pkois 
Sumatur aliud quodcunque punctum H, ajo reotam GH productam 
si opus occurrere uni triaagulornm quatuor nt ipsi ABO in K pla- 
num per E, F, H secabit plana ABl», ACD, BCD, quae tres rmta« 
eoDslituent trianguium cujus duo latera cadent in duo ex triangu- 
lis tribus dictis , et panctum G intra boc trianguium cadet. Recta 
ergo quaecunque iransiens per G allerutrum ex Ulis duobus lateribus 
secabtt, ergo et recta GH, ergo recta GH occorrit uni ex triangufa's 
AB«, ACD, BCD in K. Eodem nodo oMendetur. et alio extremo 
occurrere uni ex aliis Iribus trianguiis. Sed brevias rem osten- 
demus. 



IV. 

INITJA MATHEMATICA. 
DK %IJA]VTITATK. 

Deterrainantia sunt, qua« simul non nisi uni soll com- 
petunt , ut duo extrema A , B (fig. 2) non nisi uni competunt 
rectae. "^ 

Coincidentia sunt, quae plane eadem sunt lantumque 
denominatione diflerunt , ut via ab A ad B a via a B ad A. 

Co ngrua sunt, quae 81 di versa sunt, aon nisi respectu 
ad externa discerni possunt, nt quadrata C et D (fig. 3), nempe 
quod eodem tempore sunt in diverse loco vel situ , vel quöd unum 
C est in materia aurea, aiterum D in argentea. Ita congruunt 
libra aun et libra plumbi ; dies hodiemus et hestemus. Punctum 
quodhbet congruit cuilibet altisri, ut et inslans instanti. 

Aequalia sunt quae vel congruunt (exempli eratia (&it t) 
triangula EPH, EPG. IKL, LMI, GNE, item rectangula EFGN et 



IK-LM) vel p«r transformationem coBgrua reddi j^ostunt (ui trlaii^ 
gulum HBG reciangulo IKLiM , quia parle ipsius HEG , nempe EFH, 
transposila in GNE , quod fieri potest quia oongruunt , tone HEG 
Iransformatum erit in FGEN congruum ipsi IKLM ; iiaque HEG «4 
IKLM aequalia dicentur). Iiaque definiri possunl Aequalia, 
quae resolvi possunt in suas partes diversas singulas singulis atte- 
rius congnientea. 

Similia sunt, in quibus per se singulatim consideratiB in*- 
veniri non potest quo discernantur , ut duo sphaerae vel circuU 
(vei duo cubi aut duo quadrata perfecta) A et B (lig. 5). Ut si 
8olus oculus sine aliis roemb;1s fij^g^ilur nunc esse intra spbaerain A, 
nunc intra spbaeram fi, non poterit eas discernere; sed poterit 
si ambas simul speclet, vel si secum membra alia corporis aliamte 
mensuram introrsum afTerat, quam nunc uni nunc alteri applicet. 
Itaque ad similia discernenda opus est vel compraesentia eorum 
inter se, vel tertii cum singulis successive. [At in dissimilibus 
aliqua partium proportio notata in uno, quae non notatur in al- 
tero, sufficit ad discernendum sigiiiatim , de quo postea pluribns]. 
Homogenea sunt, quae aut similia sunt aut similia trans- 
formatione reddi possunt. Duae rectae sunt homogeneae, quia si- 
miles; sed recta et arcus circuli bomogeneae res sunt, quiacircu- 
lus in rectam extendi polest. Homogenea etiam definire possu- 
mus, quae in aliquo conveniant, el in quo conveniunt alia quae 
in uno quoque eorum indefinite assumi possunt. 

Si plura sint ut A vel B et unum C (fig 6) sintque in ali- 
quo couvenientia et in bis homogeneum insit ipsis A et B com- 
mune, omnia vero in ipsis homogenea sint ipsi C communia; 
tunc illa plura dicentur partes integrantes, Moum illud di- 
cetur totu m. 

Minus est quod alterius (Majoris) parti aequale est 
Quantitas est iü quod rei competit, quatenus babet om- 
nes suas partes, sive ob quod alteri (homogeneae cuicunque) aequa- 
lis major aut minor dici sive comparari potesL Quamitas rei 
ex.gr. areaeABCD (fig. 7) exprimitur per numerumex.gr. quater- 
narium , posito aliam rem ut pedem quadraium AGFG sumtum 
esse pro Mensura primaria seu Unitate reali. Est enim AfiCD 
quatuor pedum quadratorum. Si vero alia assumeretur unitas 
AHIK, quae est quadraium semipedis AH, quantilas areae ABCD 
esset 16 Itaque pro eadem quantitate diversus proveniet nume^ 
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rus , prout aswiroilur uiiiU». Et proiade quantilas uon e»t nume- 
rus definitus, sed materiale Dumeri seu numerus indefinitus, as* 
SQiDta certa menaura definieodus. Quantitatea ergo ezprimunlur 
vel numeris definitis, ut 1, 2, vel indefinitis seu Uteria aliisvecba- 
raderibus a, b, 0, J). 

Numeruf) est homogeneum Unitalis adeoque comparari 
cum aoitate eique addi adimique potest. Estque vel aggregaluni 
ttiiitatum qui dicitur integer, ut 2 (seu I + 1), item 3, 4 (seu 
2+ I sive I + I + 1)^ vel aggregatum partium aliquolarum uni- 
talis, qui dicitur Fractus, ut si unitas ex. gr. pes AB sil di Vi- 
sus ifi quatuor partes , tunc res ut lioea BH, quae bebet Iresquar- 
tas pedis seu ter {, ita exprimetur f, isque fracius interdum 
redttci poteat ad integrum, ut AB sive 2 est -quater AH seu 4 di- 
micUae sive ^; vei deiiique numerus est alio. quodam modo per 
relationem ad unitatem determinatus, quae quidem relationes pos- 
aunt esse iqfinitae, sed maxime solennes sunt per radices. Nempe 
ait numerus 4 (pro qoadrato ABCD), quaeritur ejus radix quadrata 
(seu latus AB) id est numerus qui per se ipsum multiplicalusja- 
cU 4; is numerus erit 2, itaque cum 2.2 sive aa sit 4, V^ (V*d) 
est 2 (a). Atque boc casu radix reduci polest ad numerum com- 
munem seu rsttionalem* Sed interdum baec reductio oon suc- 
cedii. Ex. gr. quaeritur numerus , qui per se ipsum multiplicatus 
faciat 2, is neque est integer (alioqui enira, cum necessaria sit 
minor quam 2, foret unitas, at unitas per se multiplicata facit 1), 
neque est fractus, quia «imnis (raclus per se ipsum multiplica- 
tus producit alium fractum, ut | producit jf sive 2+4; ita- 
que non est numerus nisi irrationalis ut vocant, sive potius 
ineffabilis, alo/og, surdus, quisicscribitur ^2, vel^q«^* vel ^Z, 
id est radix quadratica de 2; posito enim liunc numerum esse 
y, tunc ejus quadratum yy sive y^ erit 2. Et ut appareat, 
bunc numerum esse in rerum natura, ducalur (Dg. b) AF diago- 
nalis quadrati AEFG. Sit AG 1 , nempe unus pes , cujus quadra- 
tum est i (nempe ipsum spatium AEFG seu unus pes quadratus), 
tunc ipsa AF, quam vocabimus y, erit ^2 ; nam ejus quadratum yy^ 
AFBH est 2 (nempe duplus pes quadratus), est enim quadratum 
AFBM duplum quadrati AEFG, nam dimidium ejus triangulum 
AFB toti AEFG aequale est. Cum ergo numerum detinierimus 
bomogeneum unitati , utique debet aiiquis esse numerus , cujus ea 
sit relatio ad unitatem, quae est rectae. AF ad rectam AG, sive 
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posfito AG esse 1 , debet esse nomeras quo exprimatur quantitas 
ipsius AF qui dicettir esse V^; AB auteni erit 2. 

[taque si sit Scala AB divisa in partes aequales duas, qua- 
tuo^, ocio> sedecim etc. atque ita porro subdWisa qoantum libue- 
rit, huic scalae iitiqiie recla quaelibet ipsa scala minor applieari 
adeoque numeris expiicari potest, et quidem ?el exacte, ?el pro- 
peinodam exacte quidem, quando sciiicet ineipieos ab initio sca- 
lae A incidit in aliquod punctum divisionisL, ut AL , cujus proinde 
numerus in partibus scalae habetur. Ex. gr. AE existente I, tunc 
AL erit |-, et tunc recta AL est scalae conimensurabilis , id est 
datur earum mensura communis seu recta AN {\), quae repetita 
tarn scalam AB quam rectani AL efficit seu metitur. Prope- 
modum vero numeris recta scalae applicata expiicari potest, quando 
non incidit in punctum divisionis , quantuinvis scala subdiridatur 
et quocunque modo instituatur divtsio. Et talis recta ut AP est 
cum scala incommensurabilis , adeoque numeris rattonalibus sive 
effabtlibus expiicari nequit, nisi propemodum. Quoniam tarnen 
necesse est, ut AF scalae applicata seu iranslata in AP inddat 
saltem inter duo difisionis puncta , ufi certe incidk inier 11 et 12, 
posito scalam AB in sedecim partes aequales esse divisam, qua- 
rum quaelibet est pars oetava unitatis vel pedis AE, hinc si AG 
vel AE latus quadrati sit pes , tunc diagonalis AF vel AP incidet 
inter V (^'^^ f) ®^ V P^dts, adeoque si ipsi AF sive ^2 vel y 
attribuas | , nimium , si V ' Partim tribues (nam quadratum a f 
est {, id est plus quam } seu 2 seu yy, et quadratum ab V est 
\^^ , quod est minus quam ^ seu 2) , error tarnen erit minor 
una parle minima , in quam hoc loco unitas in scala divisa est, id 
est minor quam {. Et ^ sive AQ erit propemodum mensura com- 
munis unitatis sive etiam scalae et ipsius AF. Et quanto magis 
subdivisa erit scala, eo minor erit en*or adeoque erit tarn parvus quam 
quis velit, sive minor reddi polest quovis errore assignabili. Ita- 
que AF et AG etsi sint incommensurabiles, sunt tarnen homoge- 
ne ae seu comparabiles , el inveniri potest mensura communis tarn 
.prope exacta, ut error seu residuum sit minus data quantitate. At- 
que boc est fundamentum appropinqua tionum, el conipu- 
tandarum Tabularuni, itemque Logisticae binariae vel sexa- 
genariae vel etiam decimalis^ si quidem scala in decem partes 
dividalur et earum quaelibet in alias decem subdividatur, idque 
quantumlibet 'Continuetur. Elsi enim scalae instrumentis satis sub- 



dividi non semper posstnt, menle tarnen sive calculo ad sukntnaM 
exactUndinetn , qoae quidem in praxi optari possit, procedi pot- 
est. Quod quomodo iiat, infra apparebit. 

Dimensiones sunt quantitates diversae (interdum hetero- 
geneae) quae in se invicem duci intelJiguntur, Ha scilicet ut 
ona tota applicptmr eoilibet partt alterius. Exempli causa (fig. 9) 
ex ductu latitudiri-i AB duorum pollicum in longitudinem BC trium 
pollicum linearium (i(a ut anguli A, B, C, e, f semper congruant 
seu iideni sint, qui dieuntui* recti, qui est simplicissimus lineam 
rectam in rectam dacendi modus) fit rectangulum ABC, quod est 
duaruiD dtmensionum , et sex pollicum sedquadratorum. Ex duclu 
iongitudinis CB,2, latitudinis BA, B, altitudinis AD, 4 in se in- 
vicem ßt rectangulum solidum CBAD (fig. 10), quod est trium 
dimensionum seu viginti quatuor pollibum cubicorum (2 in S in 4) ; 
cuilifoet enim ex l»»seos ABC sex quadratillis seu pollicibus qua- 
dratis (ut quddratillo AEP; insistunt quatuor tubnii seu unitates 
cubicae sive pollices cubici (nempe columna seu prisma PEAD ex 
quatuor pedibus cubicis sibi impositis constans). Nee vero putan- 
dum, ut bactenus crediderunt, dimensionem spectari in soiis figu- 
ris, adeoque rem altioris gradus ^eu plurimn dimensionum quam 
trium dimensionum esse imaginariam. Etsi enim spatium per se 
habest lantnm tres dimensiones, corpus tarnen potest habere multo 
plures , ex. gr. <hio corpora, unum anreum, alterum argenteuiä, ha- 
bent praeter considerationem molis seu spatii , quod occupant, 
etiam considerationem gravitatis specificae, quae in qualibet parte 
roolis spectatui^. Ita gravitate speclfica potticis cubici argenti 
posita ut 55, auri ut 09 unciarum (ea enim fere proportio est), 
prit poadus solidi CBAD, si aureum sit , 2 3 4 99 (seu 24 99 sive) 
2;i76 unciarum ; sin argenteum sit solidum , eritunciarum 2p3Tr55 
sim (24 55) 1326 unciarum. Itaque pondera ita sunt quatuor di- 
mensionam, ex ductu scilicet moiis seu spatii tridintensi in corpus 
ipsum seu pondus. Potest etiam praeter pondus mortuum acce- 
dere impetus ex descensu grayis aliquamdtu continuatus; uude 
oftseituf percussio , quae est quinque dimensionum , ex mole tridi- 
»en^, corporis ponderositate et tempore lapsus in se invicem duc- 
tts. Ita si una ulna quadrata panni valeat tres nummos imperiales, 
dttae ohiM valebuut bis tres imperiales seu sex. Et pretium hoc 
est duarum dimensionum , quod si idem pannus sit quatuor ulnas 
latus, erit pretium ejus 2. 8. 4 seu 24 imi>erialium» adeoque trium 
vii. 3 
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dime&sioDUJD ex ductu in se invicem longitudinis , latitodinis, pre- 
tiositatis, id est pretiositatis seu bonitatis intrinsecae in quanliU- 
lern seu bonitatem extrinsecain. Ita pretiam aggeris est quatuor 
dimefisionum ; spectatur enim in eo longitudo quae sitpedum 100, 
latitudo 12, altiludo 20, et firmitas seu bonitas intrinseca sit ta- 
lis, ut pes cubicus valeat decem nummos, erit valor ejus 1 00 12 29 1 
nummorum seu 240000 , ut proinde ductus dimensionis in dimen- 
sionem sit exhibitio realis mQUipHcationis menlalis. 

Ex bis definitionibus sequentia Axiomala duci possunt. 
Quae iisdem (vel coincidentibns) determioantur (eodem scili- 
cet modo), coincidunt. Ut coincidunt duae rectae, quaruin duo 
extrema coincidunt. 

Quae coincidunt , ea multo magis congruunt , seu idem con- 
gruit sibi. 

Quae congruentibus delerminantur (eodem sciiieet modo), 
congrua sunt. Ut quia triangulum datur, datis tribus lateribus, 
binc si tria trianguli latera respondentia respondenlibus congruani, 
congruent triangula. 

Quae congruunt, ea multo magis aequalia sunt. 
Aequalia eadem sumta mensura eodem numero exprimunlur, 
sive ejusdem sunt quanlitatis^ cum enim inter se congma reddi 
possint, eidem mensurae primariae, seu unitati eodem modo re- 
petitae, eodem modo congruere poterunt. Unde idem prodil nume- 
rus. Aequalia eodem modo secundum quantitatero traclata exhi- 
bent aequalia. 

. Similia simililer tractata exbibent similia. Quae similiter similibus 
determinantur , similia sunt. Determinari «utem intelligotis condi- 
tionibus designari quae simul non uisi in unum cadere possuni. 
Itaque quod ita determinatur , id plane exbibetur. 

Similia et aequalia simul sunt congrua. Nihil enim super- 
est quo discerni possint, sive sigillatim sive simul spectentur, nisi 
referanlur ad externa, ut locum et lempus aliaqne accidentia. 

Ratio non est nisi inter homogenea ; patet ex definitione. 
Quorum utrum altero majus, minus aut aequale est, bomogenea 
sunt. De aequalibus manifestum- est, possunt enim congi^ua reddi, 
adeoque et similia. Minus quoque miqori bomogeneum, quia ejus 
parti aequale adeoque bomogeneum est, pars autem est homogenea 
toti. Atque ideo non dicemua lineam minorem soperficie , aut ejus 
partem, nee angulum contaetus partem rectilinei, aut eo minorem. 
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Si qui« tarnen partem latius »umat, pro omni quod quantitateob 
habet et quanlitatem habenti inest, potent dicere, lineam esse 
superficie minorem. 

Pars minor est toto. Est enim aequalis parli ejus , nempe 
sibi ipsi. 

Totum est aequale Omnibus partibus inte^rantibus, coinci- 
dunt enim; vel certe si conjungantar, quia totum componunt, coin- 
cidentia reddentur, adeoque et congruent. 

Pars partis est pars lotius» Adeoque minus minore est mi- 
nus majore. Nam parti minoris aequale est; ergo et parti majo- 
ris , parti scüicet partis majoris. 

Duo homogenea habent communem mensuram quantumvis 
exacte propinquam. Ostendimus- supra , cum soaiam explii;aremus. 
Si duorum bomogeneorum unura altero neque majus neque minus 
est, erit aequale. In scala supra posita (fig. 8) comparentur AG 
et AE, a|>pliceturque AG ipst scalae, et puncto A manente, incidet 
punctum G inter B et A, posito AG esse minus quam AB. Pona- 
mus jam demonslrari posse quod recta AG translata in AB, ma- 
nente puncto A, punctum G neque incidat intra E et B, neque 
inter A ei E, iil est quod AG nee sit major nee minor quam AE, 
uttque j[>unctum G incidet in ipsum punctum E , adeoque AG erit 
itrsi AE aequalis. Quod de duabus rectis, idem demonstrari pol* 
est de Omnibus homogeneis, nam omnia possunt reddi simiJia, et 
ubi similia reddila sunt, si nee magnitudine dilTerunt, nuUo^ modo 
per se discerni polenmt, sed congrua erunt, adeoque cum congrua 
reddi pos^int, aequalia sunt. 
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(L) Magnitudo est, quod in re exprimitur per numerum 
partium, congruentium rei datae, quae Mensura appellatur. 

Scholium. Exenipli causa lineae magnitudo exprimitur 
numero pedum vel pollicum, id est partium quarum quaelibel con- 
gruit pedi vel pollLci in aliqua materia (velut orichalco aut ligno) 
reapse dato. Sic orgyiae magnitudo (quantum homo brachia ex- 
tendere potest) ad cerlum aliquid (velut per aversionem) designan- 
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dum censetur exprimi numero sex peduni, vel septuaginta duorum 
poUicum, quia pes duodecim poUicum habetur. Cubiti magniludo 
est unius et dimidii pedis, vel iinius pedis el sex poliicu» , vel 
octodecim pollicum. PoBimus autein pedis vel poUieis magtiiludi- 
Dem reapse in organo datam esse. Unde palet quoijue, eandem 
ejusdem rei magnitudinem diversis numeris exprimi, prout variatur 
mensura , imo interdum diversas mettsuras conjungi inler se, ut 
cum cubitus simul designatur per pedem et poilices. 

(2) Homogenea suul, quorum magnitttdioes numeris ex- 
primi posBunt eandem assumendo pro omnibus BMOüiuram tanquaai 
unitatem. 

Scholium. Ua si pes sit ut unitas, erit poJlex ut ^<^, 
cubitus ut|, orgyia ut 6. Sin pollex sii ut unitas, erit pes ui 12, 
cubitus ut 18, et orgyia 72. Et hoc modo liueae reciae cujus- 
que longitudo exprimi potest numero quidem integro, si mensura 
aliquoties detracta, verbi gralia pede ter detracto, resiet nihil, iia 
enim recta tripedalis erit. Sed si nensura vel pede quoties fieri 
potest detracto restet aiiquid, ad id quoque meiisurandum suint 
poterit certa pars pediS) exempli causa decima, quae rursus quo- 
ties fieri potest detrahetur ab hoc residuo; ex^npli causa vicibus 
Septem et pede assumto pro unitate, numerus quantitatia detraclae 
erit fractus 3 et ^^ vel |-J. £t hoc modo si res measuranda ita 
sit exhausta ut restet nihil, is numerus rei respondebit, magnitudi- 
nemque ejus exprimet. Sin adhuc svpersit aiiquid, tunc vel possu* 
mus iterum novam assumere mensurae parlem, veluti ci^ntesimam, 
eamque detrahere quoties fieri potest; et si error centesima parte 
minor nobis salis magni momenti non videatur, contenti possu- 
mus esse hac per mensuram et mensurae decimas vel centesimas 
appropinquatione, alioqui ad millesimas et ultra progressuri. 
Solemus autem in praxi adhibere scalam, id est constantero 
quandam mensurae divisionem in orichalco aut alia durabili mate- 
ria factam, et quidem per decimas et decimas decimarum seu centesi- 
mas et millesimas et porro, quoniam hoc modo i'ractiones decima- 
liler expressae tractari possunt instar integrorum, qui nobis deca- 
dica progressione , id est perunitates, decades, centenarios , mille- 
narios, myriades etc. exbiberi solent; ita Ludolphus de Colonia 
caicuio longe producto invenit, diamelro circuli existente I , cir- 
cumferentiam esse 
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decimalilNis lieet)conjungendosUtiin in unam fractionemf^^^letc. 

U8qiie ad sedem. Sed quoniam appropinquationes hujus- 

modi, eUi praxi vulgari sufBcieiites, nullam dant exactam magnitudi- 
nis quaesitae cognitionem, ideoque in scientifico progressu tamdiu 
|>ergimus, donec appareat series progrediendi in infinilum; et huic 
fini non adhibemuB indisiinete decimales, aul alias quaslibet sca- 
lae conftiantea divisiones, sed accommodamiis fractiones ad rei na- 
iurara, ut scilicel facilius ad legem progressus perveniamus. Atque 
ita a me repertum est, si diameter sit ^, circnmferentiam fore 
i + i^jr + iV + rir ®^ *^ porro in infinitum , posito fractionum 
numeratorero esse unitatem, sed denominatores esse qui flant ex 
duobus imparibiis 1 et 3 , 5 et 7, 9 et II, 13 et 15, 17 et 19, 
et ita porro, invicem multiplicatis. Et ea ratione non tantum om- 
nes appropinqäationes continuando dabiles siinul exprimuntur, sed 
ettam fieri potest ut error minor sit quovis dato, nam ostendi pot- 
est, si circumferentiam dicatur esse |^, errorem fore minorem 
quam \ ; si dicatur esse i + ^, errorem minorem fore quam ^ ; 
si dicatur esse i + ^V "^ ri? » errorem fore minorem quam ^, 
et ita porro, priorem semper ex imparium proximorum combina- 
tione sumendo. Tota autem series infinita exacte naturam circuli 
exprimit. Sed boc nos rationibus ex intima natura circuli con- 
secuti sumus; organice autem magnitudo circumferentiae drculi 
vel alterius lineae curvae per filum obtineri potest, curvae hneae 
rigidae accommodatum et deinde in rectam extensuni et scalae 
applicalum, vel dum curva linea rigide voivitur in piano, quanquam 
proTolutio illa ad securitatem filo vel caiena regenda sit, ne tractio 
ei misceatur. Motu etiam res obiinetur, dum duo mobilia veloci- 
tatis uniformis percurrunt rectam et curvam, nam erunt lineae iis- 
dem temporibus absolutae ut mobilium velocitates. Qüodsi res 
mensuranda sit superficies, pro mensura polerit alia assumi super- 
ficies, verbi gratia pes quadratus qui vel cujus determina(ae partes 
a plana superficie quoties fieri poterit detrafaentur: quodsi super- 
ficies plana non sit, videndum an commode transformari possit in 
planam. Pro solidi mensura aliud assumetur solidum , veluti pes 
cubicus, eodeoique modo procedetur. Cooiparari etiam solidorum 
magnitudines poterunt immergendo in liquorem , et mensurando 
quantum ille in vase attollatur; sed et ponderando, si ambo ex 
eadem raateria elaborenlur, idemque et ad lineas et superficies suo 
quodam modo potest transferri. Atque ita Galilaeus Cycloidis di- 



mensionein ponderibus investigavii, eist veram dimensionein 8cien- 
tifica deinde ab aliis ralione reperlam hac methodo non fuerit con- 
secutus. Motu etiam superficies el solida interdum comniode men- 
suraniur, lanquam vestigia lineae aut superfidei« («eneralHer autem 
omnis aestimatio ex nostra magniiudinis definitione ad oiensurae 
cujusdam repetitionem numeris expressam redit, aut ad nameniin 
rei ascribendum, posito rei alteri datae ascribi unitatem. Eaque 
ratione etiam non tantum extensiones et difosiones partium exira 
parte, ut in spatio el tempore, sed etiam intensiones seu gradus 
qualitatum actionumque, jura etiam, valores, verisimilitudines, per- 
fectiones aliaque inexlensa ad numeros revocantur, reperta sciKcet 
mensura cui aut cujus parlibus aliquotis congruant, quae in ie 
mensuranda reperiuntur , sed cujus aut cujus partium aliquolarum 
repelitione magnitudo aestimanda formetur« Quae conaideralio quanti 
sit momenti, et quam in ea consistat vis verae Hatheseos Univer- 
salis seu artis aeslimandi in Universum, in Dynamicis nostris speei- 
minibus est ostensum. 

(3) Commensu rabilia sunt inter se, quorum reperiri 
potest una mensura communis exfaauriens , cujus repelitione magni- 
tudines eorum constituantur; sin minus, incommensurabilia 
vocantur, el numerus ei, quod cum mensura pro unitate assurota 
incommensurabile est, assignandus vocalur surdus vel irrationa- 
lis; sin commensurabilis silunitaii, rationa lis appellatur. 

Scholium. Si nempe mensuram vel partes aliquotas men- 
suraro sua repelitione constituentes quoties fieri potest delrahendo 
pervenialur ad exhaustionem , semper haberi potesl communis 
mensura repelitione conslituens. Nam tota magnitudo mensnranda 
exprimitur vel integris vel composito ex integris et fractis. Jam 
fracti quotcunque reduci possunt ad comrounem divisorem, at<|ue 
ita ad communem mensuram. Eslo numerus inventus magnitudi- 
nem quaesitam lineae exprimens 2 -(- f -f | , reducendo ad com- 
munem denominatorem fiel y ; itaque si pes sit I vel f , ulique 
communis mensura rei aestimalae el pedis erit ^, quae quantitas 
in re aestimata continetur decies septies, in pede sexies. Sed si 
sexta pars pedis seu bipollicaris linea assumatur pro unitate seu 
mensura, erit pes ut 6, linea vero aestimanda ut 17, adeoque pes 
et linea commensurabiles erunt. Sed si fractiones procedant in 
infinitum, nee in unum numerum assignabilem integrum vel frac- 
tum summando coUigi possint, magnitudo aestimanda erit ei^ cui 



unitatem assignavirnus, vel partibus ejus aliquotis (hoc est 
repeiendo eam coDficientibus) iiicommensuiabilk. Veluti si linea 
Sit quae constel uno pede el duabus decimis pedis et iribus cente- 
suiiis' el qua(uor roillegimis, et quinque lOOOOmis, et sie in in- 
finiUion, ila ut pede posito ul I, linea sit ul 

fo^^oo ®^* ^^' ^^^^ decimalium I.234d67 etc. IIa enim nun- 
quam exhaurietur linea quae mensuranda est, el (amen vera ejus 
magniiudo exacte expressa habetur. Quotiescunque enini numerus 
est rationalis, ut vocant, seu unitali commensurabilis, toties deci- 
malibus expressus periodo constat, ila ut cfaaracteres iidem aem- 
per recurrani in infinitum, ut suo loco ostendemus; quod hocioco 
non fieri constructio ipsa ostendit. Porro communem mensuram 
investigandi haec ratio prodita esl a Malhematicis, uti suo loco 
exponemu^, ut a majore detrahatur minus quoties fieri polest, 
Residuum deinde rursus quoties fieri polest ab ipso Minore an(ea 
detracto detrahatur, et secundum Residuum a secundo detractoseu 
primo residuo, et a secundo Residuo simililer terlium ; ita necessa- 
rio vel ad exhauslionem devenietur, eritque ultimum delractum 
exhauriena ipaa maxima communis mensura lolies in prima magni- 
tudine seu comparatarum majore conlenta, quolies unitas in pro- 
ducto ex omoibus quotientibus invicem multiplicatis inest; vel si 
residua supersint in infinilum, incommensurabiles eruni duae pri- 
mae quantiiates , quemadmodum et residua oronia ; sed ipsa series 
quotienlium si certa lege constel, qui exprimunt quoties quivis 
minor a praecedeote detrahi possit, comparationem scienlificam 
duarum magnitudinem dabit. Interim fictione quadam possumus 
concipere, omnes quanlitates homogeneas esse velut commensura- 
bileg inter se, fingeudo scilicet elementum aliquod infiniteaimum 
vel infinite parvum« Tali fictione constat calculus Logarithmorum, 
certo aliquo Elemento Logarithmico constituto. Similis ficiio lo- 
cum habet in Geomelria, rem concipiendo perinde ac si omnes li- 
neae constarent ex infinitis numero lineolis reclis infinile parvis, 
et ita perinde ac si lineae curvae essent polygona infinilorum late- 
rum, vel perinde ac si superficies constarent ex infinitis facieculis 
planis, id est perinde ac $i solida concava vel convexa omnia es- 
sent polyhedra hedrarum infinitae exiguilatis. Eodem modo fingi 
polest, omnia solida constare ex corpusculis elementaribus aequa- 
Itbua infinitis numero el magniludine infinite parvis. El haec fic- 
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tio Dallum potest afferre errorem , quia (si rite procedas ex hypo- 
thesi) error nunquam fit major parüculia aliquot elemenlaribus, 
qui nullam cum tolo comparationem habet, de quo nostra incoia- 
parabilJum Lemmata videantur. Unde si pro particulis elemenCari- 
bus ficlitiis seu infinite parvis assumamus veras assignabilea qaaa- 
tumlibet parvas, ostendi polest, errorem qui in ratiocinando ad- 
missus videri possit, minorem esse quovis dato errore, id esi oul- 
lum assignari posse. Licet autem ad commensurabililatis imitaiie- 
nem concipi possit, infinitesimalia illa seu infinite parva elementa 
aequalia esse inter se, interdum tarnen fingi praestat alia proee- 
dere ratione utili ad ratiucinationem juvandam, Quae melius appa- 
rebunt ex parte illa interiore Doctrinae magditudinum seu Mathe- 
seos Universalis, qua nempe continetur Scientia infinili. 



BIS RATIOMK KT PROPORTIOMK. 

Duarum rerum Ratio inier se faabebitur, habita forma com- 
parationis earum secundum qiKintitatem , et contra. Hiiic elsi am- 
barum quantitates sint incognilae, potest tarnen ratio earum esae 
cognita ; licet enim ignorem exempii causa , quot sint nasi aut quot 
sint oculi in hac civita(e, scio tamen numerum »asorum bisrepe- 
tendum esse ut fiat numerus ocnlonim. 

Com pa rare duas res secundum quantitatem est quaerere 
modum inveniendi quantitatem unius ex data sola quantitale al- 
terius. Hie enim finis est comparationis duarum renun , ut 
postea sufficiat saltem unam in promptu habere et comparationis 
meminisse; i(a sensu unius et memoria alterius tantum effieimus, 
quantum sensu utriusque, minore autem pretio constat memoria 
quam sensus, quia memoria etiam absentium est. 

Itaque rationem duarum rerum inter se habere, idem est 
quod habere modum cognoscendi unam ex data altera sota, Equi- 
dem si summam duarum quantitatum sciamus, vel etiam diiferen- 
tiam, etiam unam ex alia cognita invenimus, sed non sola } tria 
enim occurrunt homogenea, duae scilicet quantitates , v. g. Kaeae 
AB et BC (fig. 11) et earum summa (rel differetitia) AC et duas 
noscere necesse est ad inveniendam tertiam« In ratione vero s#lom- 
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modo uriMii noseere opus est ad inveniendani alteram. Ratio eniin 
i|»a, quam fNraelerea nosse oportet, non estlinea. Itaque si cog- 
noseatHr linea D (fig. 12) et praetera ratio ejus ad lineam E (at 
si sciatur esse duplani ipsivs 0), scietur etiam ipsa E. 

Quaeritor jam quomodo duas quantitates, quas nunc habemus 
pracdentes, ita possimus comparare, nt postea sufficiat alteram so- 
lam praesefitem habere, et modi comparationis ad alteram quoque 
cogaoscewdam meroinisse. Hoc fiet dupliciter , vel nuUa nova quanti- 
täte homogenea assumta, rel assumta quidem nova ad comparatio- 
nem, negiecta tarnen postqiiam absoluta est comparalio. Quando 
nulla nora qoantitas assumitur, tunc comparatio duarum quantita- 
tum fit, si consideremus unam esse minorem altera, vel ambas 
esse aequales. Si ambae »ont aequales, nihil ultra quaeritur, mo- 
dus enim inventus est habendi unam habita altera. Si sunt inae- 
qyatos , tune minor aequalis est parti majoris, ex definitiooe majo- 
ns et minoris. Cooferatur ergo minor DG (fig. IS) primum parti 
EB majpris E sibi aequali , deinde et reliquae HF, et quaniam reii- 
qiia psrs HF Herum vel minor vel major est, ideo si major est 
HF, iterum Dil parti ejus HL aequalis ertt, et si pars reliqua se- 
onnda LF adhne major est quam DG, tuiic DG iterum parti ejus. 
LM aequalis erit, et ita porro continaabitur, donec reliqua vel sit 
nulla vel sit minor quam DG, quod tandem fieri necesse est, si- 
qukiein EF finita est, alioqui enim semper ab ea detrahi pos^set 
DG adeoque DG inesset ipsi EF infinities, id esjl ipsa EF infinita 
contra hypothesin. Porro nulla quidem erit pars reliqiüa, quando 
F incidit in M, seu quando EH, HL, LN vel LF ipsi DG aequan- 
tur; adeoque minor quantilas DG dicitur mensura majoris, seu 
didtur nu^erem EF metiri sive repetendo efßcere, portio autem ut 
EH majoris aequalis minoris DG didtur majoris pars aliquota 
(nempe lertia vel quarta pro numero repetitionum) , et major EF 
vel EM dicitur multiplex minoris DG secundum numerum repetitio- 
iHim qui dkitur Quotiens. Si vero pars reliqua tandem fiat mi- 
nor dftrahendo, sive si de|racta aliquoties DG vel aequali ejus, ab 
EF restet MF minor quam DG, tunc DG dicetur Mensura falsa 
ipsfos EF, etsi sit mensnra vera ipsius EM, et pars reliqua MF, 
minor quam Mensura, dicitur Residuum, numerus vero repeti- 
tionum Quotiens falsus. 

Notandus est ergo quotiens sive verus sive falsus, ut note- 
tnr forma comparationis, hoc loco ternarius, quia ter DG aequalis 



est EM. $ed quia superest adbuc residuuin MF, eo casu quoUen- 
tem notari non siifficit, divisa est enim major EF in duas partes 
EM et NF, illam quam minor DG melitur, et cujus comparalio eiim 
minore constal exquottente, sed residuumMF cum sii nova quanii- 
tas homogenea, iterum comparanda est cum reliquis DG et EM. 
Sufficit autem comparari cum DG, quia si comparala sit cum men- 
sura ipsius EM, satis comparala erit cum ipsa ; itaque eodem modo 
comparetur residuum MF cum Mensura DG, ut Menstira cum 
quantitate niensurata EF. Et si quidem in secunda hac coropa- 
ratione ipsius MF cum DG nullum esset residuum, lunc MF eüsei 
mensura ipsius Dii, ergo erit maxima cofliinuDis mensura sui ip- 
sius et DO, non potest enim dari major mensura ipsius MF quam 
ipsa MF. lam maxima communis mensura ierniinorum oMnp«ra- 
tionis hujus, MF et DG, est maxima communis mensnra termiao- 
rum comparationis praecedenlis.DG et EF. Ea Tooetur P, jansi 
N major quam P mensura tpsarum DG et EF communia» ea forct 
mensura ipsius EF. Est autem eadem N el mensura ipsios t>G 
ex hypoihesi , ergo et ipsius EM (multiplae ipsius EF). Jam men- 
sura totius et unius partis est mensura reliquae pariis, ergo N 
mensura totius EF ex hypothesi, et partis EM per osten^a, erit 
el mensura ipsius MF; est vero et ipsius DG per hypoibesin, ergo 
N est communis mensura et ipsarum MF, DG, contra hypoibesin. 
Quoniam ergo conlinuatis hoc modo comparationibus, maxima 
communis mensura Wminorum unius comparationis eadem est 
quae praecedentis , et praecedentis quae antepraecedentis, et ita 
porro, erit eadem maxima communis mensura omnium, adeoqte 
primae quae ultimae comparationis. Ilaque si continuentur coo- 
parationes residuorum cum mensuris, donec nullum sopersii resi- 
duum; residuum autem ultimum seu quod nullum amplius relia- 
quit residuum, sit maxima communis mensura suae comparationis 
per snperiora ; ideo residuum ultimum erit maxima mensura com- 
munis terminorum ab initio comp^randorum ; quotientes autem 
oninium comparatiouum ordine notati dabunt formam comparatio- 
nis. Ita ratio numerorum 63 et 49, iteroque 72 ei 96 seu forma 
comparationis eadem est, quia eadem utrohique series quotien- 
tium prodit, nempe 1, 3, 2; unde ea est ratio inter 63 et 49 
quae inter 72 et 56. 

Quodsi semper supersit residuum , tunc duae quantitates sunt 
incommensurabiles, nee aliter hac methodo notari polest forma 



comparalionis , quam si oonstet quotientium progressio in infiiii- 
tttin. Unde si sit reeta in extrema et media ratione secla, ut ro- 
cat Euclides, sive si quanlitas AB (fig. 14) sit divisa in duas par- 
tes, ut eadem sit ratio minoris AC ad majorem CB, quae est par- 
tis majoris CB ad toiam BA, tunc progressio quotientium in com- 
paratione partium duanim BC, CA, vel ^sartis CB cum toto AB, 
erit I, I, I, I, I, I etc. in infinitum. Nam compendii causa AB 
appellatar a, et BC vocetur b. iam b sive BC plus quam sentel 
ab a sive AB detrahi non potest (nam CB major dimidia AB). 
Eodem modo residuum AC a subtracta BC nisi semel subtrabi non 
potest, est enim AC ad BC ut BC äd AB, restabitque BD. Jam 
reeta BC in ponclo D rursus extrema et media ratione secta est, 
est enim CO (sive AC) ad CB ut CB ad AB, quae Aß in puncto C 
exirema et media ratione secta est. Afque ita porro : quare sem- 
per residuum non nisi semel detrabi poterit, in infinitum. Hanc 
sectionem vocant divinam, et quoniam perpetuis illis residuorum 
subtraetionibus semel factis oriuntur termini sequentes : 
a|b|a--b|~-a + 2b|+2a— 3b|— 3a + 5b! +5a- 8b 
quicontinuari possunt in infinitum. Si noteturnumeros sicprogredi: 

!7?7 27S7t7l7'* etc. 
seu antepenultimum additum penultimo facere ullimum, hinc patet 
la majorem quam b (ob terminum a-b), et la minorem quam 2b 
(ob terminum - af 2b, ubi a 2 b detrahitur a) , et 3a majorem 
quam 3b (ob terminum 2a — 3b, ubi a 2a detrahitur 3b) et 3a 
minorem quam 5b (ob terminum — 3a + 5b, ubi a 5b detrahitur 
3a) et iia porro. Hinc patet, si a sit I, tunc b tore minorem 
quam I j et si a sit 2, b fore majorem quam I ; et si a sil 3 , b 
Tore minorem quam 2; el si a sit 5, b fore majorem quam 3; et 
si a sit 8, b fore minorem quam 5, et ita porro in infinitum. 
Eaijue hujus progressionis pariter et sectionis divinae proprieias 
jam apud autore» habetur, nee dubito, quin haec comparandi me- 
thodus reddi generalior magnosque in conlemplando usus habere 
possit. Finis tamen hujusmodi comparationis non est investigatio 
seriei quotientium, licet contenti ea esse cogämur quoties quanti- 
lales iüunt incommensurabiles, sed potius investigatio communis 
inensurae; hac enim babita, duobus tantum numeris (loco seriei 
quotientium) res absoivitur, numeris scilicet secundum quos com- 
munis mensura metitur, tam unam quam alteram quantitatum com- 
parandarum. . 
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Communi igitur mensura habita, perfecle noia eal ratio doa* 
rum rerum. Si (fig. 15) una A (exempii gratia) expressa sil per 
mensuram quiriquies sumtam seu 5 poUiceB, altera B per mensii- 
ram ler sumtam seu tres pollices; qua ralione licet leriium quid- 
dam extrinsecum assumtum sit, ipsa sciiicet meuMira, tamen (praa- 
terquam quod ex comparatione duarum quantitatuai per se mveota 
est) scieudum est, numeris isiis semel habitis iertiam illam quanii- 
tatem seu mensuram posse eliminari, ita ut nulla ampliua pollids 
vel alterius mennurae mentione sit opus ; quoniam enim supra os- 
lendimus ratioiiem duarum quantitatum ideo quaeri, ttl una sola 
habita inveniri possit aüa, ideo habebitur numerus quo exprimitur 
uua quantitas, posito alteram sumi pro unitate. llaque A contkie- 
bit quinque tertias ipsius B, et contra B continebit tres quhiUs ip- 
sius A, seu B erit ad A ut sunt tres quintae ad quinque quintas 
seu ad unitatem, et A erit ad B ut sunt quinque tertiae ad tres 
tertias seu ad unitalem. Patet etiam, quantitatem ipsiue A seu 
numerum ejus indelinitum, divisum per quantitatem ipsius fi aeu 
numerum ejus indefinitum, idem exhibere quod numerus 5 divisos 
per numerum 3. Quaecunque enim denique unitas assumatur, 
sive pes sive pollex, ad numeros iilos inde6nitos definiendos, uii- 
que semper eadem numerorum provenientium ratio esse debet, 
quoniam perfectae duarum quantitatum expressioues eandem ha- 
bent formam comparationis, quam habent ipsae quantitates , ut si 
A sit 5 pedum, et B trium pedum, utique ratio erit quae 5 ad 3. 
Sed si assumantur pollices, quorum duodecim ingrediunter pedero, 
erit A 60 pollicum, et B 36 poliicum ; eadem autem est ratio 60 
ad 36 quae 5 ad 3, et dividendo 60 per 36, idem prodit quod 
dividendo 5 per 3, nempe 1 -f- 1. Itaqu^ patet, rationem duarum 

A 

quantitatum A et B cognitam esse, si cognoscatur - seu prove- 

D 

niens ex divisione A per B ; et si duae rationes sint eaedem, etiam 
haec provenientia divisionis eadem esse. His omnibus enim forma 
comparationis duarum quantitatum cognoscitur. Unde patet etiam, 
Aequimultiplorum eandem esse rationem, nempe quinquies duode- 
cim esse ad ter duodecim ut 5 ad 3. 

Si vero nulla sit Mensura communis exacta duarum quantita- 
tum, nihilominus eodem modo tractari poterunt ; numeri enim re- 
periri poterunt, rationem earum sive exacte sive quam proxime 
exprimentes, licet illi numeri exacti sint incommensurabiles inier 
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M, ad«oqiie vel allerater vel etiam uterque sit incoininenBurabilis 
uBilali. Quoniam eniai niiiBenis est homogeneuni unitatis, quemadmo- 
dum iiiiea recia Uneae rectae, hinc aliqua recta sumta pro unitate, ne- 
cttse est aliquem numeniin respondere alteri rectae, qui erit surdus, si 
quidem duae quanütates suntincommensurabiles. Numeri autem surdi 
exprimttniur per radices , tarn puras quam affectas, variosque alios cal- 
calandi modos, quibus ellici potest quantitas rationalis interventu sur- 
4ae; itaque surdae determinantur per quantilatest rationales quas eftici- 
iintf sive per relationes quas ad rationales habent. Ita numerus qui per 
se ipsum multipücatus exhiheat 2, neque integer est, neque fractus, 
at supra osieodimus, sed ita scribitur : ^2 vel rq2 , isque tum in 
Uaeis exhiberi tum etiam quam proxime per rationales exprimi 
potest Ita si quantitas extrema et media ratione secanda sit, tunc 
pars ejus major {yj b — ^ dimidia radix quadrala qoinarii demta 
dimidia unitate, adeoque major a toto I sabtrabalur , restabit 
Kioor f ^^i seu tres dimidiae demta dimidia radice quadrata 

UXom majorem major minorem 

quinarii, debcA enim esse I ad ^^b — ^ ut ^^b — | ad f-^_iV^, 

2 ad Jb — 1 ut >/3^ 1 ad 3 — V'>i seu y r aequ. p= 

^ ^ V5— l ^ 3— V5 

2 

quod et verum est, nam aequimultiplorum eadem ratio, hinc j^ — r 

2'^^b—{ 2>/5^2 V^ I .. 

^«fl«^- V5T17-^5-=T ^'" 6-=2V5 ^^" rW5- "'^"' ^"'"*'"" 
totum extrema et media ratione secandum a est da(um, allerutra 
MAem partium est qiiaesita (inventa enim una habetur altera , quia 
esl totius et alterius dißerentia), hinc si invenerimus, a posita uni- 
tate, valorem majoris b esse ^^b — ^ seu -^ — sive a esse ad 

b ut ^5 - I est ad 2, nihil amplius quaerimus. Unde manifestum 
^K quando quneritur ratio a ad b, et a est data, b quaesita , ni- 
hil aliud quaeri quam valorem seu numerum ipsius b, posito a 
68fte unitatem, sive duos numeros (integres, fractos aut surdos nil 
refert) qui eanilam habeant formam comparationis sive rationem 
quam habent a et b. Modum autem invehiendi hos numeros sur- 
dos suo loco trademus, hoc uno tantum annotato, methodum qui- 
dein comparationis per se quae in continua divisione seu subtrac- 
iione possibili residuorum consistit, ntilem esse quidem ad invenien- 
das communes mensuras, adeoque et valores exactos terminorum 
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comparandorum quando sunt commensarabiies ; sei quapdo sunt 

incomiuensu^abiles, non nisi per maximas ambages ducere posse 

ad numeros veros surdos, qui tarnen ex conditiofiibnft problematis 

alia ratione facile inveniuntur) quod in exem|do praesenti osien- 

dam. Totum a (Aß) ^st ad partem majorem b (BC) ut pars ina- 

jor b (BC) ad minorem a— b (AC); quoniam autem habiiis qua- 

tuor proportionalibus terminis a, b, b, a — b, factum ex duobus me- 

diis bb aequatur facto ex duobus extremis aa — ab, de quo suo 

loGO. üabemus ergo proportionem transmutatam in aeqnatienetn 

aa — ab aequ. bb seu bb-f ab aequ. aa, et quoniam a est cognila, 

b incognita, babemus bb quadratum ipsius incognitae b una cum 

ab facto ex ductu cognitae a in incognitam b, aequale ipsi aa qiia- 

drato cognitae, quae aequatio dicitur aifecta; si enim solum bftiis^ 

set cognilo aequale, aequatio fuisset simplex. Si quadralum ipsius 

b nempe bb (vel cubus b^ aliave potentia) fuisset reperta aequa- 

üs cuidam cognitae, -tunc aequatio esset quidem exaltata ad aliquem 

gradum, attamen pura, ut si fuisset bb (vel b^) aequ. a, tunc ex- 

trahendo utrobique radicem quadralam habuissemus b aequ. ^/^^i 

ita jam inventus fuisset numerus surdus exprimens valorem ipsius 

incognitae b per cognitam a, adeoque b facta esset cognita. Sed 

quia hoc loco est bb + ab aequ. aa, arte perveniendum est ad ex- 

tractionem radicis. Quaerenda est ergo cognita quanlilas, quae 

ipsi incognitae bb+ab adjecta faciat formulam, ex qua extrahi pos- 

aa 
sit radix ; talis est -j- seu quarta pars ipsius aa (quae secundum 

regulam in Algebra praescriptam in omni hujusmodi exemplo fa- 

11 11 i aa . , aa . 5aa . 

eile invenilur) et habetur bb + ab + — aequ. (aa+-j-seu) — -, ad- 

aa 
jecta enim utrobique quantitate -j- manet aequalitas. Cxirahendo 

ergo radicem quadratam ab utraque parte, fietb+4< aequ. iav«^, 

aa ^ 

nam b-j-^a multipl. per se ipsum dat bb-|-ab+-2r, ui patet' in 

— — Saa 

schemate adjecto*) et fa V5 multipl. per se ipsuih dat — (quia 

*) b + ^a 

b + ^a 



-J-4ab + |aa 

+ bb + lab 

- ■■-^ ' ' - 

bb + ab +{aa 
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^a per |a dat {aa, et ^fev ^5 dat 5). Ita quantitas incog- 
nita b a quadrato depressa est ad simplicem formam seu primum 
gradum; quoiiiam ergo b + ^^a aequ. {»^b, hinc utrobique aufe- 
rendo Ja, fiet b aequal. Ja^S — ^a sive b est ad a ut iV^— J 
est ad 1. Tantum ergo ad habendum valorem ipsius b ex data a 
quaeritur ^b, quae sane in lineis accurate exhiberi potest. Sil 
enim triangulum rectan^ulum BAD (fig. 16), cujus latus minus BA 
sU 1, mediyitt Aü, 2, tun€ mBximum BD eril ^b. Nam quadratuoi 
ipsitis 1 seu BA est 1, ipsius AD seu 2 est 4; jam quadratum 
hypolenusae BD aequale est duobus laterum quadratis per inven- 
tum Pylhagorae ; ergo i -h 4 seu 5 ipsa hypotenusa erit latus hu- 
jus quadrati seu ^b. Si jam igitur recta Aß seu 1 extrema et 
media ratione secanda sil, sumatur dimidium ipsius BD nempe BE, 
quod erit 4 >/5, et ah eo delrahatur EF (aequaiis ipsi BG, dimi- 
diae ipsius AB unilalis, adeoque J) , restabit BF aequal. {yjb — ^, 
quae per calcuium praecedentem erit major pars rectae AB propo- 
sito modo secaudae. Sumta ergo BC aequal. BF, erit recta AB 
secta in duas partes BC, CA sie, ut minor CA sit ad majorem BC 
ut est major pars BC ad totam AB, quae constructio per calcu- 
ium inventa consentit cum ea, quam exhibuit Euclides in unde- 
cima sexti juncta 30°)^ secundi Eiementorum, ubi eliam triangulo 
rectangulo, cujus uniim latus circa rectum alterius duplum est, utitur. 
Quomodo aulem aliae omnes quantitales vei rationales vel 
sordae lineis exhiberi possint, suo loco ostendetur; sed quando 
oumeri quaeruntur, sciendum est eos exhiberi posse vel propemo- 
dum, nempe per appropinquationem , si inter appropinquandum 
alicubi subsistalur, vel exacle per seriem infiniiam, si investigetur 
ipsa appropinquationum progressio. Cum enim hoc modo expri- 
mantur omnes appropinquationes simul, manifestum est rem rp- 
sam de qua agitur exacte exprimi, cum enim in singulis error fiat 
semper minor ac minor, adeo ut exhiberi possit minor data qua- 
vis quautitate, in omnibus tandem erit nullus. Ita in recta extrema et 
media' ratione secanda quotientes omnes simul exprimamus hoc modo: 

b 1 ^ 

— aequ. j aequ. © 



1 + 



i^ 



1 



.+-i 



i-i- 



i 



1+' 



1 + etc. 
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seu b aequ. O, posito a esge 1 
BC AB 

AC autem seu pars minor erit 1 — O seu 1 



1 



.+ ' 



\-\: etc. 

Ex hac autem aequatione inter — et seriem inänitam O cüci pos- 

a 

sunt appropinquationes semper accuratioreB , proul longius progredt- 

mur. Nempe si ponatur — aequ. } posito a aequ. 1, fiel b aequ. 

a 

] , qui valor est josto major ; proximum est ut, a existente I , sit 
b aequ. ^ aequ. ^, qui valor est justo minor; hinc b aequ. 

y aequ. . . aequ. f juslo major ; inde b aequ. 

1+ ^ 

aequ. | juslo minor; hinc b aequ. 



i+-i 



1 + 
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1+ 



I 



1 



1 + 



T aequ. | justo major, prodeuniibus ordiu« 



1 + 



1 



.+ '- 



Dumeris illis supra positis 2, 3, 5, 8, IH etc. Unde cum { si( 
major quam b et ^ minor quam b, hinc sumendo altßrulrum pro 
vero, error erit minor quam differentia inter -} et ^ seu minor 
quam ^, et cum ^ sit major et f minor quam b, error bis assum- 
tis erit minor quam ^— f seu quam j^, et ita porro, et ob | — ^^^ 
erit error minor quam j^f, et ita poterit esse mmor dato quovis 
numero. Series autem ista 

1 I 2 3 5 8 13 21 34 

hanc habet proprietatem nolabilem, quod terminus ultimus unilatt^ 
minutus aequalis est omnibus praecedentibus praeter penuitiniuni 
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(5-1 aequ. 1 + 1+2, et 8— ] aequ. 1 + 1+2 + 8, et 13— I aequ. 
1 + 1+2+3+5), et quod, ut in progresgione geometrica factum 
ab extremis aequatur facto a mediis, ita si quatüor hujus termini 
enroantarut 2, 3, 5, 8, factum ab extremis 2.8 nempe 16 et fac- 
tum a mediis 3.5 nempe 15 differt unitate. Imo si tres suroan- 
tur 5, 8, 13, factum ab extremis 5^ 1 3 seu 65 differt unilate a 
quadrato mediae 8'^8 seu 64. 



MATHESIS UNIVERSALIS. 

Praefatio. 

Nisi in re tot jam ingeniis trita [Scopus opiris tum ad 
multa noTa et ad perfectionem artis ne- promovendam ipsam Sei- 
cessaria dicenda haberem, totiusque sei* eotiam Mathematicam Ge- 
entiae longe diversam a receptis notio- oeralem* artemque in ea 
nibns ideam aniroo coucepissem, noUem inveuieudi, tum ad juvan- 
ab aliis bene dicta necquicquam retrac- dos scientiae candidatos, 
tare. Et sane constitueram initio solam ut filum quoddam habe- 
tradere Scientiam infiniti, quae Mathe- «nt in labyrintho.] 
seos Generalis pars est altior et ad naturam rerum penitius nos- 
cendam inprimis prodest, quod nulla ejus Elements extarent ego- 
que ipse noTum in ea tractandi calculi genus protulissem approba- 
tiim insignibus Yiris, quo pars quoque Geometriae Algebram trän- 
seendens facta est magis analytica; sed postea mecum ipse reputavi, 
ne communem quidem Logisticani, quae Algebrae nomine venit, a 
suis foniibus peti, neque aestimandi modum in Universum satis 
aoaci, unde saepe gravissimi errores sunt naii, qualis illorum est 
qui naturam virium motricium per gradus velocitatum ejusdem 
corporis raetiuntur, ut suo loco constabit. Sed neque quantitatis 
ant relationis inter quantitates in Universum, imo quod mirum vi- 
deri queat, neque simplicissimae relationum speciei, hoc est ratio- 

vil. 4 
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nis ac proportionis' naturam satis explicatam haben, atque ex hia 
causis potissimum factum esse notabam, ut plerique Vietam et 
Cartesium exscribere content! nee totius scientiae Tim compieii, 
pomoeria ejus proferre non teutarint. Oportet enim eliara incogoi*- 
taruih regionum praejudicatam quandam nolitiam haberi, ut in noras 
terras expediiiones fiant. Itaque qui supra veterea notiones mentem 
non attollunt neque in ulteriora prospiciunt, ne suspicione quidem 
novarum rerum ducuntur. Cui inalo inprimis occurrunt illae Sclen- 
tiarum delinealiones, quibus etiam desiderata attinguntur, sed qui- 
bus abstinent autores qui videri volunt omnia praestitisse, quod in 
Cartesio non reprehenderem ob maxima Viri merita, nisi viderem 
magno Seien Liarum detrimento hanc inanem fiduciam in magistrum 
progressus ingeniorum stitisse. Videbam etiam hujus atudii candi- 
dalos fortuna magis quam meihodo proficere, et cum nihil aliud 
hie tradi debeat, quam Logica Malhematica, id est arg judicandi 
atque inveniendi circa quantitates, a plerisque tamen non satis 
logice, id est cum ratione , tractari caiculum -algehraicum, quod per- 
inde est atque in labyrintho sine filo versari. Neque enim arbitror 
satis explicari solere constantem modum Geometrica traducendi in 
caiculum, aüt vicissim a caicuio redeundi ad constructione^; unde 

ßt ut aestuent tirones nee satis habeant quo se veitant, et ad vul- 

• 

garis Geometriae Vitium redeant ut a casu pendere eogantur, ma- 
gistris ipsis plerumque more artificum magis in consuetudine lon- 
gae praxeos artem positam habentibus quam in regulis certis, quas 
tradere aliis possint. Praeterea considerabam Iractatum quidem 
egregie fuisse, inde ab Cuclide, de iis quae eandem habent ratio- 
nem, sed novam latissimi usus doctrinam superesse de bis quae 
eandem relationem habent. Naturam quoque serieruro seu progres- 
sionum (quibus ioca respondent in Geometfia) magis fuisse iibatam 
quau) expositam. Ac ne quid nunc dicam de modo solvendi pro- 
biemata in rationaiibus aut in integris (quod magis ad arithmeti^ 
cam spectare censetur), ubi hactenus fere per tentanienta proces- 
sum est. Inter ipsius Algebrae desiderata semper habui Tabuk» 
quasdam ac velut series Theorematum sive Canonum, qui si con-^ 
diti haberentur semel in Universum-, magno ac taedioso calculandi 
atque semper in novis exemplis idem saxum • vokendi onere nos 
levarent, praeterquaro quod mirifice augerent scientiam etratienein 
darent multa praevidendi primo aspectu, quae nunc ipso calculi 
exitu sera sapientia discimus. Sed est in eam rem opus novis qui-*- 
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bttsdam et Speciosa iiia Generali repetitis artibus, quam et Combi - 
naioriam voeare possi», non quantitatibus alligatam, sed in Univer- 
sum rernm formas seu quaiitates iractantem, quando et quantita- 
tun notitiam per quaiitates de similitudines ipsins Geometriae exem- 
piö dirigi necesse est. Ipsa quoque Logica, hoc est generalisstma 
Ars rogitandi, nova nobis snbsidia suppeditare debet tum pro in- 
▼entione universaKum ex specialibus et inductione quadam scienti* 
fica, tum pro nova quadam Analysi gradaria, ubi vulgaris illa per 
saltum incedens difficultatem habet, ut alia taceam verae ac realis 
Logicae parum vulgo cognitae arcana. Quemadmodum autem Lo- 
gistiea vel Genfralis de Magnitudine Scientia (eiyus pars Algebra 
est) Speciosae Generali et ipsi postremo Logicae subordinata est, 
ita vicissim snb se habet Aritbmeticam et Geometriam et Mecbani- 
cen et Scientias quae mistae Matheseos appellantur. Nam numeri 
definiti Aritfameticae sequuntur leges numerorum indefinitorum quos 
Algebra iractat et ipsos suos ex ea operationum canones petunL 
Et in Geometria omnis puncti situs magnitudine quarundam recta- 
rura deteroMnatur. Et certis punctis definitis per rectas habentur 
Loca magis composita punctorum infinitorum eandem legem sub- 
euntiom, lineae et superficies, quibus figurae planae vel solidae ter- 
miaantur, ac cocpora denique ipsa. Vicissim locorum composito- 
rum concursu simpliciora definiuntur. 

Motus ipse quatenus a causae et po«- [Deusu hujus Scientiae, ut 
tenliae consideratione abstraliitur, Geo-- qui ejus praecepla teneat, 
metricae est tractationis ; nam lineae, imo ipse per se facilius inve- 
et figurae omnes sunt motuum vestigia, nire possit, quae in Geo- 
at coDstitnta lege motus, tempus, veloci- melria et Mecbanica et 
tatem, viam definire, rem purae Geome- Mathesi mista traduntur, 
triae esse censeo. Sed Dynamicen quae paucis tantum privatis 
iractat de Viribus motrieibus corporum* cujusqut; sciemiae ad haue 
que conftictu, altius aliquid spirare, et suballernae principiis cog- 
sua quaedam principia petere comperi oitis. Quod nunc magis 
ex Metaphysica, cujus est dispicere de locum habet, ex quo uo« 
eaosift et de viribus alque aclionibus vum Caiculi Aigebram 
aabstaatianiAi m Universum, ^eque enini Transcendentis hoc pn- 
ista (quemadmodum res matheseos) ima- mum libro explicati ge- 
ginando consequare. Aslronomiam nihil nus ipsa infiniti scientia 
aUud esse quam siluum et motuum re- subiit, quae partem hu- 
praesentationem manifestum est. Optica jus nostrae fadt et ad 



et Musica praeter physicaa quasdam hy- majork momeoti proble* 
potheses experimento comprobataa mera mata adhiberi debet.] 
sunt Arithmeticae et Geometriae tpecimina. Et in Universum na- 
tura corporum quatenus cognoscitur, Mecbanicas Leges subit , ita^ 
que physica, quatenus absolvit munus suum, redit ad Mechanicen; 
vicissim Mechanica tota ad Geometricas aequationes reducitur ao- 
cedente propemodum solo illo ex Metapbysicis altiore prinoipio 
quod nuper introduximus de aequalitate causae plenae integrique 
eflectus. Geometria ipsa postremo ad calcuiunit boc est ad noa- 
tram scientiam revocari potest, cujus praecepta praesentis operis 
materia erunt. Hujus igitur scientiae praeceptis cognitis, salt«ni 
qnousque ea hactenus. promota est, eousque asserere licet, unum* 
quemque subordinatas illas sdentias per se consequi posse, pauds 
tantum cujusque scientiae privatis priucipüa memoriae prius man* 
datis, ita ut magno nuroero propositionum onerare Ingenium ne- 
cesse non sit. Quae praestare cum hie ostendatur, non temere 
dicenius Mathesiu universalem hoc loco tradi. Nam et in ipsa 
Geometria, qiii pauca tbeoremata situs tenuerit et calculo recte uti 
sctverit, calculo consequetur omnia quae apud Eudidem et Apollo- 
nium et similes extant, idque partim jam tum ex Yietae et Garte- 
sii inventis. Cum vero uec isla longe satis porrigantur, et praeter- 
ea Geometria quaedam sublimior quam nemo fere Velcrum prae- 
ter Archimedem tractavit, hacteuus calculi leges reapuerit, imo a 
calculi autoribus diserte fuerit exclusa, quasi Mecbanicum esset quio* 
quid Algebram nou patitur, nos huic errori (si quid judico) suc* 
currentes novo calculi genere Scientiam infiniti instruximus, non 
per series tantum, sed et per summas dilTerentiasque varii gradus, 
id est per quantitates contlatas et confiantia infinitis replicatiani- 
bns continui elementa. Ita nunc tandem effecisse videmur, ut quic* 
quid Geometria figuris exhibere potest, nos calculo vel algebraico 
vel certe nostro isto gradus aequationum algebraicarum omnes 
transcendente consequamur, ut jam demum aaseri poasit, totam 
Geometriam et quicquid in natura et arte leges Geometricas accepit, 
huic scientiae obsequi. Quod experientia ipsa coniiroiat, quande 
methodo nostra expedita sunt nuper quae prius stuoflionim viro- 
rnm conatus repulere. 
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PARS PRIOR. 

De Terminis incompiekis. 

(I) Mathesis universalis est scientia de quantitate vin 
Universum, seu de ratione aestimandi, adeoque liiniles designandi, 
intra quos aliquid cadat. Et quoiiiam omnis creatura limites ha- 
bet, hinc dici potest, ut Metapbysica est scientia rerum generalis, 
ita Mathesin universalem esse scientiam ereaturarum generalem. 
Ouasque habet partes : scientiam finili (quae Algebrae nomine venit 
priorque exponetur), et scientiam intiniti, ubi interventu infinili fisi- 
tum determinatur. 

• (2) Quia autem omnis qnantitas deteripinari potest per 
Namerum partium congruentium iuter se seu repelitionem men- 
surae, hinc fit ut mathesis universalis simul sit scientia de Men- 
surae repetitione seu de Numero, unde et generali calculi nomine 
venire solet 

(3) Agitur autem tam de numero certo seu special! quem 
tractat Arithmetica, quam de numero incerto et generali quem 
eiponit Logistica, ut quidam vocant, quam aliqui speciosam, 
aiii denique Algebram appellant« Nam a, b, c; y. x nihil aliud 
sunt in calculo quam Numeri, ut a-|-b==x significat 2 + 3=5 vel 
l+7»8» vd ali<(uid simile. 

(4) Quodsi de lineis vel aliis rebus invicem addendis agatur, 
nihikNBoinus tarnen non nisi numerorum additio est, nam per lineas, 
patanus in iis quantitas consideratur, intelligitur numerus aliquis 
menaurae veluti pedum. V. g. cum in unum addo a et b ad facien- 
dum a + b seu X, posito a esse lineam unius pedis et b duorum 
pedom, idem estdicere ex a+b fieri x, quam dicere ex l+2fieri 
3 seu ex uno pede. et duobus pedibus simul sumtis fieri tres pedes. 

(5) Hinc patet, Arithmeticam et Algebram aut Logisticam 
nt^fakXijixag tractari posse, imo debere, cum eadem sit objectina- 

>tura eaedemque operationes, tantumque interesse quod in Arith- 
metica sunt numeri speciales, in Logistica vero Numeri generales 
vel indefinit!. 

Et cum ii qui .ad Algebram discendam accednnt, jani intelli- 
gere soleanl Arithmeticam, hinc commode uti possumus praecep- 
tis Arithmeticae ad Algebram translatis. Quemadmodum qui lin- 
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guam aliquam jam tenet, Grammatica ejas mutatis mutandis utili- 
ter^ ad alias linguas, praesertim cogoatas discendas uti potest. 

(6) Praelerea notandum esl, omne» scienüas a niateria seil- 
sibili abstractas seu niere rationales habere aliquid analogum logi- 
cae, eoque magis quo magis sunt abstractae seu viciniores Logicae, 
ita ut quasi Logicae quaedam utentes, ut vulgo loquuntur, censeri 
possint. Quid enim aliud agunt, quam quod rationes generalesin* 
dncunt in materiam ? 

Et quemadmodum muUi Logicam illustrare tentaverunt simi- 
litudine computi ipseque Aristoteles in Analyticis Mathematico more 
locutus est, ita vicissim et multo quidem rectius Hathesis praeser- 
tim universalis, adeoqujß Arithmetica et Algebra tractari possunt 
per modum Logicae, tanquam si essent Logica Mathematica, ut ita 
in elTectu coincidat Mathesis universalis sive Logistica et Logica 
Mathematicornm \ unde et Logistica nostra nomine Analyseos 
Mathematicae passim venit. 

(7) In Logica autem sunt Noliones, Propositiones, Argumen- 
tationes, Methodi. Idem est in Afialysi Mathematica, ubi sunt 
quantitates, veritates de quantitatibus enuntiatäe (aequationes, ma- 
joritates, minoritates, analogiae etc.)i argumentationes (nempe ope- 
rationes calculi) et denique meihodi seu processus quibus utimur 
ad quaesitum investigandum. 

(8) Porro ut Notiones in Logicis sunt vel Categorematicae 
vel Syncategoremalicae, verb. gr. Homo aut equus est notio cate> 
gorematica, sed particula et in lermino isto: homo et equus, est 
syncategorematica ; ita similiter in Mathesi universali nolionibus 
categorematicis respondent quantitates seu Numeri quae quive desig- 
nantur notis prrmariis: I, 2, 3*^ a, h, x. Sed notionibus syncate- 
gorematicis respondent notae secundariae, et ut ita dicam, connota- 
tiones, veluti signa vincula aliaeve notae relationuni inter quan- 
titates. 

(9) Signa xaT* i^ox^v vocari solent -f plus, et — mi- 
nus, quae sunt notae additionis et subtractionis ; ita 2 + 3 facit 5, 
et 5-ii facit 2; a-fb=c, c -b=a. 

(10) Notae muUiplrcationis sunt ^^ vel punctum; interdum 
etiam simplex ascriptio. 2^3 vel 2.3 significat bis tria seu 6, ut 
ex a^^'b simplici ascriptione fit ab = e. 

Notae divisionis -r- ^el ^ * b. 

b 
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Sic B^^5 Tel 3.5 mihi significant ter quinqu« seu 15. Et 15:3 
mihi signUicat 15 divis. per 3 seu 5. 

(ll)Nota comprehengionis seu vinculuro, ut a + b.c, »igiiificat 
a + b »uUipiicari per c, seu fieri aci-bc; nam si scripsissemus 
a + bc lotfge aliud prodiisset. 

Pro vinculo praesertim repetito saepe ulor commatibus iis* 
qiie repeiitis; sie a«fb,:,c4 d mihi significat a-fb dividi debere 
per c+d. Sic Voa + b,:,c + d,.«: J-f m mihi significat radicem ex 
fractione facta divisione ■ ipsius a+b per c-f* d, debere dividi per 
1 + m. Quod et sie notare possem Va + b,:,c-hd,:,l+m; vuigo 

vero sie notareturV ^"^ , quod inter alia incommodi nimisspatii 

1 +m 

in pagina occupat. Utor et interdum parenthesibus> ?erbi gratia 

(a+b)c, item V((a-|-b):(c+d)):(l + m), qua ratione in valde compo- 

sitis optime toUuntur aequivocationes. 8ed ei solis intervallis ma* 

joribus minoribusque designari posset, quaenam in unum com* 

plexum sint conjungenda, dictae tarnen designationes sufficiunt. 



(12) Est et nota potentiae, seu ductus in se ipsum; |* J a+b 



significat quadratum ipsius^ a-|-b, et _b_| a + b signißcat ejus cu* 
bum, |j_j biqaadratum , \j \ surdesolidum, ]_•_} quadratocubum , et 
ita porro, ubi 2, 3 etc. sunt exponentes.. Quanquam et saepe sie 
soluinmodo scnbo exponentem jsiipra ponendo a + b vel a + b • 
Quidam solent exponentem scribere non supra , sed simplidter post 
quantifatem per potentias exaltandam , ex. gr. a2 idem ipsis est 
qnod aa vel quod a'; sed cum saepe in catculo nnmeri ipsi pro 
Jileris adhibeantur, nascitur hinc aequivocatio,' ut alia taceam in- 
commoda. 

(13) Reciprocnm ipsius potentiae est Radix, cujus nota estV« 
id est r cum productione , ut Väb, V'^ "^ ^b» '^ ®^^ rs^dix quadrata 
educta ex ab, vel ex aa et ab. ^ est radix cubica, (/ est biqua* 
dritica, ^ surdesolida, .^ quadrato-cubica, et ita porro. Recipro- 
catio inter potentiam et radicem sie intelligitur in exemplo yJQ^d 
et Ticissim 9 = |j^J 3 vel 9 == 3» vel 9 =r B.H. 

(14) Nota aequalitatis solet esse =r, ut a=rb. Cartesius ad- 
hibet oc , credo a litera initiali aequalitatis nempe se. 

(15) Nota majoritat ' , ut 5 P 3 significat 5 esse majua 
quam 3. 

Nota minoritatis M ut 3 I 5 seu 3 esse minus quam 5. 



(16.) Nota differentiae a Cartesio «i Scbotenio adbiberi so- 
let =, ut a=b significat ipsis differentiam inter a et b, aive ei- 
cesftum ejus quod inter baec dao est majus, cum scüicet ignora- 
mus adbuG utrum sit majus. Verum deprebendi, non esse opus 
peculiari signo differentiae, sed id contiueri sub signis ämbignita- 
tis quae a me suht uberius exculta. 

Ilaque differentia inter a et b nihil aliud est, quam alterum 
bornm +a — bvel +b — a seu — a + b, unde a mescribi sie so- 
let ±a7b, modo inteliigatur id quod majus est ex duobus afficr 
signp +, alterum yerum signo — . 

Datur et ambiguitas major et quidem triplex, ut si sit 
+ a + b, quod significat vel summam vel differentiam, cum scili- 

+ — 

— • — ^— » 

cet duas quantitates in unäm componendam coDJungendas constal, 
nee tarnen adhuc determinatur ufrum id sit faciendum per additio- 
nem an per subtractionem ; et si per subtractionem, quodnam duo- 
rum sit subtrahendum ab altero. 

Notae quoque pecuiiares rationis et proportionis adbiberi so- 
lent. Sicquidam solent per a-^bHc-hd significare, eandem esse 
rationem seu proportionem ipsius a ad b, quae est ipsius c ad d. 
Sed ego deprebendi regulariter non esse opus in caiculo peculiari' 
bus signis pro rationibus et proportionibus, earumque analogüs 
seu proportionalilatibus , sed pro ratione sive proportione suffieere 
Signum divisionis, et pro analogia seu proportionum coincidentia 
suffieere Signum aequalitatis.'' Itaque rationem seu proportionem 

a 
ipsius a ad ipsum b sie scribo:a:b seu -r-, quasi de di?isione ip- 
sius a per b ageretur. 

Et analogiam seu duarum proportionum aequalitatem sive coih 
▼«nientiam designo per aequalitatem duarum divisionum seu fractionum. 
Et cum designo, eandem esse rationem a ad b quae est c ad d, suffi- 

cil scribere a:b = c: d seu , == , • Etsi enim in se et forma- 

D d 

liter alia sit proportionis quam divisionis natura« attunen quia po- 

sito a-r^bfrc^d, semper est a:b=s:c:d, et vicissim hoc posito 

sequitur illud ; binc ne sqperfluas notas adbibeam, ipsam rationem 

et proportionem statim hoc modo in calculum traduco, praeser- 

tim cum infra appariturum sit, omoes Eudideas de Rationibus et 



5V 

Proporlioilibus consequentias ex hoc iiotandi modo sponte nasci, 
nee opus esse peculiaribus regulb vel praeceptig. 

Praeter notationem proportionis et rationig adhibeo eliam in- 
terdum notam Relationis in genere. Est enim proportio tantum 
relationia gpecies, eaqoe simplicissima. Sed relationes adbuc va- 
riari posaunt roodis innumerabilibus, ex. gr. cum dato sinu recto 
et sinn ?erso detur radius, binc intelligi potest relatio quaedam 
inier radium r, sinum s, et sinum versum v, quam sie designo 

r; ä; v, et si esset r; s: ?. eadem cum m; n; p seu r; s; ▼ c« 

m ; n ; p , id mihi significaret , etiam m, n, p se habere ut radium, 
sinum et sinum yersum. 

Unde praeter notam aequalitatis habeo et notam similitu- 
dinis cv, qua et usus sum in exemplo proxime praecedente. Sic 

si sit aa — bb=rcc et II -mm nn, tunc dico esse a;b;ccvl;m;n 
seu relationem inter a, b, c eandem esse respective (seu eodem or- 
dine servato) cum relatione inter 1, m, n. 

Habeo et notam coincidentiae 00 seu identitatis. Exempii 
gratia sit aax^ + 2abx + bb00lx^4-mx-|-n, hoc mihi non tantum 
significat aequalitatem inter has duas formulas (quemadmodum si 
scripsilssem aax^ + 2abx-t-bb:=s Ixx +mx+n), sed significat etiam 
coincidenliam, adeoque aequalitatem singulorum terminorum, adeo- 
que erit l = aa et m=2ab et n=rbb. Itaque quod vulgo vocant 
comparationem aequationum« revera est identificatio quaedam seu 
coincidentia. 

Quemadmodum etiam -f est nota conjunctiva seu cumub- 
tionis et respondet Ttp et, ut a + b id est a + b sinml, ita datur 
quoque nota disjunctiva seu alternationis quae respondet t^ vel, 

sie a V b mihi significat a vel b. Idque et in calcuio usum habet, 

oam si sit xx+ab=ra + bx, erit x=a?b seu x significabit vel a vel 
b, babebitque adeo vaiorem ambiguum. Ex. causa si sit xx 4 6= öx, 
potest X esse 2, sed tarnen potest etiam x esse 3. Nam si x sit 
2, tunc ex xx+6 = 5x fiet 4 + Bf10; et si x sit 3, tunc ex 
u+63c5x fit 9 + 6«sl5. Plures antem incognitae hujus valores 
seu praesentis aequationis radices dari non possunt, ut suo loco 
patebit. 

Hinc usum quoque habeot signa ambigua, et suo loco pate- 
bit, ambiguilatem in calcuio esse fontem irrationalilatis ; itaque cum 
scribo x=r3 + V4, tunc id potest explicari tarn per 3+^4 seu 3+2 



seu 5, quam per 3 — ^i seu 3—2 seu I , adeoqtii; eril X3=5vl. 
Nam ut tollamiis irrationalitatem, sitx — 3=^4; ergo xx — 6x-|-93s4 
seu XX — 6x + d^0 seu xx+5=:6x, ubi patet satisfacere tarn 5 
quam J. Nam si x valeat 5, fiel 25-|-5s307 sin x valeat I, fit 
I + 5=6. 

Introduxi et novum genus notandi pro calciiio diflerentiali et 
summatorio. Sit enim series repraesentata per figaram adjectam 
(üg, 17) ubi abscissaeAB, nempe A|B, AjB, AjBetc. significant lo- 
cum in serie seu numeros ordinales, sed ordinatae BC, uii |B|C, 
2B2C, aB,C etc. significant ipsos terminos seriei. Jam AB seu ab. 
scissam quamcunque generali appellatione vocemus x, etBC quam- 
cunque seu ordinatam ipsi x respondentem vocemus y si placet, 
adeo, ut si x sit A^B, respondens ei y futura sit 3B2C. His posi- 
tis jam porro possumus considerare incrementa quaedam seudiffe- 
rentias tarn in abscissis proximis quam in ordinatis. Ex. g. diffe- 
rentia inter duas proximas abscissas A|B et AjB est iBjB seu 
iCjD, et differentia inter duas proximas ordinatas |B|C et 2B2C 
est 2D2C. Similiterque differentia inter duas alias proximas ab- 
scissas A3B et A4B est 3H4B seu gC«!). Et differentia inter duas 
iis respondentes proximas ordinatas jBgC et 4B4C est 4D4C. Quem- 
admodum autem quamlibet abscissam velut A|B, A^B^ A^B, A4B 
etc. generali appellatione voca?imus x, et quamlibet ordinatam ve- 
lut iB|C, 2B2C, 3B3C, 4B4C generali appellatione vocavimus y; ila 
quodlibet incrementum vel elementum abscissae (quo scilicet se- 
quens supra praecedentem crescit) velut 1B2B, i^i^B, 3B4B gene- 
rali appellatione vocabimus dx, id est differentiam duarum proxi- 
marum x; et similiter quodlibet elementum vel incrementum ordi- 
natae (quo scilicet sequens supra praecedentem crescit) velut ,D|C, 
2D2C, «DgC, 4D4C generali appellatione vocabimus dy, id est diffe- 
rentiam duarum proximarum y. 

Adhibuimus etiam notam pro summis; nam si quaelibet ba- 
rum iD|C, 2^2^^ 3D3C, 4D4C vocetur v, summa omnium (id est 
iD|C+2DsC4-3D3C-f 4D4C) id est 4B4G a me per compendium vo- 
cabitur/v. Hinc patet, ut reciprocae sunt additio et subtractio, 
tum multipiicatio et divisio , itemque poientia et radix, ita et re- 
ciprocas inter se esse summas et differentias. Nam in schemate 
praecedenti quamlibet ex dictis ,DiC, jDjC, 3D3C, 4D4C vocavi- 
mus V, ita ut v sit DC ; sed easdem etiam vocavimus dy, referendo 
ad ipsas y seu BC, quarum sunt incrementa. Habemus ergo dy=v 



et vicissiro yV^y. Nam summae omnium v vel amnioin DC, inde 
ab initia aequanlur ollimae y (seu |n|C + 2D)G + 3D3C + 4Ö4C 
^iCBiC); quia ergoTv^y, et v^dy, fiel ydy=^y seu summa diffe- 
rentiarum iuter ipsas y reddit ipsum terminum y, prorsug ut in 



polentiis et radicibus ! i_' yjY-= 3. 

Cum vero ipsae DC seu v sive dy non minus progressionem 
vel incrementa aul decrementa differentiasque adeo suas habeant, 
quam ipsae y, binc oriuntur differentiae differentiarum seu ddy. 
Imo dantur et differentiae tertiae, et ita porro , quoad usque est 
opus. 

Re|)eri autem surnmatorium calculum imprimis pertinere ad 
figurarum quadraturas, differentiaiem vero ad tangentes vel direc- 
tiones, et differentio- differentiaiem ad oscula seu filexiones; de qui- 
bus Omnibus suo loco clariores notiones babebuntur. 

. Hactenus de Connotationibus seu notis secundariis quibus in 
calcnlo ulimur; sed nunc ipsae quantitates notis istis vel primariis 
sulis cum simplices sunt, vel primariis et secundariis simul desig- 
nandae uberius a nobis exponi debent. 

Quantitas designari potest litera, ut a, b, item numero vel 
vero, ut'3 (ternarius), vel üctitio, ul si 13 mihi non significet 
tredecim, sed potius quantitatem collocatam in formula. prima I, 
loco tertio 3, quam designo per J3. Unde patet, ne hoc quidem 
iudifferens esse, quam notam simplicem primariam assumere veli- 
iQus. Qua ratidne ingentem Speciosae defectam suppleo, quod 
nempe assumtae vulgn notae, scilicet literae a, b etc. non sdtis 
significant ipss^rum quantitatum inter se ordinem et relationem ; ita ^ 
in progressu calculi non apparent pulchrae illae harmoniae, leges-^^ 
que ac theoremata, quae primo statim aspectu designautur, si ordo 
quidam certus et regularis in uotando servetnr. Exempli causa si 
vulgari more ex' -f bx* -f- qx 4- r multiplicetur per gx*-|-px+e, 

I cgxHbgx* + qgxHrgx* 1 

productum erit { +cpi* +bpx*+qpx* + rpx 

( 4-cex* H- bex* + qex+re 

sed si 10xHllx2 + 12x+l3 multiplicemus -per 20x2-f 21x + 22, 

uU Dulla nota sine ratione assumta est, nihilque est in assumtis, 

quod noD exprimalar et discriminetur in notis, etiam progressus 

«gregie in producto apparebit. Nempe per notam dextram nameri 

distingaimus coefBcientes formulae primae a cofflcientibus formulae 
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tecundae; per notam vero sinifltram distiDguimus sedem in quafis 
formala, seu cujusnam potentiae sii coefficiens; sie 21 iDteUigimiis 
esse in formula secunda coefficientem ipsius x* seu x, et 12 in- 
telligimus esse in formula prima coefficientem ipsius x'. 

Jam IOx>+ilx> etc. in ä0xH21x etc. 
dat 10.20x»+ n.20x* -f 1 2.2«x«+ 1 3.20xx 

H-10.21X* 1I.21X» I2.21xx+I3.2lx 

10.22xs 1 1 .22xx 12.22X + 13.22 , 

ubi patet in producto esse omnes combinationes possibiles certa 
lege atque ordine factas. Nempe in quovis membro coefficientis 
producti est binio, seu combinatio duorum numerorum fictitiorum. 
In qualibet harum binionum notae sinistrae sunt eaedem et 
eodem modo collocatae, nempe i et 2 veluti 10.20, aut 11.20, aut 
10.21, et ita porro. In omnibus binienibus seu membris coeffi- 
cientis ejusdem potentiae ipsius x, summa notarum dextrarum con- 
ficit idem, nempe numerum qui additus exponenti potenliae dat 
exponentem summum 5. Veluti coefficiens ipsius x^ constat ex 
tribus membris, 13.20 + 12.21 + 11.22, ubi patet 3 + 0, iiemque 
2+-1, itemque 1+2 facere semper idem nempe numerum 3, qui 
additus ad 2 (exponentem ipsius x*) possit facere 5. Unde patet 
etiam, quot possibilia sint membra cujuscunque coefficientis, tot 
scilicet quot modis numerus 3 ex binis itiferioribus 0, I, 2 com- 
poni potest, et quot cujusque compositionis sunt transpositiones 
possibiies, veluti 1+2 et 2+1 sunt una quidem compositio, sed 
variant transpositione. Patet etiam hinc, productum hie scribi posse 
sine caiculo, theorematibus hujus modi semel constitutis. Exempli 
gratia pro termino x primum scribemus 

13. et mox suppiendo fiet 13.2 et denique absohendo I3.20x' 

12. 12.2 12.21.. 

II. 11.2 11.22.. 

10. 10.2 10.23.. 

Et ita ex primo membro cujusque coefficientis dato (quod deter- 
minatur ab ipso potentiae ipsius x gradu) patet reliqna quoque cum 
sua Serie determinari. 

Et haec majoris adhuc usus sunt, cum tres Tel plures for- 
mulae in?icem duci debent; nam si adhibeamus notationem regu- 
lärem et accuratam, non vero ut vulgo arbitrariam, saepe praevi* 
dere possumus quid sit proditurum; et semper certa quaedam theo- 



remata apta eruimos, facüeque efiam errores procavemus aut emeiH 
damu8. 

Hinc etiam ^rodit ignorata hactenos vel neglecta sub-ordina- 
tio Algebrae ad artem Combinatoriam, seu Aigebrae Speciosae ad 
Speciosam generalem, seu scientiae de formuüs quantitatem signi- 
ficaQÜbas ad doctrinam de formulis. seu ordinis, similitndinis, re- 
lationis etc. expressionibus in Universum, vel scientiae generalis 
de quaDiitate ad scientiam generalem de quaiitate, ul adeo s^pe- 
ciosa Dostra Malhematica nihil aliud sil quam specimen illustre 
,Artis Combinatoriae seu speciosae generalis. 

'Unde. patet quoque, quam imperfecta hactenus fuerit Alge- 
bra, cum ne modus quidem simplices terminos exprimendi bene 
fuerit constitutus, ut taceam tot alios in Connotationibus defectus 
hie supplelos, et alias supplendos. Quemadmodum et ostendam, 
Arithmeticae notas, quantum ad Theoriam, haotenus male fuisse eon* 
stitutas, ita scilicet ut relatio numerurum inter se atque ordo non 
apparuerit, eaque ratione factum est, ut magna rerae Arithmeticae 
pars hactenus sit ignorata, quod in scientia maxime tacili et ma* 
xime usaali muiim videri possit. 

Quantitates quae notantur per literas vel numeros ?el alias 
Botas, sunt vel abatraotae, ?el concretae. Abstractae sunt numeri, 
vel etiam rationes, quas ipsas (quemadmodum supra dictum) ut nume-* 
ros tractos concipio.. Quantitates concretae possunt esse lineae, 
figurae, solida, tempora, motus, vires, soni, lux, et omnia denique, 
in quibus ejusdem mensurae repetitio intelligi potest; de quibus 
alias pluribtts, ut applicatio Caiculi generalis ad ^eometriam, Dyna* 
micen, Astronomiam, .Physicam et alias scienüas melius appareaf. 

Quantitates exprimuntur vel per notam simplicem, modo 
dicto, velut per a, b numerum; vel per plures notas inter secon- 
junctas, modum formandi quantitates designantes. 

Prima formatio est per Signum +, ut si ex a et b conjunc- 
tis per additionem seu simul sumtis fiat a + b, vel a+b + c, vel 
a + b+c + d. Fieri autem potest, ut quae hoc modo simul addun* 
tor, habeant quandam relalionem inter se, ex quibus simplicissima 
est, si coincidant; ut si aetb coinddant fita^-b idemquod a+a, 
¥«1 idem quod 2a, et a + b+c idem quod a+a+a seu idemquod 
3a. Ex quo etiam appar^t, quomodo M ul tiplicatio sit additio 
quaedam repetita. Et porro, cum^habemus 2a, vel 3a» vel gene- 
raliter ma, vel am, rursus considerare licebit, ipsum numerum m 
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posse aequalem esse numero a, et ex am fiel aa; unde jam naad- 
tur Potentia, eodem in se mulliplicato. 

Habent autem potentiae suos gradus, nempe si a multiplices 
per a fit aa seu a^ seu iiuadratum ; si aa rursn« mukipUees per a, 
fit aaa seu a^ seu cubus. 

Tabula potentiarum : a® est unitas, a* seu a est latus seu 
quantitas, a^ est quadratum, a' cubus, a^ biquadratum, a^ surde- 
solidum primum , a® (seu a^*^) quadrati-cabus , a^ surdebisoliduin 
seu surdesolidum secundum (nomine surdesolidi yocando omnem 
potentiam cujus exponens est numerus primiti¥U9 supra 3), a^ sen 
^2.2.2 triquadratum, a* seua*** bicubus, a*®seu a^'^quadratisurde- 
solidum, a*' surdetrisolidum seu surdesolidum terlium, a'^seua'*'*' 
biquadrali cubus. Sic a^'**^ seu a*' erit tricubus, et a*** seo a** 
eril bisurdesolidum, et a^^' seu a'*^*' erit trisurdesolidom. £t in 
Universum denominationes designant resolutionem exponentis ia 
suos primitives. 

Quemadmodum porro potentiae nascuntur ex ductis invicem 
aequalibus, ita si diyersae literae vel notae simplices ducantur, ori' 
untur quae vocare licet rectatigula, quoniam in Geometriir ab sei 
multiplicatio a per b repraesentatur optime per rectangulum pla- 
num (fig. 18); et abc, seu multiplicatio a per b et producti rur- 
sus per c repraesentatur per rectangulum solidum. 

imo etsi in Geometria non dentur uisi tres dimensiones, ta- 
rnen in rerum natura dantur plures. Sint enim dao rectangula 
solida abc et Imn (fig. 19), prius ex auro, posterius ex argento, et 
pondus auri ad poiidus argenti sit ut d ad p; patet pondus rect- 
angnli solidi prioris ad pondus rectanguli solidi posterioris fore 
ut abcd ad Imnp, adeoque etsi spatia non sint nisi triam dimen- 
sionum, pondera tarnen esse quatuor dimensionum. Quodsi im- 
petus, motus, vires horumque varios gradu« aut varias spectes ad- 
jnngamus, possunt dimensiones multiplicari in infinkumr 

Habemus ergo rectangula baec: birectangulum ab, trirectati- 
gulum abc, quadrirectangulum abcd, et ita porro. 

Eadem exprimi possunt per combinationes. Nam ab est bi- 
nio duorum, abc est ternio trium, abcd est quaternio quatuor ta« 
lium: quae quidem combinatio, cum numerus combinaiidoram co^ 
incidit cum exponente combinationis, non nisi unica est. Alias 
sunt plures, exempli causas rerum trium a, b, c sunt biniones tres, 
nempe ab, ac, bc; rerum quatuor a, b, c, d sunt biniones sex^ 
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neflipe ab, ac, ad,' bc, bd, cd; terniones quatuor abc, abd, acd, 
bcd; aed de liia suo loco* 

Cum vero poleotiae simplicea sint formae ex lisdem 6i?e ae- 
qoalibua imioem ductis, et rectangula seu combinationes simplicea 
«ot forinae. ex diversia invieem ductis , superest jam ut eas for- 
nias aeu combifiatiooes spectemus, in ^quibos, partim sunt eaedem 
literae, partim divepsae, quas compositas vocare licet. 

Et ha« quidem formae variant, pro gradibus: in primo gradu 
nihil aliud habemus quam unam formam, a ?el b etc. 

Iq secundo gradu sunt formae duae: quadratum et binio seu 
birectangulum aa et ab. 

Id tertio gradu sunt formae tres: a^ a^b, abc^ nc^mpe prae- 
ter cubum a', et Urirectangulum vel ternionem abc, occurrit a% 
(vel quod quoad formam eodem redit ab^) quod possis appellare 
quadrato-simplex. 

In quario gradu sunt formae: a^ (liiquadratum), a^b (cubo 
Simplex), a^b^ (bibinio), a^bc (quadratobinum) , abcd (quaternio). 

In quinto gradu sunt formae: a^ (surdesolidum), a*b (biqua- 
drato Simplex), a^b^ (cuboquadratum) , a^bc (cubobinum), a%^c 
(bibinio simplex), a^bcd (quadratotrinum), abcde quinio. 

In seiLlo gradu sunt formae: a® (quadraticubus), a^b (surde- 
ftoüdo Simplex), a^b^ (biquadraloquadratum), a^bc (biquadratobinum), 
a'b' (tribinio), a%^c (cubo-quadralo simplex) a^bcd (cuboternum), 
aVc^ (biternio), a%^cd (bibiuobinum), a'^bcde (quadrato quater- 
uum), abcdef (senio). 

In septimo gradu sunt formae: a^ (surdesolidum secuodum), 
a% (quadratocubo-simplex), a^b'^ (surdesolido quadratum). a^bc 
(surdeiiolido binum), a^b' (biquadrato cubus), a^b^c (biquadrato* 
quadrato simplex), a^bcd (biquadrato ternum),. a^b^c (tribino Sim- 
plex), a%^c^ (cubobibinum), a^b^cd (cuboquadrato binum), a^bcde 
(cubo quaternum), a'b^c'd biterno siniplex), a^b^cde (bibino ter- 
ouin), a^bcdef (quadrato quinum) abcdefg (septenio). Atque ita 
porro ad gradum octavum, nonum et sequentes pergi posset, si 
esset opus; sed non est necesse bis multum morari, etsi libare 
Qonuihil prosit. 

Notanduni etiam, quadraticubum mihi signiOcare a® seu a^'^ 
nempe quia exponeus hujus potentiae 6 est productus ex 2 ex- 
ponente quadrati et A exponente cubi, ubi semper in denominando 
incipio anumero producente minore. Sed cubo-quadratus , cum 
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scilicet a majore incipio, longe aliud mihi designat , nempe fonitaB 
productam ex cubo unius literae in quadratum alterios literae, > ot 
a'b^, vel b*a^, ?el quod idem est a'b', abi in denomiaando in- 
ripio ah altiore; quod observandum est ad aequivocatione» e?i« 
tandas. Itaque quadraticubo-quadratum mihi significabil a*b^, «1 
quadraticubo-quadraticobus significat a%^ quod eliam efferri pol- 
est sebinio, et quadraticubo-cnboquadratus significat aH>'c'. 

Ubi etiam notandum, quae sunt ejusdem literae connecU per 
genitivum, quae diversae per dativum; sie qaadraticabns est a* 
seu a^*^; nam revera est quadrsti a* cubus, quia si a' ter in se 
cubice ducatur fit a*; sed dativus significat transituro a litera in 
literam, ut . cuboquadratus significat a'b^ seu cubum ab uno duc- 
tum in quadratum ab alio. Licet autem, observato hoc discrimine 
inter genitivum et dativum, minus sit necessarium observare. quid 
sit praeponendum aut postponendum ; nam quadraticubus seu cu- 
bus a quadrato idem est quod cubiquadratus seu quadratusa cubo; 
et quadrato cubus b^a^ id est ductum a quadrato alicujus literae 
b in cubum alterius literae a, idem est quod cubo quadratds a'b', 
id est cubus alicujus literae a in quadratum alterius b ; male ta* 
men majoris lucis causa praeter distinctionem genitivi et dativi ad* 
hibere distinctionem ordinis, ut in exprim^ndo exponente unius li- 
terae praeponam expoiientis factores seu productores minores, sed 
ut in exprimendo combinationes.potentiarum a diversis literis prae- 
ponam exponentem potentiae altioris. 

Denique notandum est, quasdam formas servare legem justi- 
tiae, ita ut quaelibet in iis lilera se habeat eodemmodo, ut fit in 
rectangulis seu combinationibus simplicibus, nempe binionibus ab, 
ternionibus abc, quaternionibus abcd , et in harum potentiis seu 
bibinionibus a^b^ tribinionibus a%> etc., biternionibus a2b^^ tri- 
ternionibus a^b^c^ etc., biquaternionibus a^b'c^d', triquaternioni* 
bus a'b^c'd* etc., et ita porro. 

Ceterae formae leges justitiae nron observant nisi plures si- 
miles addantur inter se, ex. gr. quadrato simplex a'b aiiter trac- 
tat a quam b: si tarnen in unum addanlur a^b + ab^ eorrigitur 
injustitia, et in formula bac composita ambae literae aequali jure 
utuntur. 

Atque haec vel ideo praenotare operae pretium est, quoniam. 
ut suo loco patebit, justitia (quemadmodum et pietas) ad omnia 
ntilis est, ut etiam in caiculo Algebraico ejus simulacrum prosit. 
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fispcMtis jam forinii^ simpHcibiis, consideranduni nuivc est, 
posse «ftde ortrj fbraitftos eompositas ex. gr. x4 y, vel x*+y*, ve\ 
x*+x*y, vel x-fy + xx+xy, ?d 2x + 3y, aliisque modts innunie- 
viibiiiiMi9. ■ Duae aut^ffi sunt' leg^s quae in bac composttione ob- 
^r?ari v^ violan possmt: «na est Lex Homog^'neorum, quam tur- 
lil Viel», altera est Lex Justitiae, quam ego introdMi. 

Lex'Homogetteoniii» est, ui quae in unum compomintar, sint 
i»jii8deingradus, «x.'gr.ix-f y, velx^+y*, vrfxx + 2xy, vel2xx + 3yy, 
p^sUo 2 et 3 esse nuDleros, hi enim in lege Hontageneorum ni- 
hil mutant. -6«d' si in' unum addantur diversi gradus quantitates, 
ti»R4> violdta lttt«lltgiCur hx Homogeneorum , ut »i fiat x + y-f2xx 
+ 3xy. . 

Et quidem si' de numeriisr vel quantitate mere abstracta aga- 
tur, ittpune lex hoBiogcfrteoruin Vrolari potest; ex. causa 6+15 + 8 
afc27, «bi fa<3?«riW 2=^^, et ^^b, et 5t=c fin ab + bc+a»^ b», 
quod v^rum ^st, et^i lex hotnogeneorum nun observetur, seu etsi 
rectangula pfäna ab H-be addantur cubo a'. 

. Sed cum numeri' applieantur rebus, 'hoc non licet, neque 
enim adcfi possuiM' in Geometria rectangula' plana ab et bc ad cu- 
bnm a', neque' licet cbmparationem instituere inter - rectangulum 
soli4itinJ ^patiale s^u Simplex dm^T^jua trium dimensiouum, et tn- 
ter corpus aliquod graY^, quod est quatnor dimensionuih, ut pauk) 
ante 'est explicdtum. • 

Interim licet etiam in rebus ipsis recelfere a lege hömogeneo- 
Tuin, saltem in' spetiem, subintelligendo aliquam quantitalem pr^ 
ttDitate assumtani, ex. gr. ab+bc + a^^b* significabit, 6 perfes cu- 
bfcos ufia cünf 19' pedibus cubicid et icubo duorui^ pedum ^^imlil 
crequari cubötrlum' pedum; seu unitaleni I adhlbendo lah+lbc 
-f-a^=b', id est rectangulum solidum lab seu ab {quia ujiilas 
non muHiplicat) 'cu|tis altitudo uniits pedis (t),latitudo dliiorum (a), 
longitudb trium (b^ producUnt sex pedes cubicos una cum rec- 
tangulo solido la^ seu'ac, Cujus altitudo unius pedis (1), latitudo 
duorum 2(a) et longitudo 5('c) producunt 15 pedes cubicos, una 
cum a^ cubo duorum pedum seu 8 pedibus cubicis aequari b^ 
cubo trium pedum seu 27 pedibus cubicis. 

Etsi autem Cartesius sbleat non raro studio violare legem 
homogeneorum introductione unitatis, ego tarnen ejus rei non mag- 
num usum reperio, et malo cum Vieta, quoad commode licet, 
etiam in ipsis numeris legem homogeneorum sequi, quia ita sponte 

Vll. 5 



aaturae DasciUir calcuiu», maximitque id oaniealtt ordinr rerum, 
c^rroresqiie etiam f^ioiiius etvitantur, cum lex . homogeneoriMi iatar 
exaniioa sii calculi. 

Habeo et novam- liomogeneorum Legem a me inlriMluotui 
pro caiculo differentiali et summatorie , «bi praAlur poientiaa et 
formas paulo ante positas ocourrunt differentiae. fix. causa addx 
homogenea est cum dxdx, seu quadraUim difierenliae primi gra- 
du8 homugeneum est cum rectaugido ex differeiiüa »ecuodi gradua 
ducta io quantitatem ordiuariam faao. Et hanc in rem rogulan 
aasigdiavi geoeraleni , sed cui, hoc ioco immorari oolo , quia ista 
profundiora uondum satia inielligi poasuol iuitio hajus tractationia. 

Porro lex justitiae etsi minus necessaria sit quam iexjiome- 
geoeorum, tarnen aou mious est utiii&i npn tautum emm inaerfit 
ad calculi examen uiterius et exquisitius, error^tqne aiiaa factte üre- 
pentes praecavet, sed etiam modum oateudit, id<|H#ddeuna quaa- 
titate per caiculum venati sumus, de aiia statim ecribeudi aipe 
caiculo, ex principio similitudinis seu ejusdem relatioois. Est au-, 
tem lex justitiae vel comaniuis omnibus iiteris calculi propositi, 
yel tanium quibusdaro inier se, et aliis rur^uf, iq^r ae. Communis 
Omnibus literis est in i'ormula qualis x^+Y^+z'+äx^y+^^^' + ^xy' 
-j-'^jLZ^-^-^yh + ^yz^-^-bnyz, ubi soieo n^agao calculi fructu compen- 
diis Uli in scrtbendo, nam baue formulam breriter ita exprimo: 
x^ H- ^x^y + 5xyz, ubi per x^ inteiiigo omnes cubos ex, literis x, y, z, 

< • • • • • 

per x^y omnes quadrato simplices ex iisdem , et ita porro in aliis. 

Lnde multa ^eneralis&ima tbeoremata condi po«sunt, quae locum 

babent quantuscunque sit numerus literarum, ex. gr. cubus de 

x + y+z + co etc. seu compendiose cubus ipsius x..est x^ + 3x^y 

-)-bxyz. Unde in specie explicando in quatuor literis cubus ab 

x-i-y+z + co est 

Unde si plures essent litera^, verb. gr. sex, Sep- 
tem, deceui eti-., immensa orietur moles qiembro- 

runi, quae tamen omnis bac brevi foripula \jj l; 
== x' -H 3x^y-|-6xyz suflScienter exprimitur, bene- 

• • ' • • • « 

ßcio justitiae inter lileias obserVatae. 
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Iil^r4uiB.i^]^.juatMiae propria ohservjati^r inter Uterus quas- 
dam« ei ru^^^ip ali^ propria inter alias quasdam liiera^ in cakulo 
occurrentes, ut si sit -faix' 4a|y^+abxy, patet x et y ser- 

bJ bf 

vare Justitiam iu^r se, item a etb etiam servare justitiam inter 
se« eUi.a. et i (y. ,gr-) ioljer se justitiam noD servent. 

Aeq{L|atiooes .vero, ut id obiler addam, etsi non sit plane hu- 
jus loci» (luobua modis justitiam servant, uno: si omnibus quanti- 
Utibus ^b ,uoa .parte positis et oihilo posito in altera, oritur for- 
(Dttla ob&ervaos justitiam, quae formula est nihilo aequalis; altero 
modo Qbservatur justitia jn aequatione, si quidem aequatione ad 
formulam redact^ ambae literae non tractantur actu ipso eodem 
modo, quod tarnen de.una nunc factum est, fieri potest de altera« 
et vice versa, quod pontingit simplice routatione signorum. Ita si 
8itxx + yyT=0, inler x et y perfecte lex Justitiae observatur; sed 
si sit xx-^x=yy-f y, tunc redacta aequatione ad foicmulam fit 

= 0, ubi aliter tractatuf x quam y, t^evera tarnen ambae 
^yy— y . . * 

liiera« pari jure utuntur lege justitiae non nisi in speciem violata, 

-|- y y -L. y 

quoniam pari jure (mutatissignis)'fdcere licet ^0, quem« 

I • 

admoduro si ex priore xx + yy=aa faciamus xxsaa — yy, lex justi- 
tiae etiäm in speciem tantum violatur. 

Caeterum etsi haetenus quantitates earumque formas simpli- 
dores vel etiam formulas magis compositais ladtum formaverimus 
eiplicate , seu actu ipso , possunt tarnen et Ibrmari impKcite seu 
iodicative; nam saepe cum formulae sunt in se invicem ducen- 
dae, praesertim ubi sunt magis compositae , ductui^i illum non actu 
ipso peragimus (quod quomodo fieri debeat, pertinet ad explicatio- , 
nem operationum), sed tantum faciendum esse indicamus. Veluti 
si a idem sit quod x+y, et b idem sit quod x — y, erit ab idem 
quod x + y, x — y seu x + y.x—y seu (x + y) (x — y). Imo si es- 
sent tres vel plures formulae, idem locum habet, ut si Intera triaq- 
guli sint X, y, z^ et a ^it» H-x+y z, et b sit 4-x — y + z, et ipa 
c sit —x + y+z, et f sit 4x4 y+z, ita ut tres priores sint ex- 
cessus duorum laterum super tertium, quarta quantitas sit summa, 
reperietur, quartam rifdicis quadraticaß ex quatuor invicem ductis 
seu {^al^cif dare ai^ean) trianguli ex datis Iribus lateribus x, y, z^ 
ut constat. 
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Hactehus non nisi ariditione, eaque nieqüilkmi ^ sM muUipli- 
catioiie, eaqtie per aequalia seu polenfia, et honim ffiter se com- 
binalionibus usi sumus, id est calculo direkte progresgivo, qfuiqui^ 
dem semper succedit: nunc teinpus est, ut admoneamus dari cal- 
c'ulum re^ressivuhfi; eumqne non semper esse in pofestate; et Mc 
calculus est pro contrariis additionis, multtplicalionis et ezeitationts 
pblentiartim, nempe pro subtraclione, divisidne et radicum extrac- 
tione. > Scilicet quodvis licet addere cuivis, quidvis' licet maltipli-* 
care per quodvis, et ab uno quoque datam potentiam excitare li- 
cei ; sed non licet vicissim subtrahere qaodyis a quöTis, nee divi- 
dere quid vis per quodvis, nee extrahere quamris i^adicem ex dato. 
Non licet, inquam, scilicet ul Numeri tales inde prodeant, qaaln 
hactenus iractavimus, ^ntegri scilicet, qui constent ex progrediente 
mensurae repetitione. Nam non licet subtrahere majus a minore, 
dec exacte dividere numeros multos v. g. primitSvos, nee etaete 
extrahere radices, nisi ex certis nunieris per miilliplicationem in se 
invicepi cooflatts. Prudeunt tarnen succedanea; nempe cum sub- 
tractio irritä est, numeri prodeunt negativi; lum divisio irrita 
est , humeri fracti; cum extractib irrita e^t, numeri surdi. 
Idemque est de quantitatibus, quod de numeris. [laec succedanea 
vere satisiaciunl et exacte, exliiberique etiam in natura actu ipi>o 
liossunt. 

Daniur et quantifates transcendentes, ipsis ut itadicam 
sur^i^'Surüiores, qua« tarnen in Georoetria et natura actu ij.so exbi- 
beutur; sed de bis &\]o loco clarius dicemu«. 

Üatitur et quantitates inassignabiles, eaeque vel infinitae, 
vei intinite parvae seu infinilesimae , eaeque rursum varii j^radus^. 
Quae etsi per se non prosint, prosunt tarnen non raro a«t quanti- 
tates a^signabiles per inassignabiliiim amita.es invenienda>; et om- 
nino in omni transcendentia intervenil aliqua consideratio infiniti 
aut infinitesimi. 

Et generaliter, ut etiam initio notatum est, Mätbesin urii- 
versa lern seu speciosam in duas partes dispesco, unam Alge- 
braicam quae tractat de quaiitilate finita per ßnitas intesiivata, al- 
terani Irans* endentem, quae tractat de quantitate flnfta quidem in- 
vestigauda, sed interventu infinitarnm, eti;i postremo infinifa^ i'la« 
vel inassignabiles evanescant. 



lUque Maiheseos universalis par^-superior revera 
aihil aiiyd est quam Soienlia ioGniti, quatenu» ad iQjfeiuendas fini- 
tas qua^titales prodest. Uade merito visa est viris ingeniosis ali- 
quid mirabilius , et ul sie dicam di?inius in se habere. Et cum 
inter potissima Matheseos universalis superioris instrumenta sit cal- 
culus'differentialis a me introductus, de quo suo loco. sattem id 
nunc notabimus, differentialionem esse etiam operationem progres- 
8ivam, ad^oque semper succedentem, sed sumroationem esse ope- 
rationem quandam regressivam quae non est semper in potestate. 

Omnes tamen operationes regressivae seu coarclatae semper 
lieri possunt indic^tive/per notam scilicet suam propriam, etsinon 
semper explicate vel actu ipso. Sic a — b significat ab a debere 

subtrahi b. Simittter r^, vel ut ego scrrbo, a : b significat a ditidi 

debere per b. Et ^/ab significat radicem quadratam extrahi debere 
ex ab. 

Dtruqa vero res per Calculura exacte fieri queat, an vero 
tantum organice per Geometriam et Naturam, tum demum ap- 
parebit, cum accc det li^erarum explicatio per numeros speciales. Ex« 
gr.-si a sit 2 et 1» sit 8, ab'erit 16, et succedet ex.tractio, scili- 
cet ^ sb seu ^16 idem esl quod 4) sed si a sit 2 ^t b sit '}., ab 
erit 6, et Vab er^t idem quod ^6, quo casu exacta exlractio non 
siiccedit. 

Interdum operatio exphcata, abi non prorsus sueeedit, sai- 
tem tamen proficil ad majorem simplicitatem. Sic si sit a — b, et 
pooatnr a=b - c, palet a — b fore idem quod — c, nam fit a— b 
«fem, quod b— c--b seu (b) — c( b) seu — c, destructis scilicet 
destruendis quod circulis iilis vel inclusionibus nolo. Et soleo di- 
versas destructiones diversis distincte nolatis inclusionibus designare. 
üt si sit a idem quod b— c, et 1 idem quod m — n, et proponalur 
a -h 1— b— m , ex hoc liet (b) — c ( -f m) — n ( — b) (— m) , id est 
— c — n. 

Idem est in divisione. .Sit enim pr^posita fractio'. a:b seu 

•r-, ut vulgodesignant; sit b=ac, fiel a:b=l:c, seu a:b:=ra:a<;, 

geu l(a):(a)c seu.^^-lic» 

Sed et in «attractiombus saepe 4)er< explicalionem piu^v^nitur 
si son ßA sahlatiooem omaimodam sur<|ae p^r exiraetioiittm perfec- 
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tarn, saltem ad surdam simpliciofem. V. gr. 9it propoait« radix 
Vab et a Bit j) et b sit 6, tunc ab erh 12, et V«b seu ^i2jlit^i 
erit cpiod 2^3, quia 12 idem est quod4.B seu quod V4 in ^% seu 
quod 2ylT. 

Qua ntitates negativ ae^ cuma minori subtrahi debet roa- 
jus, saepe oriuntur in caiculo, el licet non videantur respondere 
ad quaestionem, reapse tarnen respondent perfectissime , non tan- 
tum enim indicant, quaestionem fuisse male conceptam (etsi venia 
danda sit, quia praevideri non poterat), sed eliam quomodo fuerit 
concipienda et quid ad eam rede conceptam sit respondeiidum. 

4 

Ex. causa quaeritur, quantum Tilius habeat inbonis, subducto cai- 
culo eorum quae babel et quae debet ; reperitur eum non modo 
nihil habere in boni« (nisi acilicet ipsum debitiun, quod aigaiHoat 
non habere, uti meritum sceleris), sed etiam habere minus quam 
nihil, id est acquisiüonibus adhuc quibusdam opus ei fuisse ad ni- 
hil habendum. Itaque ostendit haec solutio, quaerendum fuisse 
non quid habeat (habet enim nihil), sed quid accipere eum opor- 
teat , ut omnino liber intelligatur. Et patet, eum qui baeres ejus 
fial sine inventarii beneflcio, non lucrari , sed perdete tantam sum- 
mam, quanta est signo — affecta. Itaque dum qüis acquiritxseu 
a — b, reperitur autem poslremo a — b seu x idem valere qttod — c, 
apparet utique enm, qui x acquirit, revera perdere sumniam c. 
Unde vicissim patet, eum, si perdat x seu — c, lucrari, ei judicem 
qui haeredi talem haereditatem x adimat, rei^era ipsi adjudicare 
summam cj alque adeo subtractionem quantitatia negativa« esse 
additionem affirmativae ejusdem molis« Nempequantitas x aeu — c 
et quantitaa +c habenteandem molem c« eritque — x idem quod 

c, id est c»+c. Et hoc est quod vulgo dicitur, ~ in — 

facere +. 

Similis quaestio in lineis fieri potest; v. gr. quaeritur quan- 
tum aliquis per horam progrediatur hinc versus Brunsvigam , si 
quovis quadrante horae progrediatur primum per passus 100 et 
mox duranle adhuc eodem quadrante regrediatur per passus 150; 
dico absoluta hora progressum talis viatoris versus Brunsvigam 
fore passuum — 200, seu revera finita hora 200 passibus magis 
abfore a Brunsviga, quam inde aberat hora incepta, atque adeo non 
Incratum esse, sed sub progressus speeie perdkKsse. Et progres- 
9U8 i9te potent appeliari falsus, eom re?era Bit regreBsuB,. Tales 
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«ror<90, et$i noii tMQ manifeste ^bsurdi, qupljclie coiMingunt io re- 
bus huQianis. 

Numeri fracti habent Numeratoram et Oeppioinaiorii^na; et 
quidem si denominator sit uaitas, niuaefus fraptus reyera. iest in* 
M^er; ait eioiii) fraf^Lus a:b et sit b~ 1, fiel a:b;=sa; i =ipa. Idem 
QODtingere pptest, si ouinerator po9sit e:$:dcte divuli per denomiDa- 
torem, ut sit a^bc, fiel a:b=bc:b«fc 

Unde pa^^ indicaUeoes regresaivas hoc habere, ut e^{)lic4r 
liopß faqta taepe po^ßit e?ane«cere »igimm regressivi, atque adep 
sub fraclis in spe^ijB«! cooiineri iDtegros» sub irrationalibus in spe- 
ciem vel Ra^icalibus coptinerf posse et rationales; qnemadmodmn 
ei suo loco patebit, sub transcendentibus in speciem contineri 
etiam posse ordinarias quantitates. 

Porro onini? fractus vel pun(3 est, vel integrum habet su^ 
se iatentem. Purus est, si numerator sit minor denominatore, ut 
2^3; sed integer admistus est,, si numerator sit major denomina- 
lore, ut li:3, nam 3 detrahendo quoties fieri potest, patet de- 
trahi posse ter, quia est quotiens, et restare 2 adeoque fieri 11:3 
= H+(a:3) seu V =^ + l- 

Surdus vel potius Rad icalis seu radice afiectus variat 
tum pro yarietate extrabendae radicis, tum pro varietate eorum, ex 
quibus extrahenda est. Radix extrahenda est duplex, pura vel 
affecta. Pura est, cum potentja Radicis aequatur datne quanti- 
tati; affecta, cum formatum ex pluribus diversis radicis q^aesitae 
poteniiis tanquam ^eaitiris, datae quantitati aequatur. Ex« causa 
si x^=6 seu ^i quadratum ipsius x aequatur dato B, fit x=-^H, 
quae est radix pura; idem est si sit x*=-45, fit enim x= ^45. 
Sed si eil x*^3x^»45, ita ut non soU surdesolido, sed propter 
ea iriplo ipsius quadrati aeqi^lis sit numerus 45, tunc extracUo 
est DOQ pura, sed affect^. ., . 

Et sciendum est, inventam rationem haetenii« baberi omnes 
radices affecta^ aequaüonis quadraticae, cutticae et biquarlraticae 
reducendi ad puras; sed hanc methodum non esse ulterius ()romo- 
tarn ad aequati<»nes surdesolidas et altiores, de quo suo ioco. 

Radix pura vel. est quadratica yel «ubica vej biqu^dratica 
vel surdesolida etc. a^eoquß variat tot modis quot variari |JOssunt 
potentiae,. 

Cht^Hflu^m« ut.^ap lo(C^ 4ieemu»« . radicei^ sub ^ |)otemiis , i^t 



potentiae sub radicibiid Beeunduni certas cotiMderatioiie^ compi^ 
hendi possunt, imo dantur stve potenliae sive Radicee eilt*Mil*dina- 
riae quae sub hactenüs expllcatis non cotitinentur. Sfeddebissuo 
loco, nam pertinent ad Transcendentes. 

Extractio fieri potest vel semel omnino vel p^r gradus. Ex. 
gr. extractio Radicis biquadraticae fieri potest vel extrafiendo sta- 
tim radicem biquadraticam, vel extrabendo primum radicem qua- 
draticam, et ex re^iduo rursus radicem quadraticatn. Ita ii/terdum 
fit, ut succedat prior extractio radicis quadraticae, sed non poste- 
rior; V. gr. si debeat extrabi Radix biquafdratica ex 4 stu si 

quaeratur ^4, idem est ac si quaeratur ^^4, id est 4 ^ 2. 

Radices (piirae) variant ratione eorum, ex quibus sunt ex- 
trahendae, quae rursus vel sunt quantitates rationaliter expressae, 
vel quantitates radicales. Et radix quae sub vinculo ' suo' conti- 
liet plura merobra, ex quibus unum ad minimum est rädicale, di- 

citur universalis, ex. gr. Va + V^b seu ^(a + ^ab). 

Quantitates surdae, quae nullum continent radicem universa- 
lem, vel sunt simplices, quarum scilicet potentia aliqua (pura) est 
rationalis;' vel sunt composilae, constantes ex membris duobus vel 
pluribus, quarum v.el alterutrum est rationale vel ambo sunt irra- 
tionalia. Dis bis sub nomine Apotomarum et similibus niultum 
disseruit Euclides in libro decimo, sed quibus post bodiernos ex- 
primendi modos immorari baud est necesse. 

lllud notari sufficit, quantilatem potentia rationalem dici, cu- 
jus qnadratum est rationale, verh. gr« ^äU, nam ejus quadratum est 

a b , idque etiam in eompositis locum habet. Va-I-Vaa. — bb-f 

\a — yaa - bb est quantitas potentia rationalit), nam ejus qua- 

d ratum est 4- a + ^aa— bh ^ a — V»a — bb 4- Wa -fVaa-bb in 

Va—^aa — bb; jam Va-hVaa bb in va— ^aa— bb est ^bb seu 
±b; ergo fit, hoc quadratum esse +a-KV^a—bb+a — ^aa— bb±2b 

s eu 2a ± 2b. ünde V2a±2b idem est quod erat Va-hV^a— bb + 

\a— ^aa — bb; sed hoc obiter. 

Caeterum ne quis putet, omnes quantitates radicales fortasse 
aliqua nobis incognita faartenus ratione posse fieri rationalem, scien- 
^dum, Euclidem demonslrasse (quemadmodum et alias vel ex cäl- 
culo baberi potest) quod multae quantitates sunt incommensurabi- 
les inier $e adeoque rationem inteir hai3 quantitates eUprimi per 
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Nom^rum qui dicitur siird«s, id e«C qui e^t inGomineiisurabilis uni- 
tati; FraclQS vero est ttnitali "commensuräbilis. Quod iia patet: 
Sit fraetus quiculKfoe, iit S:^; dividatur unitas in partes 5, patet 
unam quiiKam partem iHiitatis esse mensuram communem tarn 
frvGltofiis f, qnain unttatls, nam | in unitafe tonstat contrneri 
quinqbies; in | conti neri ter. Caeterum quomodo cmifinuatisi ope- 
ratioiiibus per inlegros acoedi possit ad fractos , et per rationales 
ad surdos, suo locb palebil. 

Ex irradonalibus oriuntür quantitates impossibiles seu imagi- 
nariae, quarum mira est natura, et tarnen non conlemnenda uti- 
litäs; etsi edim ips&e'-per se aliquid impossibile significent, tarnen 
non tantum ostenduni fontem impossibititatis, et quomodo quaestio 
corrigi potuerit, ne edset impossibilis, sed etiam interventu ipsa- 
rum exprfnfkt pössunt quantitates reales. 

itaque quemadmodum saepe licet liberare formulam a signo 
— seu quantitate negativa, et a quantitate fracta,. aut a surda; ila 
licet interdum caiculum liberare ab imaginaria , idque vel operalione 
depressiVa vel operalione regressiva, seu evolutiva, quod est desi- 
deratum, vel saltem operalione involutiva seu progressiva, quod ta- 
rnen et ipsum suum usum habet, et aliquando ad evolutionem con- 
ducere polest. Sed haec tunc erunt explicanda, cum de operatiq- 

i . 

nibus agetur. 

Nunc tantum npnnulla praelibare oportet , ut variae quanti- 
tatum species intelligantur. 

Quaqfirates imaginariae oriuntür, cum radices quadraticae, 
vel involv^ntes quadraticas e^^trahendae^ suni ex quantilatibus nega- 

üvm, e%. gr. V— T ^--1 (srti ^^-^j, yl -1 (seu V^^^) , ad 
quas reduci poasutit caeterae. Nam ^ — 2 idem est quod yj'-l multipl. 
per \I-T 

Hae exp^eaaiones id faabent mirabile, quod in calculo nihil 
involvuAt slifsardi vel contradictorii, et 'tarnen eihiberi nön possunt 
in natura rerüm seu in concreiis. Quomodo autem significent 
quaestionem male esse censtiiutam, apparet in exempHs, ubi facta 
debitü niotatione in datia, evaneseunt tmaginariae. Nempe res 
ostendtt; nm qnaesiisse punctum in altqua ünba, quod tarnen quae- 
'renduin erat eittra fpsam, vel Hnea aliter erat assumenda. Res 
ex«mpto patebtt: Oatussit ('fig. 2^) circulusABC, quem tangat recta 
Afi, t% cujn^: rectae (Puncto allquo F educatur normaliter recta 
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Fl» occurrens droiilo in punciU H et L, pat«l in caau%qoo P in- 
cidit in q>, ila ut fiat AF vel ksp ^equ^b ra4io eirculi, dvopuacta 
occursus H et L coincidere in unicuoi punctiiin iL« et ex seelione 
fieri contactum. Sed si F adhuc inegis r^moreptiMr ab A, nt ei 
ponarur in (F), tunc ductam (F)(G) nullo modo peese ooeurrere 
circulo. Und« (pX est omninro FH maxima, et pmnium FL mi- 
nima. His positis, aiiqtiiB Analytious euriosue merito quaerat, quid 
factura sil nafura rerum , ut caicuiantem eludat^ qui sumena AF 
radio majorem, oihilooiinua quaerat punctum occursus cum dato 
circulo, quod punctum tarnen est impossibiie. Sane idem plane 
inslituitur calculus, siye AF sit major sive minor radio; iroo cal- 
culus Oeri polest generalis; quomodo ergo discemus impoaaibilita- 
tem? cum nunquam quicquam hie in caiculo as^uraatur, ut 9^Aeo 
prodire possit per se et sua natura absurdum. Sciep4'^m igitM'*« 
naturam nihil aliud habuisse, quod inquisilioni impossibili iinpone- 
ret, quam imaginarias quantitaies seu radices ex negalivis. 

Res clarius palebit, si digressione non inutili ipsum palci^lum 
instituamus. Cenlriini circuli sit K. Jam AF sit x, Fß vel FL 
Sit y. Radius KA vel FM vel KA yel KH vel KL sit r, et HL 
bisecetur in medio M, patet esse KM aeq. AF seu x et HM qua- 
drat. - KA quadrat. — KM quadrat. seu HM qu. = rr — xx seu 
HM = yj rr—xx, et FL = FM (seu r) + LMjeu HM. Ergo FL aeo 
y = r + ^rr— XX, seu generaliter y=T±^rr -xx, ut scilicet diversa 
puncta H et L uno eodemque caiculo ambiguo designentur, quan- 
quam suffecerit scribere y = r-F V^r — xx, quoniam omnis radix per 
se ambigua est, de quo suo loco. Binc si rr— xx sit ac 0, fit 
y=:r et evanescit irrationalitas adeoque et ambiguitas; et patet in 
easu cessantis ambiguitatis seu ooincidenlis uiriusqUe puncti H et 
L, ipsam AF seu x coincidere cum r (eo ipso dum rr — xx^^^O seu 
xx=rr) adeoque et y seu g>i> fieri aequalem ipsi radio r seu AK. 
Sed si X vel AF ponatur major quamradius r vel AK, tunt-rr — xx 
est quanlitas negativa, quippa residuum poet detraotieneii majori^ 
XX a mmore rr. Hie ergo fuil modua, quo natura indicare potoit, 
y in eo casu quo x est majus quam r, esse impdasibüe«. 

Unde discimus, quaestionem non «sse bene oeiistitutaui^ et 
vel debere eiFculum* ARG 8l?e radium ejus r aesuw majorem, vel 
eodem manente circuio, ipsam x vel AF assuvieindam minorem« ut 
quaegitum obtineri possit. El PMJ diveaiur tales quaatitates imar 
gioariae in oalculo, impossibiJ^ foret iostjiui ealpulof geoerjilas, 



8IHI TBlIfre» refMitfri posriUlibiis et 'imposiibrlibas commufie», qai 
sola dfflbrunll etplicationa Mteraram. 

S^ereM, 'Hl nonhihil aildam de quantitate loassignabiK , stve 
ea 9it li(finäl0 par^a, sive nfiniia, sritem ut aliqua de illis notitia 
balMBalur« caetera entm suo loco exiilicabuotor. Hacta TG (fig.2l) 
€iii^aiii'AC(C) aeeet in daohiis punetis C et (C), ex quibus damit- 
faiitur ad atem ASperpeildicoiares CB et (G)(B). Jam ex C in 
iB)(6) agittir normfeilfs CD, patet CD tose diSerentiam absoissa- 
furii AB at*A(B)^ eimiKtarqtfa D(C) esse diffisrentiam ordtnatarnin 
B€ ec (BXC>. Et m recta TG agi AB occorrat iil T, patat trian- 
^üia TBG et CIM[G)'es9e-siiinlta^ Sed in oaau contactos^ cum reota 
TG cunram AG(C) nuji secat sed tangit, seu cum puncta G et/(C) 
coincidanl vel quod eodeni radit, infinite parvo (sive infinitesimo) 
diatant ititervallo,/ patet irian^alum €D(C) fiari inassignabile, eon- 
aiaiia «k laiaribus infinite parvia, et CD esse elementum abscissae 
eC D(Cy e^aa alaMentam' ordinatae, «t G(G), quemadmodum et suo 
tae» patubit, esaaeieoieMum curvae; adeoqiie Tnanguluni hoc inas- 
signlibHe CD(C) aimile eaae Trfangulo assignabili aeu ordinario TBG, 
imo opa bujua Trianguli inaaaignabilis aeu intervento rationis intar 
quantita(es iiiassignabiles CD et D(G) (quam noater caiculaa diia- 
rentiaMa axirfbel per «quanlitatea ordinarias aeu asaigaabiies) inve- 
nfrf ratiönem inter quaniitatea aaaignabilea TB et BC, adeoque mo- 
düift'dacandiitangamem TG. 

Gaetermi nen lantnm« qnaniii»tb infinite panrae seu infinite- 
sinvae, sedatiam quamitatfs infinit ae «aus aat m calcido. Ex. causa 
eonstai ex of^tioisi, cum radii diversi vaniunt ex eodem puncto, id- 
que punctum ponitur infinite yei inassignabiliter vel ut subinde lo> 
qui soleo, incomparabiliter ä)e88e, radios fieri paralleles. Unde 
vadii ex aole f^eniantes fipguntur parallali, et directianes gravium 
etsi ad idaai terrae dentram tandant, tanen ob magiiam hujn« oen- 
tri distantiam, pro parallelis habentur, quasi sol aut centrum infi- 
nite abessent. 

Sed quia mirabitur aliquis, quomodo in calculo assumtis me- 
ns quantitatibus finitis, prodire tarnen possit aliqua quantitas infi- 
nita , sciendum est ^ seu 1 : esse quantitatem infinitam, adeo- 
que unilaiem esse mediam proportionalem inter nihilum vel quasi 
et infinitum, adeoque si quantitas ajiqua ordinaria dividatur per ni- 
hilum, quotianlem esse infinitum. Talis autem divisio in calculo 
contingare potest, quod exemplo osiendam. Sit' (fig. 22) angulus 



rectus KAH, cujus crura utcunque pi^ödacla inttHigmUir et in iino 
ejus latere sumatur recta AH.. Descnpta sit curv^ LC taÜB natu* 
rap. ut quocunque ejus puncto sumta, ut C, alque inde ad- reclam 
AH demissa perpendiculari CB, 6at seoiper re^Umguhioi ABC (sau 
sub AU et BC)/iequBle eidem oon^Unti quadralo ab AH,-"q«iaiii 
ourvam ei Conicis constat esse llypei^bolam. Jam AH'vooettir a, 
ei HB vocettir i, fiet AB -a — x, «t BC voofttt* y., Erg o ei dicia 
curvae proprietate, cum stt AB in BC aequ. AU quadr.aeiia — xf^^aa, 
utique fiet y^aa : , a — x seu vaior ipTsiuB' y sive BC orkur,> ai aa 
dividatur per a^ x. Sed quando B incidk in A« 4la ut AB. eva- 
nescat seu fiat aequalis nibilo, fiet as^j, aeii AHesHB, ergoa^-^x^sO. 

aa ' 

Ergo in eo casu fiel y~aa:0 seu yri ^rgo y est quanlitas infinita, 

adeoque recia normalis ad ipsani AH eduota tx A versus Hyper- 
bolam est^ infinita, et licet coniinue ad eam arcedat, •oullwa taiiien 
punctum Hssignari potesl , quo ei oocurrat« ideoqae solet dici 
Asymplotft, quae res muUis incomprehensÜNKs Wsaeet, ialegriaque 
oJim libris materiain dedit. Sed baerideo tankim pauoia . libare 
pJacuitf ut infinitae magoitudinis designatio perfiüitaa, usu^^quebu- 
jus de^iignationis intelligeretur. 

Supereaset tranacendentium finitarttiB «iberior eaplicatio; &ed> 
hanc rem in locum convenientiorem rejicere maiuiniui^, ut tandem 
tractationi de Notione simpiici Analyseos MalheniaiicBe^ variiaque 
generibus nunierorum sive Qoaatitatum MatbetMif ttwiwaalis trac- 
tationi subjectar un, variU^e coonolationibus qnanütatea aflQcien- 
tibus, tanquam jacto jam fundameiHo, fiaem imponamus.''') 



*) Am Schlüsse des Concepts hat Leibniz hinzugeflftgt : Be 
fiiittntiationibus, Argttmentationibtts et Methodts f>09tea dteemus. 
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VI 

PRIMA CALtüLt MAGNtTUDINUM ELEMENTA DEMONSTRATA 

ny ADDinoNfi et subtractione , usuque 

VKO IPSIS SIGNORUM + ET -. 



♦- 



(i)-Ma'^iiitudo est (jfuod in re exprimitur per numerum 
partiom determinatarum. 

' 'S-eb^litim. 6x. gr. orgyiäe (quantuni hotno brachia exten- 
dere potent) ifiagnitndo censetur exprimi nuitiero sex pedum , vel 
(quia pes 12 pollicum est) per numerum 72 pollicum; Ulnae vei 
cubiti magnitudo per numerum unius ei dimidif pediis, velperunum 
pedem et iei poUices. 

(2) a, b et similes notae ^ignificant numeros rerum expri^ 
mentes, qni "seiiicet ip^is d«bent assfgnari, posito aliquam esse rem, 
cui unkas asstgnetur, quam Mensuram appe^l^mus. 

^cholium. Sil pes p, pollex ^, orgyia a, cubitus c, p 

> 

erlt \2n, a erit fip Vel 727r, c erit Ip + ^p velfp id Ip + ft7r 
vel \^n, Hinc si p (pes) sit mensura vel si ei assfgnetur 'unilas, 
a erit-6, cerlf |, tt terlt -^^^ sin tt (poIlex) sit mensura vel uni- 
tas, p erit 12, c erit 18, a erit 72. Si 1 sit latus qnadrati, dia^ 
gonalls d erit at \yj2, vel st 1 sit I, d erit V2~ 

Homogenea inter se suui, quorum magnitudines eadem 
metistira pro'üiritate ^tinita per numeros iexprimi possunt. 

(^y'Aequalia sunt quorum unum afteri substitui potesl 
saivii Bdagnittrdine. 'Et ita designatnr 'a=b, ifd est ipsi a ubiqu« 
substitui polest b in magnitudinum caiculo, et talis enunliatio dici- 
lur aequatin, veiut in numeris ^=|, in lineis pes -— 12 polli- 
ces vei p— 12^. 

(4) Axi^in^ö. a^a. 

(5) Tbe-orema.' Si a=rb, sequitur esse b=^a. 

Nam «(ufa a=^b' (ex'hypdhesi), ergo pro a (per S) substitui 
'polest b,- Siibsliiuatur ergo b loco priore ipsius a in aequatione 
a=ra (vel-a per axtcrma ^i), fiel b-a. Quod erat demon^t. 

• (^)sTlreorefma. Si a^b et b^^^c, erit a^c, vel ut vulgo 
eniimiant: <|üiie sunt aeqiia4ia iini teitio, aequalia sunt inter se. 
Nam quia aob <e)t*faypotbesi priore), polerit in ea sübsftitti^ 



(per 3) pro b ipsi aequale (ex hyp. posteriore) c, et ex as^b fiet 
a^c. Q. E. D. 

Ad ditio. 

(7).Definitio. Si pluribus »agfiitu^ioibuB.ai^li^ter |mh 
sitis, ut a, b, ex hoc ipso fiat nova ipsis bomo^eneai oi ni, ope- 
ralio dicetur Ad ditio, nova aequatio difi^lur,&|4piina et reprae- 
sentatio erit talis -ha+b=-f-m. Et + vel plus erit signuni ad- 
ditionis, id est simplicis positioiiis» Idem esl in plmü^us, ut si 
+ a + b + c=m. ../.... 

Scholium. Res sciiicei redit ad sin)ij||icein additiooem ou- 
merorum, per quos ob eandeni rem pro ifnitate positam m^guitu- 
dines exprimuntur. 

(8) Theorema. +a + b=: + b + a. 

Patet ex praecedenü, quia ibi uihil refert, qfia .prdioe col- 
loceutur ; sufficit uOum cum alio pooi. 

(ii) Explicatio. Signum + oi^ni uotae m'agniiudioia.aiAe 
signo sumtae praefigi potent, aut praefixuo» iotelUgi. S/ed iiüUo 
saepe oni^ti solet, itaque as=+a et a«i-b3=-:l-af|-b. ^ Hinc et 
^^-j-aÄ^^a, ut si ponatur fe + a, fiet a=-l-a?s:f (^x bjpoth.) 
= +f;^4-+a. 

(10) Gxplicatio. +0 + a==a, se^ est ^jgnupa nihüi, 
quod nihil addit. 

(11) Theorema. Si aequalibus addas aeq^aUjav Qu|4t ae- 
ijualia, seu si sit a^^i et b^m,. erit a+b^J^-n^ 

Nam a + b=a4> b (per 3), itaque in a)tero'a + b, pr^ a po- 
neqdo 1 (ex hyp. priore) et pro b ponendo ^ (^x, hyp« posteriore) 
quod licet (per 2), utique ex a-i b=?^aH-b fieta-Hb^+w. Q. E. IX 

Subtractio. 

(12) Ab a subtrahere b significat in magnila^ine^ in qua 
ponitur a, sumere aequalem ipsi b, eainque tollere, idquß ipdicatur 
scribendo :a— b veL. -fa-7-b. ilinp si in m^igMiiudiAe^ in qua est 
a, uihil aliud esse , intelligatur q^am b^ r9Stal .nihil» adeoque 
+ b — bsO. Et — (sigmundenotims minps vel subtrafti.o- 
nem) significat i^ qiiod positiim fuit vel eiaf^uale» j»ei|, pAo yerbo 
ejus quantitatem positam rursus toUendo , p^*uide es,:^ ^^^9A^ ma- 
gnitudinem sublatam ac si ponendo eam et r^rsus i^l^ernffi^, »fti^tuo) 
^sset nihil Si quid aliud adest« residuum ^app^lbitur-.. 



(13) Th6«f;etta. 8i>ah aequidibus jsmforaa aequalia, re- \ 
ttiDi aequalja» seu si sit a»! et b -m, mt aT^b^l — m. 

Nan a-nbaea — b (per B), in posdariore pro a ponatur 1 (ei 
kjffi l.)>et pro b paqaiur m (ex byp« 2«), ergo ex a^b^a—b fiel 
a-^baisl^iiu ^ Q. £• D. 

(14) Tbeo^hema. 8i a quantiUtib«s duabas auferas aequa- 
üa, et reaidüa siftt aequalia, ipsae quantittft«6 sunt aeqnales, 
«eu 81 dit a — b=«l— -m, et b^m, eril a*=l. 

Nam » aei4aalJA)U6 a^--b3=: (ex byp. I) 1 — m addas aequaKa 
(ex byp. 2.0 b et m^ nempe priori b, posteriori m, fient (per i I ) 
aeqaalia a— bH-b=l— m + m, id est (per 12) a=*l. Q. E. D. 

(15) Theorema. Si ab aequalibus auferas duas quantita- 
' tes, et residua sitit äequatia, erunt quantitate^ aequales, seu si sit 

a=l et a — b = I— hi, erit b=rii. 

Nädi a— bit^l— ^fh (per byp. 2.), ergo addendo utrobique ae- 
qaalia b+m et b + ni, fient (per 11) aequalia a — b + b + m~l — m 
+b+in, efgö (per 12 junct. ö) a-f 01=14 b, a quibus a6qualibus 
i\ aequalia a et i (per byp; t.) auferantur, fient (per 13) residua 
a^iqu^alia in:==b. Q. ß. D. 

(16) Theorema. Si a=:b+e, erit a— b=e. 

Naoi ab utrp;(|ue aequalium auferendo b fient aequalia a — b 
=b+e— b, id.ept (per AZ) ß — b=e. Q. E. D. 

(17) Theorema. Si a=: — b, erit b= — a. 

Nam quia as= - b (ex byp.), ergo addendo aequalibus islis 
aequalia b et b (per 3) fient (per 11) aequalia a-|-b=— b + b, ergo 
(per i2).a-fb = seu (per 16) b=il — a seu (per 10) b= — a. 

Q. E,.D. 

• > ' 

(18) Theorema. — a— — a=0, 

N^m ^ -r a desigoetur p^r f seu sit — a- f. Jam f— 1=0 
(per 3), ergo pro f ppnendo aequale ipsi (ex byp.) — a, fiet 
--a— ^=U, Q. E, D. 

(19) Theoreipaf — ^a= + &. 

Kam -ra -««=0 (per i^) et Q = -a+a (per 12), ergo 

(per 6) '7r'.a-r^rP7a?=-r-a'f a,.. linde utrohiqu^ addendo a fient 

(per H) A^qwalMi 4Tara ^a«— a+a + a» et proiade (per 12) 

(> - — 8rt«ü -t a seq (per 19) — ,— a^+a. Q. E. D. 

. (20) lübeiorejeaa. — +a=— a aut +— ra=5;.— a. 
. Pa^eü.ex 9. 



(21) Theo rem a. In^'pmni 'aequatione Jioet inembfttin ab- 
jicere ab una' parle «t signo ooiHrario afleotumponpre in «Itena« 

Sit f+|i bc».h, dico füre f^h-n-a+b. Nam ki iae^uatione 
(ex hyp. Vera) f+a b=^b addatur M(robique'-^a*{« (>, fiel iode 
f-ha-b— aH-b=h— a + b, id est (per 12) fch— 4+h.. Q. Ei D, 

(22) Explic.atia. Quod de-.fonnula sub. vinciilo codi- 
prebeosa »ignificatur, intelligendum e st, de siggulis /mwbnft riür 
culo inclusis, ut — (-|-a-r-b) vei .— + <»-^b.AJgnifi€4t — (+^). — 
( — b) seu (pejr 9) — a -b, »d est per iö) — a + b, 

(23) Theprema, Addendji jfs€;ribtti>.tqr sjgniß n^e^MA^ seu 

f+(a-b) - (per 22) f+a-rb- .. 

Nam f+(a— b) = f+a + — b*;(per 20) f+a— t 

(24) Theorema. Sublrabenda ascribuntur Äifj^i» mulat^, 
•f in — , et — in +, seu f - (a- b) = l— a + b. 

Nam f— (a— b) = (per 21) f— a ^b = (ppr 19) ,fr-a+b. 

Q. E. D. . 

Aliter: Sit a — b — e, ajo esse - eÄ--a + b8eu f — « = 
f — a + b. Nam +e— e:==-f-a — b— a + b per 12), ergo ab aequali- 
bus tollendo aequalia, illinc +e, hinc +a — b, r.eslabuot (per 13) 
aequalia — e et a + b. Q. E. D. 

Applieatio dalculi ad res, ubi de toto, parte, 
majore, minore, positivo et privativo. 

(25) Explicatio. Si explicando tiotas formulae per res 
ipsas, verbi gratia per lineas rectas sibi addendas vel subtrahen- 
das, evanescat tandem sublractio vel Signum -^, i(a üt semper 
destruendo id quod est signo — afleclum (verb^ gr. — b) per ae- 
qualis molis signo + afTectum (nempe + b)< tandem nihil ' aliud 
remaneat m formula vel ei a^quivalente se,' ex*.' gr. liuea, ' quam 
quod Sit afTectum signo + : tuu€ tola ' fbrnmia dicitur designare 
quantitatempositivam; sin contfa po^tnemo signutn -h evanes- 
cat, remanente — , tuuc formula denotat qtfauUtatefm' privaiti- 
vam seu nihilo minorem, hoc est talem, ut ad ipciam-addeada sit 
ipsius moless, quo fiat DihH. Cxemplt eausasi esset foiiuula 
f+a — b, et esset f+at«e+b, et hae lil'erae oiimes ferent quaiiti- 
iates pfisitivae, quae e&piicatae per res, nullom »!• «Ifima residu^ 
tione deprehenderetur xoRtinere signutn — ; pal«l' f+a— 1> signit^ 
care +e, Nam in hac formula pro f+a substitueiKlö e+b, fiet 
e+b — b, id est e. Contrarium esset, si in ultkna' i^esolutione nul- 



81 

hm reirian^ei' Signum +, ul si esset h)Tmtk1a f+a— d, eV 'esset 
d=f+a-^g, Hinc f+a— d significabit — g.' Nam pro — d in Tor- 
müfa f-fa— e| substiliK^ndo valorem fidtf+a-^f— a~g, idest— g. 
Hinc patet, quando duae quantilates signis coiitrariisafteclii^' cört^ 
jnnguntor, semper alterutrnm signorum penifud posse tolli' per exr 
plicaiMnem ttnius quantitatis, quatenus contfiiet alteraAo- quaüt'ita- 
lern (vid. 12). Patet eliam, ul fdrmula f+a— d (quaeqiiantieäteiii 
priralivam — 'g significat) fiat nihil, addi debtere g Iseu -f g, ejus- 
dem molis' ctrfli — g, sed lafibclatnr contrario signt)) seu esse 
f+a— d+g=0, quiaf+a — d;==— g; jam -^g+g«0 vei resoiu- 
tione resiraata f+a - d=:f+a—f— a g, ergo f+a— dH-g-f+a— f 
— a—g+g, id est 0. ^ " 

Scholl um. fdspiciantur figurae difae, ubi inprinre(fig. iB) 
progresisus 'fit per lineam rectiini f, et hüic In directum adjettiini 
reclam a, regressüs Butem (per puncla deäignatus) ab exll'emo' ad- 
jectae a, in eadem recta totail f+a fit per rectam b': iia In recrä 
f+a reminei/'e, adeoque est f+a — b:=+e. ki posteriore (fig. 24) 
progfessus fit ut ante, sed regressus in eadeih f+a fit per ipsam 
rectam d majorem quam f+a, et exced^ntem qoaniitate g. Ünde 
taliäf progresdus est falsus sive putatttius, et ijui isic progredi se 
putat; revera regressus est qüänlilaie seu möle g , et edt f+a'-^d 
=— g. Itaque stgnum + designat progressum, slgnnm -* re^Mcs- 
.sum, et quod in fineis, idem'in aJiis aiigmehtts et decr^'meiais in'^ 
(elligi poltest, velut in accepto et exp^nso. '"' 

(26) Definitio. Si sita+b~f et siiit ipsotum a, b,f 
quantitates positivae, djcetur f totum eia, b dlcehtnr' para- 
tes, ffden^que est, si sirtt plura, ut 'a+b + c=^f.^ Recfuirilur 
igitur, ut quantitates sibi addi adimive possini, simulque ut silYt 
positivae. 

(27) Defihitio. Minus est, quod aequale est parti aflle^ 
rius nempe mqöris, rerb. gr. sit f=t:a+b et g~a,* drdetur f ma- 
jus, et g minus, et scribetur f - P g et g H f. 

Scholiom. ^Caetei'umjcäutio ih defipilione totins etpiirfi» 
expressa, adeoque etiam ad majus minusque pertinens, netnpe ui 
a, b, f etc. sint hoc loco quantitates positivae, necessaria est, alio- 
qui si fiat a + b=m, non sequitur m esse majus quam a vel b, 
aut haec esse partes ipsius m, etsi sint membra formdlae aequa- 
lis ipsi m; nam fieri potest, ut b (verbi gratia) sil revera quan- 
titas negativa aequalis ipsi — d, posito d esse positivam, et tunc a. 

VII. 6 



^^istjßnte fiositiva prp a+bs=m fieret a-i— d«?iy. Dade p^9t , a 
fo^e u^ajiis quam m; iantum abest, ut poasit esse f^^s pari^ 

(28) Theorema. Pars est aÜDor toto, vel totum est ma* 
|u^ sua parte. 

Sit a + b^r, erit a minus quam f. Nam a aequalee^t ip»a 
a, (per B) ; jaip quod aequale ipsi a est miiiiis quam a 4 b seu 
fuam f. (per 27), ergo a est minus quam f. Q. Ei. D. 

(20) Defioitio. Homogeiiea vel comparabilia sunt, 
quoruip un^us quantitas ab alterius quautitate semel aut saepius 
subiral^i po)'est, ut subiractum relinquat nihil aut aliquid se minus. 
, (30) Theorema. Duo boqiogenea tunc 'sqnt ae^ualia, si 
alterum altero nee minus sit nee majus. 

Nam homogenea sunt (ex byp,)> ergo (p^r 29) quantitas 
unius eorum ab alterius quantilate semßl subtracta ^t relinquit 
nihil, quo facto erunt aequalia (per 12), aut relinquit aliquid (se 
rursMs minus vel majus), et tync parti ejus, a quo subtractio facta 
est, aequale erit (vid. 12) ade^que (per 27) erit minus, Q. E. 0. 

.(31) Theorema. Majus majore est majus miqore, seu &i 
a P b et b p c erit a P c, 

Nam qqia a P b (hyp, 1), erit (per 27) as^b+l, et qqia 
(byp. 2) b P c, erit (per 27) b-c+m, qui valor ipsius b substi- 
tuatur (per 3) loco ipsius bin aequatione inventa a^b+l« ^t fiet 
imje a=c+m+l, ergo (per 27) a P c. Q. E. D. 

(32) Problema. Invenire b medium aritbmeticum 
int^r a et c^jid est ita ut h tanto sit majore a minus quan^o est 
mjnore c m^us. 

Copstruetip. Addantur in unum a et c, et sM^mae di- 
midium erit h quaesilum. 

Nam quia (ex hyp. conslructionis) b est dimidiun) ipsius 
^rir.c, orjt duplum b siequale duobus dimidiis, hoc esl, loti a-f-c, 
seu a'fc erit aequale duplo b, sive fiet a + c=b+b, ergo (per 21) 
a — b=b — c, id est erunt differeniiae extremorum a medio b 
^ffiuales, sive excessus a super b aequatur excessui b super 
9, Ö. E. D. 
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Vü. 

CONSPECTUS CALCULL 

(1) iNumeri simplices Ol 23456789 10 

(2) Literae Oabcdefghki 
Lineae N NA NB NC ND NE NP NG (NH NK NL 

A AB AC AD PL EL DL CL BL AL 
B BC BD etc, 
etc. etc. CE GL 
L KL etc. 
HL 

(3) Scala NABCDEFG HKL 

(4) Totum: e, 5, NE. Partes: NB, BE; b, c; 2, 3. 

(5) Totum est aequaie omnibus partibus, d aequ. b-f-c; 
5 aequ. 2 + 3; NE aequ. NB + BE. 

(6) Majus una, d P c, 5 majus quam 3. 

(7) Pars minor toto, c 1 d, 3 miBus quam 5. 

(8) Additio simplex: si ad 2 addas 3, fiet 2 + 3 sive 5; 
b+c sive e; 2a + 3a aequ. 5a; NB + BE aequ. NE; si^e si ab N 
progredjaris in B et a B progrediaris in E^ progressus eris ab N 
in E, cadet autem punctum B inter N et E. 

(9) Signum +, plus, initio omitli soJet, 2+3 aequ. +2+8. 

(10) Subtractio simplex: si ab e subtrabas b, fit e — b 
sive c; 5—2 sive 3; NE — EB aequ. NB; sive si ab N progressus 
sis in E, et ab E regressus in B (et cadet B inter N et E), pro- 
gressus eris ab N in B. 

(11) Si aequalibus g | 7, et c+d | 3 + 4 addas (auferas) ae- 
qualia e [ 5, et b + c | 2 + 3, fient aequalia. g + e aequ. c+d+ b + c 

seu g+ e aequ. b + 2c + d. .7 +*5 aequ. 2 + 2.'^3 + 4 seu aequ. 
2 + 6 + 4 (g — e jiequ. c + d— b — c aequ. + d— b i 7 — 5 «equ. 4-7-2) 

(12rNihil, 0, neTäddit nee minurt: AN±N aequ.^N; 1+0 
aequ. 1 — aequ. 1; et contra, quod nee addit nee minuit, ea^ni** 
hil. Item si a + n aequ. a — n, tunc n erit 0. Item Q + aequ. 0, 
Et si n+n aequ. n, tunc n erit 0. 

(13) Si äequaMum unum ab altero sublrahatur, resiat nihili 
et contra, ut a— -a aequ. 0; 3 — 3 aequ. 0; NC^-CN aqqu. N; 
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sive si ab N progressus 8is in C et a C regressus in N, progres- 
sus- erit nuUus; c - a — b (aequ. c-^c)aequ. 0. Et contra, sie -a 
— b aequ. 0, erit c aequ. a-|-b. 

(14) Si majus s^btrahatur a minore» r^tat minus niliilo, 

ut +b — c (aequ. -^-'--^ — a) aequ, — a vel aequ. — a, seu2— B 
; I ü 

ei^t — l. Si tibi debeantur 2 , el tu vicissim debeas 3, compen- 
paiiooe (facta debiPbis I. Si in bonis babeas 200 et debeas SOO, 
tunc patrimopium tuun^ mt minus- nibiio seu — 100, et 100 ac- 
quirere debebis, anlequaiij über lias nihilque purum babere inci- 
pias. Si ab A duos facias passus. antrorsum versus L seu si pro- 
gressus sis AC, et a C tres facias passus retrorsum CN, progres- 
sus tuus ab A versus L erit revera regressus ab A in N uuo passu, 
-l-AG— <N aequ. —AN, cadet autem punctum A inter C et,N. 

(15) Multiplicatio est additio aequaiium, ul b+b-fb est 
3b. -Numerus repetendus b est multiplicandus, numerus re- 
petitionum 3 est multiplicaus, productum 3b seu f | 6, vel 
quia 3 est c, Joco 3b scribitur cb | f vel 2^3 sive 2.3 | 6. Eodem 
modo in tribus literis bc e | 2. 3. 5 | f e | 6. 5 | 30. 

f 

(16) In additione et subtractiooe vel multiplicatione ordoni- 
bil facit, ut +b+a aequ. +a-fb, b — a aequ. a — b,bc aequ, cl», 
2^3 idem quod 3^2, bis tria idem quod ter duo. 

(17) Dimensionis in dimensionem duclus seu quantitatis, exem- 
pli causa latitudinis AB (fig. 25) applicatio ad quamtibet partem 
longitudinis BE, est realis exhibitio aiultiplicationis mentalis, et 
quidem si angulus ubique sit idem, tunc prodit rectangulum pla- 
num NÖEP, vel conipendio NBE (sive NB^BE) autetiamNE. Cum- 
((ue longitudo BE sit 3 pedum linearium, et NE duorum, itaque si 
ducas ter pedem linearem in bis pedem linearem, ter quidem du- 
ces in bis fit 6, et pedem linearem ducendo in pedem linearem 
fit' pes superficialis , nempe quadralus NR. Itdque rectangulum 
NBE eh't 6 pedum quadratorum. 3p in 2p dat 6pp, quodsi 3p 
aequ. c'et 2p aequ. b, fiet 6pp aequ. bc. Itaque hoc rectangulum 
dieitar esse duarum dimensionum, ex latitudine b in longiludinein 
c. SI jam altitudo NQ (fig. 26), 4p vel d ducatur eodeni modo 
in rectangulum NBEP seu 6p|) vel bc, lit (12ppp veii) I2p^ vel 
bcd, irf est rectangulum solidumfiPNQ sive RPQconstans 12 pedi- 
büs cubicis; cuilibet enim pedi quadrato NR insistit columna NRQ 
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ex quatuor pedibus cubicis. Itaque hoc reclancutnin sotklvn bed 
est triam dimensionnm. Neque boc tatitum in lineis, sed et in aIHr 
appiicationibus rei unius in quamlibet partem alterius locum habet. 
Ct si boiiitas intrinseca seu pretiositas rei ducatur in qnoiilitatiBin 
merciom seu bonitalem extrinsecam inde fit rei valor Ben ^retium, 
qaod est daaram dimensionum, ut in argento puro vel mixto ap- 
paret, eadem enim bonitas intrinseca, sive idem noixturae vel alli- 
gationis gradus spectatur in qualibet parlicula. Idem est in aliis 
rebus dividttis in partes similes ejusdem pretiösitatis cum tolö, uM 
duplo major quantitas est duplo pretiosior, unde ICti has red td- 
cant quantitates. Secus vero est in Ulis quas ICti vocant sp^efes, 
qualis est equus, imo et adamans, qui pb]fsice qiiidem semilaris 
est , at non civiliter , quoniam si rumpatur, {Mirtes omnes simul 
taoti non sunt, quantt erat totum. ' Quod secus est in argento, 
▼iRo, frumenti acervo. Itaque in hih duplex iista aestimatto quanti- 
tatis et pretiositatis conjimgenda eist, non per ädditioiiem, sed per 
multiplicationem. Exempii causa , si auri bonilas intrinseca seu 
pretiositas sit duodecupla bonitatis argenti, tunc Kbrae auri pre^^ 
tium duodecuplum erit pretii librae ar^ent), sed triam lilbramiti 
auri pretium erit pretii iibrae argentl ter duodecufldm; ducta pre^ 
tiositate in quantitatem. ' ■ 

(17) Quando quantitates, quae in se invicem du^untur, sunt 
aeqüales, oriuntur Potestates. 

a* a* (vel a) a' (vel aa) a* {vel a*a) a* 

111 1 



a* 


a« • 


a« 


1 


1 


1 


b« 


b» 


b* 


1« 


82 


64 


1» 


1» 


i« 



ho b« b» b* 

12 4 8 

]o |t IJ 1« 

1 10 100 1000 10000 106000 lOOODOfr 

Dnitas Radix Quadratunfi Cubus Biqnadvatum Surde- Quadrati-* 

Latus seu quadrati solidum eabus > 

Gradüs quodratum 

Nullus, Pf imas, Sectfndu», Tertios, Quartüs, Qdifttus, SeM^'Ut. 
(18) 1*F (seu I* in 1« vel 1^'K) aequ. I*±£ aequ. 1*, seu W« 
aequ. P, seu 100 in lOOU dat 100.000, et 4 in 8 dat 82. ^«if- 
tneri autem qui literae superscribontur, saiii indices seu ^t-^ 
ponentes graduum. Uli vero P*^* signiftcal 1*1* seu I*, Üäl** 
seu 1* signiflcBl P cabice seu ter in «e mullif)Bfalttm seu «PW*» 
vlßl: P q^adratice sive bis in se fnultiplicatum l^i^. Itaque additiv) 



taponeotwio »igoiGtat muUiplioaüooem potegtaium, muliiplicatie 
exponentis per alium exponentein signifieat potestatem pelestat^ 
Jla l^-^^ etit quadratutn in cubum, at 1^'^ eal quadraticubus seu 
cubi quadratum. 

(l9)Quadrai.duplilatem non e&tdttplumprioris,aedquadrttplttiii 

, . . tripli triplum noncupiuin 

qiiadropli quadruplum sedecuplum 

etc. etc. etc. 

IIa (fig. 27) quadratum super recta AB est quadruplum quadrati 

super recta NK. Quadratuin ab AJN contiiiet novies quadfalum a 



tertia ipsiu9 AN parte A?. Et | > J GQ aequ. 16 ^ G^ seu quadr. 



HM aequ. 16 quadr. g>S^ quia HG aequ. 4G9'. Sit G^) pes seu 
p, et GH Sit 4p me d, q>S erit pp et HM erit dd aequ. 4p 4p 
seu )6pp sJYe 16 pedum quadratorum. Hioc si quia aream HM 
sterilere velit lapidibos quadraticis longitudine AB, quos ponamus 
esse bipedales^ tantum quarta |>arle iBpidum indigebit quos opus 
baberet, si vellet pedales longitudine AN. ^ Unum eoim quadratum 
bipedale AJ tantum spatii uccupat, quaotum qoatuor pedes qua- 
drati TN, tili, HM, MT» Itaque canaliai cujus capacitas sife lu- 
men vel sedio per medium srt A^, duplo crassior quam AG qua- 
druple plus aquae continebit. 

('ifO) Cubi dupli lateris est octaplus, tripli i7pias, qi^adnipü 
64pio8 etc. Inspiciatur (fig. 28) cubus ABCDEF vel (compendio- 
8iu9) ACF, nempe super latere AB, et sit alius cubus GHIKLM vel 
GIM a latere GH dimidio ipsius AB ; patet cubum majorem conti- 
nere oeto cubos tales qualis est minor, nempe cuilibet quatuor 
quadiratorum baseos X^/ insistent duo , ipsi GD insistent GHIKLH 
et QIßDYL, super TM duo TGQLVF, SQXYEV, super NH duo 
NBfilK^ et IM)Ci2XQ, super AG dao ANPQST et RPZXWS. ha 
eodfHH modo si cuilibet quad^alUlo quadrati AG imponas tres cu- 
bulos, habebis 27 cubulos impientes cubum majorem ab AG. 

(21) Dimensionum natura hactenus non satis intellecta est« 
nam Uoet in spatio per se coasiderato non dentur nisi tres dimen* 
sioiies, in corpore tarnen dantur knulto plures. Etsi ^nim in solis 
Qguris supra solidum ascendi nön possit, non tarnen altiores Po- 
te^tates sive res quaiuor aut quipque aut plurium dimensionum 
ifnagioariae sunt, ut vulgo putant, quod sie ostendo. Cum dimen- 
giD ^it realia exhibitio multiplicationis (per sai^riora), bincquoties 
jßqva ^uantitas accedit, quae cqiUbei prioris parti inest vel appli* 
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catur, tooTti aooedit dinienii«». Sm\ duo oubi: ACV «ureuiv cqiis 
latus Sit h \ :l, eritque ejus moles b^ me 8, ei GiM argeaMM, 
eojus latus sk a | 1, eritque moles qas seu conteatttni a' | 1. 
Sit jam auri gravitas specifica etiam ut b, arganti ul a, id €atq«ia 
b dupio majuB qüaaa a, «mu a' est 1 et ,b est 2, et auruai paulo 
minus quam duplo gravis est argento paris molis seu apatii; iUno 
ponamus nunc quidem gravitatem spedicam auri esse duplam 
specificae argenti , ergo ducendo b in b^ gratitalem specificam auri 
in cubi aurei molem (cuilibet enim particoMe haec gravitas inest) 
fiet b* seu 16 pro pondere cubi aurei, at a (gravi, specißca ar- 
gonti) in a^ (cubi argentei molem) dabit a* seu 1 pondus cubi hu- 
jus argenti; liabemus erga duo quadrati-quadrata realili, 
facUl e% qualnor dinensionibus: longitndiiie, latitudtna, 
altitudine, grhvitate specifica. Et iisdom positia si acca- 
dat qutnta dimensio, nerope impetus, quem jabendo aeqairwtot, 
ut si aureus kibalut* dupio tempore diatias argenleo, parcusalo 
(quae eal quinque diiAensionum) ab aureo cuibo «rit b**, S2, Üb 
argenteo a^, 1, et babemus duo surdesolida realia. El qtiia 
motuum proportimies pro arbitrio assomi poasMit, manifeitum est 
est ascendf ia influitum. 

(22) Unitas non multipUcat in numeris , I.l seo 1^1 est I, 
r2 seu 1.2 est 2^ Ib est k Multiplicat tarnen in rebus ipsia a«u 
attolllt dimensiones» qnando per Unitatem inteliigitur aliqua Um* 
sura pro Unitate assumta, ul pes; nam ip in Ip dal ipp seu pp 
sive pedea» ,.wa4ratum. Ita si a sit 1» ti|nc a^ erit 1, sed si i 
«ignificet unum ped^m, tunc a erit unu^ pes linearis, a' unus fff& 
.quai|ratus, a' uous pes cubus. Itaque unjtas subintelJ^ta sup|)|ft 
numerum dim^nsionum , ut (in fig. 25 supra) rectang. NBS ^egp. 
bc aequ. 2.3 seu 6, inte^llige 6 unitatum quadratanup. aeu 6a^. 
Jam 6 aequ. h, ergo bc aequ. h , subintellige bc aequ, tu W^ 
NB-^BE I 2.S aequ. NS^ST | 6^1, linea enim h sive NS rectangulo 
bc aequalis esse non potest, nisi haec linea NS ducatur in unita- 
tem ST. . 

(23) Itaque quando calculi non de nümeris abstfactis, sed 
de rebus ipsis ihtelligunlur , servanda est lex homogeneorum 
quam vocant, id est ea quae comparantur ac sibi adduntur vel 
auferuntun debent habere eundem numerum dimensionum, ut b^ 
et bc, item b^, b^c, b.€d, naque enim liiMa superficiei« superficiesve 
apaiio t#idintan$o, mtc «patinm vaeuum pondari corporis', oec pdfi« 
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Af» mortiium iiercimioni cömparari potest« Ec quando no» est 
.klea» 4inA<^D8ionnfD numerus, subintelligenda est unitae a, ut 8i 
tomparcDüir b* et c^d, bitjus loeo sumi potest acM. Saepe la- 
ai^n iKiitas djä^imulatur. 

. (24i) Quanlitas ex pluribus dim«ii«ioiub«is formata a me dia 
aolet forma^ Sunt autem hae 

tirad. 1. a. 
i: Grad. 11. a^ ab. * 

Grad. lU. a^ a^b, abc. 
Grad. iV. a*> a*b, a2b^ a^bc, abcd« 
{ etc. 

.ka.b^c'e .8ive 2?ä^d signifieat 8.9.5 aeu S60. Et uiilUaiiiia qui- 
,defQ haec est retsolutio numerorum derivati forum in p^rimi- 
tivos seu eo6i qui in alios (praeter se ipäum.atque.uiiilat^m) hoc 
.ro&doi redelvi uod peAsuot, ut I, 2, 3, 5^ 7, M, 13«. ist .elc Cae- 
1 tari ex Im ämiy ut 4 eat 2\ et (> est 2.3, et 8 est 23. et ^9 est 
iü^ est 10 et 2.5, et 12 est 2^.3, et 14 est 2.7, et i^ est ia, et 
.16 est 2\ et 18 est 312. 

' j25)(iKihil kl mullipUeatiooe facit nibü, 8e«A aequ. ,0?,aequ. 

0' aequ. O.a aequ. Ob vel bO. Nam centies nihil es4 näul, et aul- 

. liea contum seu nunquam iOO eat eüam nihil. Hinc s( «cribatur 

jjia^l), et Sit n aequ. 0, erit na'b aequ. 0. Item Ob a«qm..Oc nee 

ta^iea ideo b .aequ. o. Item quia af — bo aequ. 0,(1.6—2.^), erit 

;eAiam baf-r-b^c aequ. 0,(8eu 2.I.Ö— 2?.3, id est 12—12)« 

(26) Si tarnen significet rem nonquidem fAillain, sed in- 
finite pärvam, sive finiti^ nullo modo compafriabilem, eaque ducatur 
in rem infinitam, inde fleri pötest quantitas urditaaria seu finita. 
Inßnitum ita designo oc, eritque Ooo aequ. i. Si^d hoc intellrgen- 
dum ex exempli^, ubi dönsideratio haec'ntiiissima reperiettir, quae 

*sBo loco afleremus. 

(27) b» aequ. I. Nam b.o^b^ (per 18) aequ. bo•♦•^ id est 
(per 12) aequ. b* et hoc (per 22) aequ. l^b^. Habemus ergo 
bo'^b^ aequ. Pb^ ergo (per 29) b® aequ. I. Hinc corollarium 
b® aequ. 1, ergo et c® aequ. I, ergo b® aequ. *c<>, nee tarnen 
ideo b aequ. c, licet eniro alioqui quae eodem modo tractata exhi- 
bent aequatia, sint aequalia, tarnen per tractari est non tractari. 

(2$). r aequ* L®a/9qu. 1! aequ. i^.aequ. P etc. adeqqae 1^ 
aoqu. 1, ei, si a aequ. .1, erit av aoqu. I aequ« a'; et.jcoatra.si a'' 
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aeqa. 1, let y diversUB est ab unitate vel si a* aequ. a' et y ac z 
(Uvcffiä sunt ioter se, ttinc erii a aequ. 1. 

(29) Aequaiium aequimultipla aequalia sunt , et e converso. 
Sit f aequ. 6, dico esse fd aequ. 6d. Nam f- 6 aequ. (per 13), 
ergo Id— 6d aequ. (per 25), ergo fd aequ. 6d (per 13), quod 
erat demonstrandum. Eodem modo demonslratur et conversa, sci- 
licet quonim aequimultipla aequalia sunt, ea ipsamet aequalia sunt. 
Idem ex axiomate illo generali patet, quod aequalia J et 6, eodem 
modo traclata, nempe per d mulliplicata, exhibent aequalia, nempe 
fd et 6d. 

(30) + -I- est + seu +1^+1 aequ. +1, vel ponere ponens 
est ponere sive iefficere, ut habeas quod alioqui habiturus non es- . 
ses. IIa qiii parientem tibi donat, partum donat; qui tibi jus cen- 
tum nummorum donat, qui exigi possunt cum voles, is tibi cen> 
tum nummos donat seu -f+lOO aequ. 4- + 100 aequ. +100. 
Hioc -f l'^f-b aequ. +b, nam 4-b aequ. + Pb (per 22), ergo 
+ r-l-b aequ. +r+rb, al -hT+l aequ. -f 1 hie, ergo 
+ r+rb.aequ. +rb; at +rb aequ. +b (per 22), ergo +l^ + b 
aeqq. +b. Hibc •+b^*f c aequ. H-bc. Nam -f-b aequ. + l^b, et 
+ e aeqH^ 4-Kc /per 22), itaque +b''-f c aequ. +l"b"+l"c, et 
(quia<.per 16 in rnukiplicando transponere licet) aequ. +P+l^b'^c; 
jam b^Q e&l bo (per 15) et +r-hl est +1 hie; ergo fit 
:+r+rb''c aeqii. Hhl^bc, id est (per 22) +bc. Haec conside- 
ralio .^Dt ciHB' adjuncta unitate^ sumeddo 4 quasi +1, suo 
tempere usum babebil; proprie etiam non • polest + duci in +, 
non enim est^quantitas, sed -f L in +1. 

(31) 4 — est — deu +l"~^l aequ. — 1, seu ponere tol- 
ieas eet loUere seu effimre, ut non. babeas quod alioqui habilu- 
tos e8Ses, ut si tibi, donem animal prorsus nullius pretii ea condi*- 
tione, ut retineasi pasciirsque, donum meum potius poena erit tanto 
major tquaiUo voradits eht animal. Ita si in te transferam obli- 
gationen qua teneor, seu ut volgo loquantur debitum passitum 
ceBtHO) nomoMrum, ultque hoc ipso centum nummi patrimonio 
tao decedunt Itaque -fK— b.aequ. — b et -fc'^ — b aequ. — cb, 
ut in iiraeoedeDti,. seu adenitio duorum nummorum ter poaita est 
ademtio tea nummorum. 

i^2) —4- est +7 seu — '1^+1 aequ. — 1. Patet ex prae* 
cedenü, üam transpoMlio lidia per. 16. Sensus est: tollere poneus 
est toUeife,« ut si juE^ oentum napimoium seoure exigendorum tibi 
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I 

adimam, centum nummos ademi seu — K+100 e$i —100; item 
— 2^ + 3 est — 6, seu si tibi jus triuio iwininoruiii bis. aiinsm, 
sex nummos ad^mi. 

(33) est +, seu — K — 1 aequ. +1, seu tollere tol- 

lens est ponere, ut si tibi adimam animal illud inutlie et vorax, 
quod sub conditioiie alendi recepisti, teque lifo onere iiberem, tan- 
tum donasse videbor, quantum damni iliud animal alioqui daturum 
adhuc fuisset. Et, si obligationem centum nummorum quos alten 
debes, tibi ademtam recipiam in me, utique centum nummos tibi 
dedi. Itaque — P — b est -fb et per transpositionem — b'^ — lest 

\f i^c 4-b"c 

■fb et (per 29) — ^ aequ. "VTT » ergo-*-4)" — caequ. -fbc, 

id est si duae res | b | tibi adimantur, quarum unaquaeque alio- 
qui tres nummos | c | tibi ademtura fuisset. reapse sex nummos 
ea ratione acquisivisti sive nunc boc modo liabes, quos alioqui non 
esses babUurus. 

(34) n i V i s vo est subtractio aequalium.- Ut aulein in malti' 
plicatione, dato numero rerun repelendanim et repetitionum, qoae- 
ritur numerus rerum in Universum seu factus^ ita in di?iskme, dato 
facto sive numero rerum seu dividendo, quaeritur numerus repeti* 
tionum alterius rei seu divisoris; is numerus dicitur ouoliens. ite 
in muUiplicatione tres nummi (qui est numerus moltiplicandus s^u 
repetendus) bis (qui est multiplicator seu nuipmems repetilionum) 
sumti dant 6 (numerum productum), in divnione vero ipsius 6 per 
3, is qui antea erat productus, nunc ilerum est reaolvendus, id est 
quaeritur quoties ex tribiis nummis repetitis facUis sit; et respon- 
detur esse bis repetitos ac proinde tres nummos in seft namnit 
bis contineri, adeoque bis a sex nummis aubtrabi posse. Is ergo 
numerus repetitionum, hoc loco binarius^ qui in multiplicatione est 
datus, in divisione est quaesitus et dicitur ^uoliens^ pumems 
vero repetite subtrahendus, hoc loco ternarius, dicitur dirisor. Ideo 
est si binarius sit divisor, id est subtrahendus quoties fieri potest, 
et reperietur ipsum ter subtrahi posse. Hinc patet etiam, divisione 
dividenduro.dividi in tot aequales partes, quot suBt in divisore uni* 
tates, ut sex dividitur per 3 in tres partes aequales, nempe tres 
binarios, queraadmodum in mulliplicatiooe productus sex componi- 
tur ex aequalibus par^ibus, nempe tribiis biDariiq vel duobus ter- 
nariisi Itaque uti 2^3 vel 2.3 aequ* Oy ita 6^2' yel faequ^ S, et 
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6^3 yel | aequ. 2 ; ia literis bc aequ. f, ergo -r- aequ, c vel — 
aequ. h. 

(35) bc^c vel — , item -"c vel — aequ. b, id est si qua res 

c c c 

multiplicetur simiil et dividatur per idem, mulliplicatio et divisio se 

motuo tollent, manebit res |)rior. Eieropli gratia tertia pars tripli 

est siroptum. Itaque quivis multiplicatione produclus, ut hce (sive 

2^3^5) vel fe (sive 6^5) vel Tc (10-^3) vel iTe^b (sive \b^) eos- 

dem habet divisores quot factores, nerope bce, 30, divjdi polest 

per 2 et 3 et 5; b et c et e jungendo 2 et 3 per 6 vel f vel bc; 

juugendo 2 et 5 per 10 vel 1 vel be ; jungendo 3 et 5 per 1 5 vel 

l-|-e vel ce. Patet etiam hinc, quotientem et divisorem recipro- 

cari sen ex quotieOte iieri posse divisorem et tunc ex divisorefleri 

quotieutem; f aequ. 3 et | aequ. 2; item b divisorem, divisores 

be esse divisorem dividendi bce. Hiuc et divisor quotieiitis est di- 

yisor dividendi, quia et quotiens est divisor, 36^3 aequ. 12; jam 

12 dividi potest per 4, ergo et 36, quia 36 dividi polest per 12, 

et 12 per 4. 

b^ b» b* b^ 

(36) Hine -r- aequ. b aequ. ^ aequ. r^ etc«; item r-aeqü.b^ 

b* b* , b* 

aequ. 7-5 aequ. -rr^; et generaliter — aequ. b^^ (per arlic. 18 ei 

2* 64 

B5). Exetspli gratia ^ aequ. 2*-* aequ. 2* seu yp aequ. 4. Eo* 

cb cb^ cb' 

dem modo -r aequ. c seu cb*>, et -7- aequ. cb seu cb*, et -p 

aequ. cb^ etc. Itaque quando divisor. ut b, in dividendo, ul cb^, 
coDtinetur, tunc destruitur, et invenitur quotiens cb simplicior divi- 

deddo cb^. flint — aequ. 2, quia -^ aequ. — aequ. b. 

ö tj c 

(37) -r aequ. 0. Nam -r- aequ. t- (quia Ob aequ. per 

arlic. 25) et — aequ. per artic. 35. Hinc dividi potest per 

2, item per 3 etc.» nam dimidium nihil e»i nihil, et tertia par$ 
nihili esi nihil. Itaque est par, et est ternalis, et quaternalis, et 
quiBalis, et ita porro. 
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(38) — aequ. 1, sive -^ aequ. I, seu ornnis numerus per 

se ipsum divisus quotientem exhibet unitatem. Nam omnis nume^ 
rus non nisi semel a se ipso subtrahi polest, Idem caiculo ila 

constat. b aequ. I'^b (per 22), ergo 7- aequ. -r- (per axioma 

geoei*ale, quod aequalia eodem modo tractata exhibenl aequalia); 

jam 1-r aequ. 1 (quia in t- per artic. 35 duo -r- se mutuo tol- 

lunt), ergo -r- aequ. I. Idem aliter: Quantitatum — et 1 aequi- 
D b 

multipla per b, nempe -r-''b (id est b per 35) et I^b (id est b 

per 22) aequalia sunt, ergo (per 29 conversam) tpsae qu«ntilates 
sunt aequales. 

(39) Y ^equ. b, seu unitas dividendo non mutet. Nam 

Y aequ. Y"l.(per 22) et -=-^1 aequ. b (per 35). 

(40) Articulus 38 et 39 ita conjungi possunt breviterque 
probari. b aequ. b^l (per 22), at omnis multiplicatione productns 
ut b^l babet (per 35) eosdem divisores, quos factores seu gene- 
ratores boc loco b et 1. 

(41) Si numerus aliquis integer habeatur expressus per for- 
mam unicam constantem ex meris primitivis, tunc onooes diviso- 
res invenientur modo sequenti. Sit numerus 360 expressus per 
formam unicam (nam si expressus sit per formubm Gomposiiain 
ex pluribus terminis, res non pröcedil) b*c-e sive 2*3*5, ubi in- 
gredientes b^ c, e sive 2, 3, 5 sunt meri primitiv], nam 5 exempli 
causa non dividi polest nisi per unitatem et se ipsum , ergo 360 
dividi polest ante omnia per ], hinc priroo perb (2) et c (S) et 
e (5); secundo per formas secundi gradus in forma data con- 
tentas: b- (4), c^ (9), bc (6), be (10), ce (15); tertio per for- 
mas tertii gradus: b* (8), b^c (12), b^e (20), bc^ (18), bce (30); 
quarto per formas quarti gradus: b*c (i4), b*c*(36), b^ce(60), 
bc^e (90) ; q u i n to per formas quinti gradus : b*c* (72), b^ce (120), 
b*c^e (180); sexto forma proposita dividitur per unam formam 
sexli gradus, nempe per se ipsam b*c*e. 

(42) Hinc si modus exprimendi numerum datum 4jer priAii' 
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tivos non Mbeafur, potest nnmeras datus ad primitivos reduci 
hoc modo. Ponamos ignoniri quod 360 sit b^c'e vel 2^3*5, hoc 
ita inveRvemas. Percurramus ordine omnes primitivos, quoad opus 
erit; et quidem omnis numerus dividi potest per 1. Post 1 se- 
quitur 2; dividatur ergo 360 per 2, fit 180, nempe 360^2 aequ. 
180 (seu bVeJ) aequ. b*c*e). Similiter 180^2 aequ. 90 (bVe^b 
aequ. bc^e), 90^2 aequ. 45 (bcHJ) aequ. c*e). At 45 si divida- 
tur per 2, manet residuum, itaque hoc ad scopum nostrum non 
procedit (ncc c^e^ procedit ad scopum nostrum). Ergo proceda- 
tur a 2 ad proiffmum primitivum 3, et fiet 45^3 aequ. 15 (c^e^c 
aequ. ce), 15^3 aequ. 5 (ce^c aequ. e). Jam 5 non amplius sine 
residuo divrdi polest per 3, nam si 3 detrahas a 5, restat 2 , a 
quo 3 amplius detrahi non potest. Ergo ulterior divisio per 3 non 
procedit. Proxirous primitivorum post 3 est 5. Hoc si dividatur 
5, quod paulo ante provenerat , fiet 5^5 aequ. 1 (e^e aequ. 1), 
unitas autem amplius dividi non potest. Habemus ergo, 360 dividi 
posse per 2 quidem ter seu per cubum ipsius 2 sive per 2^, per 
3 vero bis seü per quadratum ipsius 3, ac denique per 5 semel, 
unde fit- 360 aequ. 2^3*5* seu b*c*e'. Si quis vero in tah inqui- 
sitione occurreret primitiVus inapplicabilis seu per quem divisio 
eiacte. (ieri non possit, is transsiUetur sumeturque sequens. Hac 
methodo etiaro apparebit, an numerus aliqiiis sit ipsemet 
omnino pri mitivus, id est per alium praeter unitatem et se 
ipsum dividi non possit. Nam tentetur, an dividi possit per om- 
nes ordine primitivos, donec perveniatur ad primitives/ per quos 
dividendo fiant quotientes (neglecto residuo) minores divisore, ut 
19 dividatur per 2, prodit (neglecto residuo) 9, et 19^3 dat 6, et 
IM dat 3, ergo ultra pergi opus non est, quia 3 quotiens minor 
est quam 5 primitivus divisor. Ratio est, quia si per primitivum 
altiorem, ut 7, procederet divisio, tunc quotiens cum minor sit 
quam 7, deheret vel esse primitivus minor (]uam 7, vel certe si 
non est primitivus, debebit divisibijis esse per primitivum minorem 
se ipso, adeoque minorem quam 7. Jam si quotiens est exacte 
divisibilis per aiiquem primitivum minorem quam 7, etiam dividen- 
dtts erit divisibilis per divisorem minorem quam 7 (per artic. 35) 
contra hypothesin; tentavimus enim jam per omnes. Ergo per 
primitivum altiorem, ut 7, non potest dividi dividendus, adeoque 
inutilis est tentatio ulterior. Dantur autem varia compendia [ft*o 
aguoscendis numeris primitivis, sed ea non sunt hujus loci. 
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(43) Ex pluribus eju^dem nuDOü^ri divisoribu» 4«if {?ctoribuf 
illi qui simul eum faciunt, dicantur confactores, ut exempli 
gratia 12 seu 1-f b aequ. b^c aequ, de aequ. bf. Sunt ergo coo- 
factores primo modo b, b, c, secundo d, c (?el b^ c), tertio bf 
(seu b, bc). Possunt et dici condivisores, 

(44) Si numerus divisibilis sit per primitivum aliqueo)» tiinp 

aliquis confactorum ejus per eundem primitivuro divisibilis erit, 

jiit si 2.6 seu 12 divisibilis est per 3, dico vel 2 vel 6 d^ere divi- 

sibilem esse per 3. Nam si resolvatur numerus 2.6 secuodum artk. 

42, ut habeatur modus exprimendi eum per primitivoe rac^res, 

necesse est ut Inter eos etiam compareat 3 ; resolvendo autem hoc 

modo debet vel 2 vel 6 resolvi vel ambo, itaque 3 debet laterevel 

in uno vel in utroque, partim enim in uno, partim in alteroiatere 

non potest, quia ipsemet est primitivus sive resolvi in plures lac- 

tores non potest. Et itaque cum 2 non sit divisibilis per B, neque 

adeo in 3 resolvi possit, necesse est 6 in 3 resolvi posse; est 

enim 6 aequ. 2.3, et fiet 12 aequ. 2.2.3 seu 2^3. Si vero divi* 

sor non sit primitivus, id necesse non est, ex. gr. 12 seil 2.6 di- 

vidi potest per 4, et tarnen neque 2 neque 6 per 4 dividi potest: 

sedjpsum 4 resolvendo in primitivos, fiet 2.2, itaque 4 partim 

2.6 
continetur in 2, partim in 6 hoc modo h~~o> "^™ unum 2 contrne* 

tur in uno confactore (2), alterum in altero confactore (6). 

(45) Hinc si potentia sit divisibilis per aliquem primiliTum, 
latus erit divisibile per eundem, ex. gr. 6' sive 216 dividi polest 
per 3, er^o cum ejus confactores sint 6, 6, 6, ideo unus exipsis, 
nempe (cum sint aequales assumti) ipsum latus 6 etiam dividi pote- 
rit per 3. 

(46) Numef*us divisibilis per plures primitives divisibilis est 
per factum ex omnibus. Ut si numerus 30 divisibilis sit per 2 et 
3, necessario divisibilis erit per 6. Necesse est ut enim in resolu- 
tione secundum modum artic. 42 appareant ambo, itaqqe compare- 
bit 2, 3, nempe 30 est 2.3.5. 

(47) Si plura aequimultipla additione vel subtractione cod- 
junguntur, composituip cum ipsis aequimultiplum erit, vel quod 
idem est si plures quantitates divisibiles per eundem numerus 
conjungantur in eandem formulam, composita formiila erit divisibi- 
li» per eundem, ex. gr. si conjungantur 6 et 9, ambo divisibiles 
per 3, compositum 15 erit etiam diyisibiie per 3. bc+cc (seu 
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b+cc seu ec) utique divisibile est per c, fiel enim aequ. 

b + c aequ. e. Similiter: 15-9 (seu 6) dividi poterit per 3, qui« 

lam 15, quam 9 dividi polest per 3. Ita ec — c* (seu ^^^ seu 

b 

bc) dividi polest per c, fiel enim aequ. e— c aequ. b, sive 

PC y^Q QQ /»/» 

~ erit integer, et — est integer, ergo est integer, quae 

omijiia patent «x artic, 35, nam c supra et infra se mutuo'tollunt. 
(48) Hinc si tota formula divisibilis sil per aliquem nume- 
rum et pars per «unde% reJiqua pars etiam per eum divisibilis 
erit. Ita sit 12 aequ. 1+b, is numerus 12 totus dividi polest per 
b sive per 2 (per hypothesin) et pars ejus b dividi etiam polest 
per b (per artic. 38), ajo alleram partem 1 etiam per b dividi 

12 

posse. Nam 12 divisib. per b [sive -r- est integer], item b divi- 

•III- i_ r b ^ . ^ 12 b 12— b 

sibihs per b [seu ~ est mleger , ergo t* — -r-, erit — -T etiam 

integer] seu 12- b erit ex^cte divisibilis per b, per artic. 47. Jam 
12— b (12—2) est aequ. 1 (10) (quia 12 aequ. 1-hb, ergo subtra- 

hendo utrobique b fit 12— b aequ. ^ aequ. I). Ergo si 12— b 

divisib. per b, etiam aequalis ei I per b divisibilis erit, quod osten- 

dendum erat. Similiter sit 24 aequ. 31— f (3.10—6), — aequ. 8 

3 

. 24 . . . 31 . f 

seu — est inleger, ergo et ^ est integer, nempe 1, ergo et -|- 

«St inleger, seu quia tota formula 31— f seu 24 dividi polest per 
3, et 31 etiam^ sequilur et f dividi posse per 3, nam quia 24 
acq«. 31 -f, ergo 24 + f (aequ. 31— f+f) aequ. 31, ergo (24) + f 
(--24) aequ. 31—24; jam 31 divisib. per 3, et 24 etiam, ergo 
per artic. 47 tomposila formula 31—24 seu f divisib. per 3. Hae 
propositiones sunt principium divisionum, quae in numeris compo- 
sitis per partes peraguntun 

Hnc e converso, si una pars formulae per aliquam, quanti- 
talem vel numerum sit divisibilis, altera vero pars integrans (seu 
reliquum totam formulam absolvens) per eum divisibilis non sit, 
tunc ip^a formula per eum divisibilis non erit. Ita 19 non polest 
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dividi per 3, nam diseerpi potest in duas partes 18 et 1 (quia 
18-1-1 aequ. 19) quarum una 18 dividi potest per 3, altera vero 

1 minime. 

(49) Duo numeri integri per eundem divisibiles dicuntur ha- 
bere communem Mensuram, id est communem dixisorem, ut 
l)c et CO sive 6 et 9 communem habent divisorem c sive 3. Si 
vero nullum habeant communem divisorem, dicuntur esse primi 
inter se. Divisor autem exactus merito dicitur mensura, ui 2 
est mensura numeri 6, quia aliquoties (nempe ter) repetitus no- 
merus numerum 6 exacte metitur, nuilumque residuum relinquit 
Ideo 6 et -4 dicuntur habere communem mensuf am 2. 

(50) Si numerus divisibiiis sit per atrum, aliquis confacto- 
rum numeri dividendi habebit commnnem meAsuram cum divisore. 
Ita numerus 60 drvidi potest per 15, ergo aliquis ex duobus^ ejus 
confactoribus vel condivisoribus, nempe 2,30, communem habebit 
divisorem cum 15. Nam 2.30 resolvi poterit ad modum artic. 41 
et 42 ut divisores omnesi appareant, nempe inter caeteros etiam 
3.5 seu 15* Jam 2 nee in 3 nee in 5 resolvi potest^ ergo ne- 
cesse est 30 ita resolvi posse; itaque 30 et 15 habent communem 
divisorem 3/imo et communem divisorem 5, quin imo 30 et \h 
habebunt communem divisorem 15, nam 30 per 15 dat 2, et lä 
per 15 dat 1. Sciiicet 60 est 2J0 vel 2.2.3.5 sive 2^3.5. . Süni- 
liter quia 60 dividi potest per 3 (fit enim 60^3 aequ. 20), ne- 
cesse est unum saltem ex duobus confactoribus 2 et 30 habere 
communem divisorem cum 3, et vero 2 non habet, ideo necesse 
est, ut 3 ^t 30 sint condivisibiles, quod et verum est, nam tarn 
3 quam 30 dividi possunt per eundem 3. Ita quia 3'^20 aequ. 60 
et 60 dividi potest per 30, patet hoc loco non alterutrum tatitum, 
s<ed utrumque tam 3 quam 20 ipsi 30 condivisrbilem , nam 3 et 
30 dividi possunt per 3, et 20 et 30 dividi possnnt per 10. Et 
generaliter ista patent ex habita forma qua numerus 60 per primi- 
tivos exprimitur; ut 60 aequ. 2^.3.5 seu 2.2.3.5, quomodocunque 
enim conjungantur isti factores simplicissimi 2.2.3.5 in confactores 
compositos, nempe in duos confactores 12 (id est 2.2.3) et 5, item 
20 (2 2.5) et 3, item 30(2.3.5) et 2, item 4 (2.2) et 15 (3.5), 
item 6 (2.3) et 10(2.5), et in tres 4 (2.2) 3 et 5, item 6 (2.3) 

2 et 5, item 10 (2.5) 2 et 3, item 15 (3.5) et 2 et 2, et deni- 
que in quatuor 2.3,4.5; patet quemlibet lactorem vel esse primili- 
vorum unum, vel ex parte eorum invicem ductoruni' fieri; adeoqne 



divisores ejus esse partem dirisoruiii Diimeri 8«u latere in confac- 
toribus simul siimlis, et quidem vel totum \u uno coDfactorum, vel 
pro parte in uno, pro parte in aitero. 

(51) Hinc .si potentia sil diyisibiiis per aliquem nuinerum, 
necesse est latus et divisorem habere mensuram communem, ul si 
bVd^ nulius polest assumi divisor, qui non coniineat aliquam 
ex iiteris b vel c vel d, itaque habebit literam cum latere bcd com- 
munem. 

(52) iNumerus divisibilis per plures primos ioter se, divisibi- 
lis est per factum ex omnibus, ut numerus divisibilis per 5 et 6 
et 7, divisibilis est per 210 seu 5.6.7. Nam divisibilis est per 5 
et per 6, sed quia 5 nihil conlinet commune cum 6, nihil con- 
tribuit ad hoc, ut numerus sit divisibilis per 6; ideo alterum ab 
aliero separatum est , et si divisus sit per 5, adhuc dividi poterit 
per 6; idemque est de 7. Itaque numerus divisibilis per 5 et H et 
7 necessario erit 5.6.7. Sed secus est in numero divisibili per 4 
et 6, exempl. gr. 86; is enim non est necessario divisibilis per 

24, sed solum per 2.3.3 seu per 12, quia 2 est communis men- 

sura numerorum 4 et 6. 

(53) Si a numero aliquo diminuendo 21 subtrahatur numerus 
ut 15, et residuum 6 habeat communem divisorem cum subtracto 
15, tunc subtractus 15 habebit eundem communem divisorem cum 
diminuendo 21. Nam in Iiteris^ sit 21 — ce aequ. cL«, ergo 21 
aequ. cb + ce, ergo 21 id est cb + ce habet divisorem c, eundem 
qvem habet ce. 

(54) Si a numero aliquo dividendo 56 subtrahatur divisor 
12, quoties fieri polest, et sit residuua 8, tunc 4 maxima com- 
munis mensura divisoris 12 et residui 8 erit maxima communis 
mensura divisoris 12 et dividendi 56. In Iiteris, sit divisor x et 
quotiens 4 (quoties scilicel x subtrahi polest a dividendo), residuus 
h, dividendus 56, ulique erit 56 aequ. 4x + h. Ponamus jam x et 
b habere maxivmm communem divisorem d, et esse x aequ. cd, 
et h aequ. bd, fiel 56 aequ. 4cd + bd. Jam duorum numerorum 
4€d + bd et cd maximus communis divisor est d, quoniam si ma* 
jor aliquis sumatur divisor ipsius 4cd , nempe m , is non erit di- 
visor ipsius bd (alioqui 4cd et bd haherent communem divisorem 
m m/yqrem quam d contra hypQtbesin , posuimus enim d esse 

vn. 7 
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maximum) ; at omnis divisor ipsius 4cd , qni non est diyisor ip- 
sius bd, non polest esse divisor ipsius 4cd-|-bd per arlic. 48. 
Ergo m non est divisor ipsius 4cd + bd seu ipsius diyidendi 56, 
ergo non datur communis divisor dividendi 4cdi-bd (seu 56) et 
divisoris cd, ijui sit major quam d. 

(55) Hinc si dividendus dividatur per divisorem, et divisor 
per residuum , et residuum primum seu divisor secundus per resi- 
duum secundum seu divisorem tertium, et ila quousque libuerit, 
tunc maxima mensura communis ultimi divisoris et Ultimi residui 
erit maxima n:ensura communis primi divisoris et primi divideudi. 
Nam quia divisor et residuum divisionis praecedentis fiunt dividen- 
dus et divisor sequentis, et per praecedentem commuiiis mensura 
divisoris et residui est communis mensura dividendi et divisoris, 
ergo communis mensura divisoris et residui divisionis uitimae est 
communis mensura dividendi et divisoris divisionis uitimae, ergo 
divisoris et residui divisionis penuitimae, ergo dividendi et diviso- 
ris divisionis penultimae, ergo rursus divisoris et residui divisio- 
nis antepenultimae, ergo dividendi et divisoris divisionis antepenui- 
timae, et ita porro procedetur usque ad dividendum et divisorein 
divisionis primae« 

(56) Hiuc habetur modus inveniendi duorum numerorain 
iniegrorum maximam communem mensuram, si quam babenf. -Di- 
vidalur dividendus per divisorem, divisor per residuum, idque 
continnetur, donec nulluni sit residuum, et ultimus divisor erit 
maxima communis mensura quaesita. Ultimus enim divisor, cum 
nuilum residuum relinquat, erit divisor exactus, omnis autem 
divisor exac tus est max ima mensura communis sui 
ipsius et dividendi (est enim divisor dividendi, et quilibet 
numerus est maxiraus divisor sui ipsius seu quo non datur major 
sui, ergo nee dalur major communi?). Ergo ultimus divisor est 
maxima communis mensura Ultimi divisoris et Ultimi dividendi, 
ergo et residui (qui est ultimus divisor) et divisoris divisionis penr 
uitimae (qui est uliimae dividendus), ergo per praecedentem om- 
nium divisorum et residuorum, itemque omnium divideiidorum et 
divisorum divisionum praecedentium, adeoque et primae ; dividen- 
dus autem et divisor divisionis primae sunt numeri dati, quorum 
communis divisor quaeritur. Semper autem habetur deniqae ulti- 
mus divisor exactus; quoniam residuus est semper integer sem^^ 
perque decrescit, t^ndem vel inveuituf divisor exactus, qui est 
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maxima mensura commuBis quaesita , nc^c opus est nltra pergi, vel 
devenitur ad unitatem. inüra quam descendi non polest, nam nee 
datur inleger minor unitate, et unitas semper ist dlvisor exactn«. 
Quahdo autem pergendum est usque ad unitatem, tunc signum est, 
düos fiumeros nullam habere communem mensuram nisi unitatenl, 
seu esse primos inter se. Ulrumque exemplis declarabo. Siot 
duo numeri 56 et 12, quorum quaeritur mensura communis; 56 
aeqn. 4.12+8 (erit 56 dividendus, 12 divisor, 4 quotiens. 8 re- 
sidHus), 12 aequ. 1.8 + 4 (erit 12 dividendus, 8 divtsor, 1 quoti» 
ens, 4 residuus), 8 aeqa. 2.4 (erit 8 dividendus, 4 divisor, 2qoo* 
tiens, residuus 0). Ergo maxima communis mensura 56 et 12 est 
4, seu 56^4 dal 14, et 12^ dat B. At 14 et B amplius divido- 
rem eommunem non habent. At 120 et 49 esse primos inter sc 
sie discemus: 120 aequ. 2.49+22, 49 aequ. 2.22 + 5, 22 aequ. 
4;5-}-2, 5 aequ. 2.2+1, ergo ultimus residuus est 1, adeoque 
null» alia datur ntensura communis. 

Unusquisque numerus di?idi potest per unitatem, secundus 
quisque per 2, tertius qutsque per B, qnartus qui^que per 4, et 
ita p(H*ro , ioeipiendo numeratiouem ab 0. Ita 0, B, 6, 9 etc. sunt 
divisibiles per B. 

Hinc sequttur, productum ex duobus numeris coniinuis, ut 
0.1, vel 1.2, vel 2.B, vel B.4 etc. esse nuraerum parem seu divi* 
sibilem per 2; et productum ex tribus continuis esse numerum 
divisibilem per B, ut 4^.6 sive 120, vel 5.6.7 sive 210, vel 6.7.8 
sive 3B6; semper enim umis inter eos est ternalis seu divisibilis 
per B. Ita produetus ex quinque continuis, ut 12.1B.14. 15.16, 
semper est divisibilis per 5 ; nam unus quinalis semper inest, quia 
quintus quisque est unus ex quinque coniinuis , nunquam enim 
inlervallorum eorum inter duos quinales plures quam quatuor nu- 
meri interpositi esse possunt. 

Hinc sequitur, productum ex tribus continuis dividi posse per 
6, ut 120^6 aequ. 20 et 210^6 aequ. B5, quia productum ex tri- 
bus continuis est etiam productum ex duobus continuis, ergo di- 
vidi potest per 2, idemque quia est ex iribus, dividi potest per B. 
Similiter productum ex quatuor coniinuis dividi potest per 2.B.4 
seu per 24, ita 8^9^10'^11 seu 7920 dividi potest per 24. Et ita 
porro. Uude sumto quocunque numero ut y, cujus continui 
su nt y + 1 e t y+2 et y + B etc. productus ex omnibus, nempe 
y^y + 1 y+2^y^ B etc. dividi potest exacte per r2^B"4 etc. Ilaque 
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sunt minieri integri, modo y sit integer. Hinc innuroera e con ae- 

queiitiae elegantes duci possunt; exempli causa, quia ^'^ vel 

^-^ esl integer, erit yy + y numerus par, a quo si aureralur2y, 

qtti est etiam par, residuus yy — y i^rit par. Itaque si a numero 
qiiadrato auferatur latus, residuus erit par, ut 9 — 3 est 6, idqiie 
etiam ex eo patet, quod fit ex duobus sola unitate diflerentibus 
seu continuis y— l et y. Similiter yry + l."y4-2 seu y*4-3yy-f 2y 
est ternalis seu divisihilis per H , ergo auferendo tarnalero Syy^Sy 
restabit y^ — y, qui etiam erit divisibilis per Hi. Iiaque cubus la- 
tere minnlus semper est ternalis sive exaote divisibilis per 3. nodo 
scilicet latus y sit numerus integer. Imo y'-^y est senalis sea 
divisibilis per 6, fit en im ex 'tribus coDliouis seu sola unitat« diffe- 
rentibus y — l.y.y+l. Eodem modo y~ 2."y— Kyry4 »ry+2 
seu y* — 4"y*— Tyseu y* — 5y*-H4y divisibilis per 1.2.-'i.4.5 seu 
per 120 adeoque et per 30, a quo si auferatur öy'-^5y divisibilifl 
per 30 (nam y® — y per 6), restabit y* — y divisibilis per 30. Hinc 
sequitur, si y neque per 2 neque per 3 neque per 5 dividi possit, 
tunc y*— I etiam dividi posse per 30. Sunt enim numeh y^->y 
duo confactores y et y^ — I ; jam si y dividi non potest per primi- 
tivos 2 et 3 et 5, necesse est per artic. 44 alterum confactoram 
y* — I dividi posse et per 2 et per 3 et per a, qui ctrai sint pri- 
mitivi, necesse est per 46. y^— >1 dividi possa per 2.3.5 sau per 30. 
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Ilaque 3* significat tres esse 
uniones ternarii, item 3** deno- 

• 

tat tres esse biniones ejusdem 
tefnarit, et ß* indicat sex esse 
biniones quaternarii. Sint enim 
res quatuor a, b, c, d, erunt ea- 
rum biniottes sex, nerope ab, ac, 
ad, bc, bd, cd* 4* significat qua- 
tuor rerum esse quatuor uniones, 
nempe a, b, c, d, et 4** signifi- 
cat quatuor esse terniones qua- 
tuor rerum, scilicet abc, abd, acd, 
bcd. 

Numeri hujus Tabulae baue ha- 
bent proprietatem. ut duae com- 
binationes aiicujus numeri (ut 
binarii) sibi proximae (ut 2 et 1 , 
quarum ilia est unio, baec binio 
binarii) simul sumtae constituunt 
( 3** ) combinationem Numeri 
proxime majoris (ternarii) com- 
binationum priorum (binionis et 
unionis) majori (nempe binioni) 
similem (sive erit 3*f sive 2 + 1 
binio ternarii, erit unio binarii 
+ binio binarii). 

Habent etiam hanc proprieta- 
tem Numeri hujus Tabulae, ui 

combinatio quaelibet (ut binio 

v.y — 1\ 

■ -j-rt- 1 multiplicata per (y — 2) nu- 
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merum rerum (y) indice (2) minutumi et divisa per (8) indicem 

9'i I combinalionem proxime 

tnajoretu ejusdem nunieri. 

His proprietalibus demonstrandis nunc quidem supersedebi- 
mus, sunt enim satls ab aliis demonstratae , sed ex iliis ducemus 
novas, circa Numerorum divisibilitates. Prima autem haec lest: 

Factus ex nummeris continuis (seu sola unilate diffe- 

rentibus) quotcunque (ut y,y ly~2) dividi potest per 

factum ex totidem continuis incipientibus ab Uni- 

vy — 1 Y.v — I Y — 2 

täte (1.2.3). Nam - , vel ^ ^ : etc. est numerus com- 

binationis Rerum; est ergo numerus integer. At si numerus all- 

Y« V"~~~ 1 «¥"""2 

quis integer exprimatur per modum fractionis, ul ^''^ o q "» 

necesse est ejus Numeralorem y.>— l.y — 2 dividi posse per de- 
nominatoreü) f. 2. 3 seu 6. 

Corollarium. Hinc quilibet Numerus factus ex conli- 
puis dividi potest per nu merum quem vis, qui nonesl 
major numero conlinuorum; itay.y — l.y — 2.y — 3.y — 4.y-"5 
dividi potest per 2 , item per 3 , item per 4 , item per , ilem 
per 6. 

Ex bis duci possent iqnumera theoremata circa potentiarum 
vel aliarum formularum divisibilitates, verbi gralia: y.y — 1 sive 
yy-ry bifidus seu divisibilis pej* 2. Ergo omnis Numerus quadra- 
tus latere minutus est bifidus. Eiiam omnis quadratus latere auc- 
tus est bifidus. El omnis quad rato-quadrat us suo qua- 
drato minutus est quadrifidus seu dividi potest per 
quaternarium, inio per duodenarium. Sed haec liuncper- 
sequi non placet. Ne quis autem dubitet an regutae uniusmodi 
sint universales seu verificeniur etiam cum latus est unitas, scire 
debet, Nullitatem seu Nihil esse numerum exacte divisibilem per 
quemlibet numerum ; itaque etiam Unitatis quadrato-quadratus ip- 
sius unitatis quadrato minutus, nempe 1 — 1 siveO, divisibilis erit 

per 12, nam -r^ estO; sed de bis alias. 

■ 

Si Numerus, rerum sit primitivns, combinatio 
ejus quaelibet per ipsum dividi potest, demta prima 



las 

v»v~~" I .v **- 2 V 3 
et ultima. Sil combinatio ?. g. quaternio -^ — *'; '^ et 

Sit y Numerus rerum primitivus ex. g. 5, ajo eam dividi posse 
per 5. Cum enim y sil primitivus, nulium habebit divisorem prae- 
ter se ipsum, ideo nihil confert ad divisibilitatem, nisi in combina- 
tione ultima, ubi ipse est ioler divisores, sive si y — l.y — 2.y — 3 
non Sit divisibitis per 1.2.3.4, multiplicatus per y non fiel divisibi- 
lis (quia primitivus numerum multiplicans non reddit eum ex non- 
divisibili divisibilem nisi per se ipsum), at multiplicatus per y, 
(ians y.y— l.y — 2.y— 3, est divisibilis per 1.2.3.4 ex bypotliesi , ergo 

y~l.y-2.y— 3 



y — l.y— 2.y — 3 est divisibilis per 1.2.3.4, sive 



i.2«3.4 



est integer. Is autem prodit, si combinatio proposita -^ — ' '^ 

dividaiur per suum numerum rerum y. Ergo ea divisione prodit 
integer, et proinde combinatio quaevis (excepla ultima) quaesicex* 
primitur, id est quaevis praeter y^ seu nullionem sive primam, est 
per suum numerum rerum exacte divisibilis, si numerus rerum sit 
primitivus; ita 7.21.35.35 21.7 combinationes septenarii sunt divi- 

sibiles per 7. 

Generalius: Quaelibet combinatio, exceptis duabus 
extremis, div isibilis est per aliquem divisorem sui 
numeri rerum, sive communem habet cum numero rerum 
divisorem, et ideo nuuquam (exceptis duabus pene extremis, quae 
coinciduDt cum ipso numero rerum) potest esse primitivus. Sit 
combinatio y . y— 1 . y — 2.y — 3 y— 4^ 1.2,3.4.5, quae fit ex 
y — l.y — 2.y — 3 y— 4^1.2.3.4 quae est combinatio proxime praece- 

y 

dens uumeri |)roxime minoris quam vocabimus C ducta in --; est 

ergo combinatio proposiin ~ , il existente integro. Quodsi jam 

index 5 coincidit cum Cy seu cum combinatio est ultima, tunc non 

Cv 
potest dividi -^ per y; sed et ratiocinatio non procedit cum com- 

binatio proposita est prima seu minima, nee datur C. in ceteris ca- 

C 

sibus debet vel C dividi per 5, quo casu erit — integer, ac pro- 

fv C 

inde J erit divisibilis per y, nam iIhImI ^ integrum; vel C non 
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potest dividi per 5, tunc si 5 est primitivus, debet y dividi per 5, 
et "l" cril divisor aliquis ipsius y inleger, per quem potent dividi 

-J, sin esset derivalivus, ut -J, tunc combinalio proposila ^- po- 
6 o 

terit dividi per aliqtiem ipsius 6 divisorein. Nam C, quod non pot- 
est dividi per 6, vel poterit dividi per aliquem ipsius 6 divisorem, 
ut 2, tunc poterit neccssario y dividi per alium ipsius 6 condiviso- 

rem, nempe 3, ut -^ fiat integer, ergo restabit alius divisor ip- 

o 

sius y hac divisione per 6 non sublatus, per quem dividi poterit 

Cv 

combinatio •^; vel C non potest omnino dividi per ullum ipsius 
6 

6 divisorem, et tunc necesse est y vel cum 6 coincidere, quod fit 

in casu ultimae combinationis ]am excluso , vel y dividi posse per 

Cy 

, restabitque divisor aliquis ipsius y per quem dividetur -^. 

Generaliter ergo omnis combinalio exceplis duabos extremis dividi 
potest per aliquem divisorem ipsius y, si non per ipsummet y« 

Si combinatio proxime praecedens (C) numeri 
proxime praecedentis divisibilis'est per indicem 
combin atio nis datae (6X tunc combinatio proposila 

(ft ) ^^^'^' ^^^ potest per numerum rerum (y), sin 

illa non est divisibilis per indicem, tunc haec est di- 
visibilis per suum numerum rerum. Est ergo nota reci- 
proca. Demonstratio palet ex praecedenti demonsfralione, ubi eam 

C 

satis altigimus. Sed ut breviter tarnen repetamus: Si -est integer, 

c Cr 

utique ^ y dividi polest per y; sin — non est integer, nee -^ 

C 
dividi polest per y. Est enim --- quotiens divisionis per y factus. 

Si combina tio aliqua (C) p.er suum indicem (4) 
un itate auctum (5) et ila primitivuqfi dividi potest, 
tunc ejus numerus rerum (y — I) unitate auctus (nempe 
y) per hunc primitivum dividi non potest. Et, si ille 
non potest, tiinc hie potest. Est ergo reciproca. Hoc ita 
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demonstrafur : Si i n q a ®*^^ C est divisibilis per 5 

stfu indiccni 4 unitale aiiGtum, «t 5 esi prioiitivus, neoesse est ali- 

quem ex ipsis facloribu& Numeratoris , nerope vel y — 1, vel y — 2, 

vel y— ^B, Tel y — 4, esse divisibiien} per 5; et contra. Ratio: 

qiiia cum sH primitivus , non potest unus factorum di¥idi per 

»Dum divisorem ipsius 5, alius per alium, ut in se invioem ducti 

fackint aliquod divisibile per ipsum 5. Jam si aliquis ex bis mul- 

t^licaloribus est difisibilis per 5, necesse est numerum, qui minus 

quam indice unitate auclo seu quinario a quolibet eorum distat, 

uon esse divi&ibilem per 5. At y distat a quolibet eorum minus 

quam 5, nam a maxime remoto y — 4 distat quaternario. Ergo 

si aliquis ex bis multlplicalohbus divisibilis per 5, tunc y non est 

divisibilis per 5. Contra si nuUus ex bis multipiicatoribus est 

divisibilis per 5, tunc cum sint pauciores unitate quam 5, necesse 

est proximum ipsis« nempe y, esse divisibilem per 5^ quod autem 

de multipiicatoribus omnibo«, et de ipsa combinatione in casu 

divisoris primitivi verum est. Habemus ergo ostensum, quod pro- 

poeueramuß. 

Cum numerus rerum (y) per indicera combinatio- 

nis primitivum (5) di vidi non potest, tunc selum et 

i.- *• /yy— ••y^2,y--3.y— 4i 
seraper combinatio 1=^-=^ . o »^ " 1 ^^^ ipsum 

numerum rerum dividi potest. Nam cum numerns rerum 
y per indicera combinalionis primitivum 5 dividi non potest, tunc 
sotum et samper numerus rerum praecedens y — 1 unilate auctus, 
id est y, per indicera combiuationis praecedentis 4, unitate auctum, 
primilivum 5 dividi non potest. Cum numerus praecedens y — 1 
per eombinalionis suae indicem 4 unitate auctum 4-|-i primiti- 
vum ibvidi non potest, tunc solum et semper combinatio iila 

y-^l.y— 2.y— 8.y— 4 . ^ . ,. •. . * 

, ^^ — sive C per mdicem suum unitate auctum 

1.2.B.4 

4^1 primitimm dividi potest, per propositionera praece- 
dentem convertibilem. Est autem combinatio illa C proxime 
praecedens numeri proxime praecedentis, Jam cum combinatio 
proxime praecedens C numeri proxime praecedentis y — 1 per in- 
dicem suum unitate auctum, seu per hidicem combinalionis propo- 
sitae 5 dividi potest, tunc solum et semper ipsa combinatio propo- 
^iia per suum numerum rerum y dividi polest, per propositio- 
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nem ante praecedentem coiiTertibilem'. Ergo cum nu- 
merus rerum etc. Q. E. D. 

Ei hac propositione patei, solos Numeros Rerum pri- 
mitivos habere hanc proprietalem, ul quaetibet eo- 
rum cooibinalio per ipsos dividi possit, seu attributum 
hoc supra de ipsis demonstralum esse convertibile. Nam inter in- 
dices combinatioDum numeri rerum est quihbet numerus ipso mi- 
nor, ut inter indices quinarii sunt qualernio, ternio, binio, unio 
(uullionem autem primarü et ipsam ullimam, hoc ioco qumionem, 
in bis propositionibus semper exclusimus). trgo si Numerus re- 
rum est derivativus seu per aliquem primitivum divisibilis, dabilur 
aiiqua ejus combinatio, cujus index erit ille ipse primitivus, sed 
illa combinatio uou est per suum numerum divisibilis, per prop. 
praecedentem. Ergo omnis Numerus derivativus habet combi- 
nationem, quam non dividit. 

Antequam pergamus , propositiones quaedam constituendae 
sunt de modo cognoscendi, quot in data serie continuorum conti- 
neantur numeri divisibiies per datum. 

Numeri continui quotcunque incipientes cum 
unitate, tot continent numeros divisibiies per datum, 
quot in eorum raaximi per datum divisi quotienle 
sunt unitates, ut 1.2.3.4.5.6.7.8.9.10.11.12.13 continenti.numeros 
trifidos seu per ternarium divisibiies quatuor, quia 13 divisus per 
3 dat neglecto residuo quotientem 4. Hoc ita demonstro : Si aiaxi- 
mus 13 dividatur per ternarium sive per 3, prodit quotieDs 4. 
Ergo (ernarius 4 vicibus sumtis seu quadritritidus non est major 
quam 13; et conlinue minuendo quotiente, et lemarius 3 vicibus 
seu tertrifidus et ternarius 2 vicibus seu bitrifidus, et ternarius 1 
vice seu unitrifidus, muito minus sunt majores quam 13. Qui sunt 
omnes Irifidi possibiles non majores quam 13, tot scilieet quot in 
quotien(e 4 erant unitates. Hi autem omnes continentur in nu- 
meris omnibus ab unitate usque ad 13 simul sumtis, quia numeri 
continui incipientes ab uniiate continent omnes numeros maximo 
non majores. Ergo tot continent tritidos, quot in maximi per 3 
divisi quotiente sunt unitates. 

Numeri continui quo tcunque, quorum minimus 
est proxime major numero divisibiii per datum, tot 
cooliuent Numeros divisibiies per dalum, quot loti- 
&e\n numeri continui inojpientes cum unitate; ita 
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B 7.8.9.10.11.12.13 tot contiaent trilidos quol 

A 1.2,6 . 4 . d . ft . 7. iNam quilibet priorum seriei ex majoribus 

Gonstanlis vocelur B, quilibet respondens seriei minorum voce- 

tur A, patet fore B aequa. A + 6. Nempe 7 est 1 + 6 et 8 est 

2-f-6, et geaeraliter B quilibet est A senario numero scilicet 

trifido auctuö; ergo B non est trifidus, nisi et A sit trifidus, et 

contra. 

Numeri cootinui quotcunque, quorutn tninimus 
es t proxime major numero divisibiii per datum, tot 
contiueul numeros divisibiles per datum, quot in 
quotiente nuoieri ipsorum per datum divisi unitates. 
Patet ex duabus propositionibus praecedentibus. Nam numeri con- 
linui 7,8.9.10.1 1.12.11), quorum minimus est proxime major trifido* 
contiuent tot trifidos, quot lotidem continui incfpientes ab unitate 
1.2.-^. 4.5.6.7 per praecedentem, hi vero tot quot eorum maximi 7 
per ä divisi quotiens 2 continet unitates. Maximus auteiu 7 est nu- 
merus omnium I.2.3.4.e5.6 7,ac proindeet omnium 7.8.9. 10.11. 12«18. 
Ergo numeri continui 7.8.9.10.11.12.13 tot conlinent trifidos, quot 
sunt unitates in quotiente 2 numeri multitudlnis eorum 7 divisi 
per 3. 

Numeri continui, quorum minimus est divisi- 
bilis per datum, tot continent numeros divisibiles 
per datum, quot in numeri eorum unitate minuti et 
deinde per datum divisi quotiente unitate aucto sunt 
unitates. 

Sint numeri continui octo quorum minimus 6 est trifidus, 
6.7.8.9.10.11.12.13; omittatur minimus, supererunt sepiem 7.8.9.10. 
11.12.13, in quibus numerus trifidorum est quotiens numeri 7 
divisi per 3, at numeri inilio positi octo unum praeterea trifidum 
habent, nempe minimum 6. Ergo si sint continui trifidi quotcun- 
que ut 6.7. etc. 13, -nempe octo, numerus eorum unitate minua- 
tur, fiet 7 ; is dividatur per 3, quotiens erit 2. Huic adjectus 1, 
dabil 3 numerum trifidorum quaesitum. 

Regula generalis investigandi Numerum Numerorum per datum 
divisibilium, qui in serie data Numerorum continuorum comprehendun- 
toi*: Numerus maximus dividatur perdatum, quotiens 
residuo neglecto servetur, et numerus minimus pro- 
xime inferior etiam dividatur per datum ac quotiens 
residuo neglecto iterum annotetur; subtrafaatur quo- 



tiens minor a majori, residuum erit numerus diTisi- 
bilium quaesitus. 

Sit series continuorum data A 8.9. 10. 11. 12. 13; 

compleatur retrorsum 

usque ad unitntem, fiet series compieta B 1 .2.3.4.5.6.7.8.9. 1 0. 1 1 . 1 2. 1 3 ; 
adjecta erit series continuorum ab 

unitate seu series complens C l.2.)).4.5-6.7; quaeruntur om- 

nes trifidi seriei A. Hi erunt omnes trifidi seriei B (tot quotsunt 
unilates in qiiotiente numeri maximi 13 per 3 divisi) demtis Om- 
nibus trifidis seriei C, qui sunt tot quot unitates in numero ma- 
ximo seriei C, nempe 7, per 3 diviso, qui numerus 7 miniroo 
seriei A, nempe 8, proxime inferior est. Ergo omnes trifidi seriei 
A erunt ^ | 4 seu 4 demto ^ seu 2, sea 4 — 2 id est 2. 

Si Numerus maximus seriei continuorum est di- 
visibilis per datum, et numerus minimo proxime in- 
ferior est etiam divisibilis per datum, tunc numerus 
divisibilium per datum in serie data aequivalet nu- 
mero terminorum diviso per datum, eritque illa di- 
visio exacta. 

Sit series data A 7.8.9.10.11.12.13.14.15 

et series compieta B 1.2.3.4.5.6.7.8.9.10.1 1.12.13.14.1Ö 
et series complens C 1.-2.3.4.5.6, 

numerus maximus seriei datae 1 5 est trifidus , ejus minimo 7 pro- 
xime inferior 6 est etiam trifidus. Dico numerum trifidorum seriei 
A aequivalere numero terminorum seriei A, nempe 9, diviso per 3 
eamque divisionem esse exaclam. Nam numerus trifidorum seriei 
A aequivalet numero trifidorum seriei B, demto numero trifidorum 
seriei C. Trifidorum autem seriei B numerus est ^ exactus, et 
trifidorum seriei C est f exactus; ergo numerus trifidorum seriei 

Aerit — - — exactus; at 15 — 6 est numerus terminorum seriei A, 

ergo numerus terminorum seriei A divisus per 3 dat exacte quae- 
situm. 

Si numerus maximus seriei continuorum estdivi- 
sibilisper datum, et numerus minimo proxime infe- 
rior non est divisibilis per datum, tunc auai erus di- 
visibilium per da tum in serie da (a, quoti entern numeri 
lermiaürüm, per d atum <j|ivjsi excedit uuilate. 



Sit series data A 8.9.10.11.12.13.14.15 

et series completa b^l.2.3.4.5.6.7.8.9.i0.11. 12.13.14.15 
et series complens C 1.2.3.4,5.6.7, 

dico oumeriUD trifidorum seriei A esse f (neglecto residuo) + \ 
|d est 3. Nain triüdi seriei A sunt y id est 5, demto | neglecto 
quotiente seu 2« 15 sit exacte divisibilis per 3, nön vero 7. 
Hinc fit» ut delrahendum sit unilate minus, quam fuisset si succes- 
sisset divisio, itaque uon tantum est | neglecto residuo> seu 
V — I neglecto residuo, sed praeterea I, quia in </ ob exactam 
divisiooem nil negligitur, sed negiigitur tantum in detrabendo. Cla- 
rius: trifidi seriei A sunt */ — [J — |] seu demtis | neglecto resi- 
duo \ seu V-i+i- Ja»« V-i-^i est f |+l, et f-|+i 
est { neglecto residuo -f 1. Ergo trifidi seriei A sunt f neglecto 
residuo -4 I, seu numerus terroinorum seriei A, qui est 8, divi> 
sus per 3, negleclo residuo, et addito I. 

Si numerus maximus seriei continuorum non 
est divisibilis per datum, et numerus minimo pro- 
xime inferior est divisibilis per datum, tunc nume- 
rus divisibilium per datum in serie data quotientem 
Domeri terminorum per datum divisum aequat. 
Sit series data A 7.8.9.10.1 1.12.13.14.15 16 

completa B 1.2.3.4.5.6.7.8.9.10.11.12.13.14.15.16 

cnmpiens il i. 2.3.4.5.6, 
dico numerum trifidorum seriei A esse */. Est enim '/ neglecto 
residuo, demto f exacto. 

Si numerus maximus seriei continuorum non 
est divisibilis per datum et numerus minimo proxime 
inferior itidem non est divisibilis per datum, nume- 
rus tarnen seriei est divisibilis per datum, tuncjiu- 
merus divisibilium per datum in serie data quotien- 
tem numeri terminorum per datum divisum aequat. 
Sit series data A 5.6.7.8.9.10.11.12.13.14.15.16 

series completa B 1.2.3.4.5.6.7.8.9.10 11.12.13.14.15.16 

complen^ C i. 2.3.4 
16 — 4 est numerus terminorum seriei A, et ^ neglecto residuo, 

16 — 4 
demto I neglecto residuo , est aequ. ^ neglecto residuo, nam 

y neglecto residuo est y — ^ et f neglecto residuo est \—^t ^t 



HO 

y> negl. resid. — | negl. resid. est ^ — f + i — 1 seu — — , 

Quod semper ila contingere ostendam: Sit y— x aeqiu bl, silqae y 
aequ. alfm et x aequ. cl + n, erit y — x aequ. al — cl+wi — n 
aequ. bL Est autem m ' i 1, ergo m — u non est dlvisibilis per i, 
ergo +m — n est 0, seu m aequ. n. Semper ergo duo residua se 
destruent, seu si duorum numerorum difTerentia est per datum 
divisibilis, et neuter numerorum est per datum divisibilis, residua 
sunt aequaiia. 

Si nee numerus maximus seriei continuonim, nee numerus 
minimo proxime inferior, nee numerus terminorum seriei per da- 
tum exacte dividi possint, recurrendum est ad regulam generalem, 
quam esse deprehendi hanc: Si Serie continuorum data, 
maximus et minimo proxime inferior (x) per datum (1) 
diyidantur, sitque residuus posterior (n) major (non 
major) priore (m), numerus divisibilinm per datum 
in Serie comprehensorum erit unitate superior (ae- 
qualis) quotienti numeri terminorum (y — x)diYisi per 
datum (I). 

Sit y numerus terminorum seriei completae seu maximus se- 
riei datae, et x numerus terminorum seriei complentis seu minimo 
seriei datae proxime inferior, et y — x numerus terminorum seriei 
datae, et sit y aequ. al-f m, x aequ. bl+n* positis a, b quotienti- 
bus, m, n residuis. Numerus orthotomorum (ex. gr. irifidorum) 

y y m 

seriei completae -y neglecto residuo sit a, seu -j .- ; Numerus 

X 

orthotomorum seriei complentis , neglecto residuo sit b seu 
X n 



/^ j«. . . y X , n m y — x . 

. Quorum differentia erit -j T^"! T ^®" 1 "^ 

u — m . ^ . ... r. y — ^ 

— — , qui est numerus orthotomorum senei datae. Ergo --t— 

aequ. a— b+ — j — , et quoniam m H i, ergo si y— x dividatur per 

i, erit a — b quotiens et m — n residuus, posito m esse majorem 

y — X 
quam n. Ergo ^—r~ neglecto residuo erit aequ. a — b, ac proinde 

Numerus Terminorum seriei datae y — x per i daium divisu» ne- 
glecto residuo, erit a — b seu erit numerus orthotomorum, idefli 
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est, 81 Sit m — n aequ. 0, quia tunc nullum est residuum* Sin 
contra sit n major quam m, tunc erit =-j 1 r- aequ. a — b, 

eritque a — b major quam —t-' ^^i^ ®' major quam ^— — ue- 

y — X 

gleclo residuOf qui lamen excessus ipsius a — b super - — z — est 
minor unitate, quia n 1 1, ergo et n — m Hl, ergo - -j — ^'1 I.Er- 

y — X 

go et excessus ejus super — — negle( to residuo , est minor duabus 

. .. n — m . , 

unitatibus; componitur enim ex — j — minore quam I et ipso re- 

y — X 

siduo ipsius ^-p- etiam minore quam I: Excessus aulem integri 

y — X 

a— b super integrum comprehensum in ^-j — seu quotientem nu- 

meri terminorum per datum divisi, cum sit aiiquis et tarnen mi- 
nor binario, erit i. Ergo conclusum babemus: Sin residuus nu- 
ffleri X minimo datae seriei continuorum proxime minoris, divisi 
per dal um I est major quam m, residuus numeri y maximi seriei 
continuorum datae, tunc a — b numerus divisibilium per datum 1 

y — X 

coroprehensorum in seriei data est unitate major quam — j — inte- 
ger (neglecto residuo) quotiens numeri terminorum seriei per da- 
tum 1 diyisi; sin vero residuus ille n boc m non major, sed ?el 
minor ?ei aequalis, tunc a — m numerus divisibilium per datum in 
Serie data comprebensorum est quolienti numeri terminorum se- 
riei per datum diviso, neglecto residuo, aequalis. 

Ex praecedenti propositione apparet etiam, si residuus 
minimo inferioris in serie data continuorum per da- 
tum divisi est major quam residuus maximi divisi per 
eundem, fnre numerum per datum divisibilium in 
Serie data continuorum comprebensorum majorem nu- 
mero per datum eundem divisibilium comprebensorum 
in~ serie totidem continuorum incipientium cum uni- 
tate; alioqui vero fore semper aequälem, nunquam 
vero minorem. Patet, inqnam, ex praecedenti. quia ig numerus 
divisibüiuin comprebensorum in serie totidem incipientium ab uni- 
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täte, idem est cum quotiente ipgius numeri terminoriiin per da* 
tum diviso. 

Si series contluuorum incipiat a numero divisi- 
biii per datum, el numerus contiDuorum non sil divi- 
sibilis per datum, erit numerus divlsibilium per datum 
in Serie compreiienborum unitate major quotiente nu- 
meri terminorum per datum dlvisi, seu numero divisi- 
bilium per datum, qui in serie totidem continuorum 
cum unitate incipientium comprehenduntur. 

Sit series 6.7.8.9.10.11.12.13 , cujus minimus est trifi- 
dus, utique proxime minor 5, dlvisus per ternarium, relinquet 
maximum residuum possibiiem, nempe 3 — 1. Ergo numerus 
maximus seriei 13 divisus per 3 relinquet residuum, (|ui non 
potest esse major quam prior, erit ergo vei minor ?el aequalis. 
Si aequalis , tunc duobus residuis m et n se destruentihuä 

erit — r— aequ. a — b integro, seu numerus terminorum y — x erit 

exacte divisibiiis per 1; et contra, si sit cxacte divisibilis per I, 

tunc — j — utique destrui debet, ergo m et n aequales. Qnando 

vero numerus termfnorum non est exacte divisibilis per n, ut hoc 

loco, tunc residui m et n non sunt aequales ; est aulem n seu 

3—1 maximus, qui esse potest, ergo m est minor. Hoc autem 

posilo utique numerus divisibilium per datum 1 comprehensoruui 

in Serie data, erit unitale major quotiente numeri terminorum di- 

visi per 1, seu numero comprehensibilium in lotidem conlinuis in- 

cipienlibus ab unitate. 

Factus ex numeris continuis quotcunque dividi 

potest per factum ex lotidem continuis incipientibus 

., ^ 5.6.7.0.9.10.11.12 ^ . 

ab unitate seu . — - est mteger. Nam numeralor 

continet tolidem ad minimum bifidos , totidem trifidos , totideui 
quadriGdos etc., quot nomiualor, per propositionem anle- 
praecedentem. Ergo numerator fit ad minimum ex 2 toties in 
se ducto, 3 toties in se ducto, 4 toties in se ducto, quoties no- 
minaler ex illis fit, seu omnes potentiae binarii, ternarii etc. vel 
allerius primitivi, quae in se invicem ductae constituunt nominato- 
rem, eae in se invicem ductae cum aliis tarnen praeterea in ipsu& 
ductis constituunt et numeratorem. 



Si factus ex continuis quotcunque divisus per totidem conti- 
ouos incipientes cum unitate, adbuc dividi potest per proxime ma- 
jorem diyisoribus derivalivum, necesse est ut dividi possit praeter 

priores ^er quemlibet no?i divisoris di?isorem. Ut si * * * * 

1.«. 3*4.5 

difidi potett per 6, debet dividi posse et per 2 et per 3. Ergo 

?el habebit namerator plures bifidos quam nominator, si nempe 

5— -1 divis. per 2 reliquisset majus residuum, quam 9 divis. per2, 

qood non est; vel habebit numerator magis bifidos, nempe 8» ca- 

bum in numoratore ioco quadrati 4 in nominatore. Quoniam au- 

tem methodum habemus sctendi , an plures bifidi vel trifidi vel alii 

qaicunque insint numeratori , quam noroinatori , superest ut investi- 

gemus etiam an pluries. Ubi considerandum , divisibiltum pär 

dignitates' numeri seriem «eu ordinem investigari utile futurum esse. 

Binarü dignitatum hie est ordo: 

3.4.6.8.10.12.14.16.18.20.22.24.26.28.80.32.34.86.88.40.42.44.46.48 

difisib. per 

2.4.2.8. 2. 4 2.16. 2. 4. 2. 8. 2. 4. 2.32. 2. 4. 2. 8. 2. 4 2.16 
8.6.9.12.15.18.21.24 27.80.83.36.39.42.4Ö.48.51. 54.57.60.68.66.69.72.75.78.81 

diyisib. per 

8.8.9. 8. 8. 9. 8. 3.27. 8. 8. 9. 3. 3. 9. 3. 3.27 3. 3. 9. 3. 8. 9. 8. 8.81 

e A M A Q 

Sed haec alias prosequemur. Nunc considerandum, si .*' '-,, 

«Hvidi potest per 6, adeoque per 2, necessario altiorera potentiam 
ipsius 2 confid ex bifidis numeratoris , quam nominatoris. Et quia 
non sunt plures bifidi in numeratore, quam nominatore, Tiden- 
dum, an non sint plures quadrifidi in numeratore quam in nomi- 
natore, quod sciri eadem methodo potest, qua id in bifidis sci- 
vimus. 
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IX. 

EXERCITiUM AD PROMOVENDAM SCIENTIAH NUMERORUM. 

(1) Proponitur probienia ip rationaUbufl Numcris: dato 

numero a, eihibere nuoieraiii x, qui faciat, ut x H sit quadra- 

tOB, aiU ostendere impoaaibilitateni. b quadralus ait yy, et fiel 
u+a»xyy. 

(2) Si K et y aint integri, etiam a est inteigerf nam es 
aequatione pcaeced^nti est a=xyy — xx. Itaque cum a aeqifetur if- 
iegro, »it iDt^ger. 

(3) Si a et y aint integri, etAam x est iategar. 'Gate eniai 
X fractus z : w cujus numerator sit z et d6n9flftiiialor w, friic4ione 
ad roinimoa terminos reducta, seu ita ut z et w siot prioii inter 
se. Ita ex aequatione articuii I fiet zz + aww- zv%yy, ^^qzfiifv:^ 
zyy - aw. Ergozz:w est integer, quod est impossibila, cum z et 
w sint primi inter se, nisi w sit 1 seu nisi x sit integer. Hie ex 
supposito fracto concluditur non fractus. 

(4) Sed licet a et x sint integri, nihil probibet saepe y ease 
fractum, ut mox patebit. 

. . . (I) Si numeri omnes requirantur integri, necesse est, ad tioc 
ut problema succedat, a esse bc, confactoribus b et c exiateqtibus 
inlegris, talibus ut b + c sit quadratus, ipse sciiicat yy, aUer aMtem 
horum contactorum velut b erit x. Quia enim a^xyy — xx ^r 
artic« I, ideo positis a et y adeoque (per artic. 3) et x int^gria, 
erit a divisibiiis per x. Pqsilo ergo aasbe et b=-x, fiet bcs^t^yy 
— bb seu b + c^yy, ut asserebatur, Exempli causa si a ai^ |4« 
ubi b«2 et c=7 et 2 +7 =9, potest esse x=r2, nam 2+-»/ =9. 
Polest etiam essex = 7, nam 7 + y=9. Nee refert utrumalteru- 
ter borum b et c aequetur unitati, alter vero ipsi a. Verb, gratia 
a sit 15, quia ergo 15-h l=quadralo 16, ideo potest x esse I; nam 
l^l^Srr:i6; potcst ctiam x esse 15, nam 15 + 1^^16. 

(6) Si numeri omnes requirantur integri, habe- 
tur seiutio, id est, quaesitum quod vis possibile vel impossibili- 
las. Cum enim dato numero a integro bini haberi possint ejus 
confactores quotie^ dari possunt, patet an et quinam confactores 
possint componere quadratum. Herum jam quilibet potest esse x 



quaesiUis, mmvf^a f^uteu^ copfoctorviiu eri^ fuadrutua ipae y%, 
Qy^dsi tale« CQofactares dod deniur, froblema. erit impos^ibile« 
p^r arlic. praeoedenlen, et quando ^ + 1 est quadratus, ideo cum 
I et a siot cooficiorea ipsiua a, n potest esse I, item a. 

(7) Si omnes numeri requirantur integri, npn aiius primiti- 
VI48 {»ölest esse a, quam 3. Est enim a primitivus, ergo hini con- 
factores non po^suut esse alii, quam a et 1. Ergo (per artic. 5) 
a + I=ryy seu aa^yy— l^y+ I, y-^l. Ergo (major) y+1 est a, 
«l (minor) y— i est I. Ergo y~2. Ergo y+l seu a est = 3. 
U x.erit 1 vel d, nam 1+|sb4 et :i+|=4, 

(8) Si omue^ numeri reqyiirantur integri, et postuientur ^ et 
l primi inter ^e^ fiec^sse esl, ad hoc ut .problema sit possibile, 
dMum a unit^te «ap^iQ) iacere quadiatum, qui quadratus erit yy, 
sed X erit I. Megiie enim numerorum pnmorum inter se unus, 
oisi sit unitas, alt^rius Factor esse potest; primos autem inter se 
Yf)Qamus,«qfii npfk ali^ hfi|>ent communem mepsuram.qvam ujutatemt 

(9) Si <oli a et X requirantur integri, datua scUicet et quae- 
situ&v pec referat, utrum resultans yy $it mteger vel non ; e( y $it 
v:w fraclione ad minimqs termioos redacla, et proinfle v et w 
ilint integri primi inter se, w abeunte in i eo casu« quo y est 
integer; pfinaturque a=^bc et x^bz, ipso b existepte maxima men- 
sura ipsorum a et. z et abeuAte in 1 eo c^u, quo a et x sint jH'imi. 
ioter se: bis positis dico fore x=bww. Nam ia aequatione arti- 
culi i, pro X subsiituendo bz et pro y substituendo v:w, fiet 
bbziww + bcww=bzv? seu fiet bzzww -|- cww-=zvv seu bzz + css 
zv?;ww, ilaque avv:ww est integor, cum «itaequalisintegro bzz + c. 
Binc cum zyv dividi possit pier ww , sed vv et ww non possint 
habere communem monsuram (ex hypotbesi), necesse est ut z di- 
vidi possit pßr ww. Rursua (eodem argumenlo) quia cww:z 
c^st integer, seu cww dividi potest per z^ z autem et c sunt primi 
inter se (alioqui b non esset maxima cg^mmunis mensura ipsorum 
bq et bz contra b|poth.), necesse est ww dividi posse per z. Elinc 
cum paulo ante ostensqm sit etiam z dividi posse per ww, couse- 
quens est z ^t ww esse qu^eros inter se aequa^s, et proinde cum 
posuerimus x esse bz, fiet x = bww. 

(10) lisdlem posHia necesse est, ec esse majorem quam 4bww» 
Nam ex aequatione arlicuU praecedentis pro z^ ponendo ww fiüt 
bw* + c^YV, seu c==vv — bw* seu c=v+ww^b, v — ww^b. Jam 
in integris productum ex duobujs unitate m^oribus est majus pfo- 

8* 
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dnceiite quoTis. Ergo c est major quam v-l-ww^, itf^iii c est 
major quam r — ww^b. Ergo et c est major quam honim düfe- 
rentia, quae est 2wwVb, seu cc major est quam 4bwl Excipitur 
casus, quo excessus ipsius v seu ipsius V(l>^^ + c) super dew^b 
est minor unitate. . 

(11) lisdem positis et posilo praeterea a et x esse integres 
primos inter se, x est quadratus nempe ww, nam cum x sit 
bww per praecedentem artic, eo casu b abit in L 

(12) lisdem positis, si a et x sint integri primi inter se, ba- 
bebit a duos confactores d et e, quorum difierentia erit duplnm 
quadrati et is quadratus erit x. Veluti si a sit 33 et x sit 4, et 
d Sit 3 et e Sit II, erit 11— 3:=:8=2.4«2x et4+y=^V- Nam 
ex aequatione articuli 9, ubi erat bzzww-f-cww^zTv, pro z po- 
nendo ww (per arlic. 9) et pro b ponendo I (ex byp. artieoliprae- 
sentis et praecedentis) et pro c ponendo a (nam cum sit bcs=a, 
faciendo b=l fit c^a) prodibit w*-|-a=-vv seu a=T¥— w*=t+ww, 
V — ww. Sunt ergo duo confactores ipsius a, qnomm unus minor, 
nempe d, sitv — ww, aller major, nempe e, sit v+ww, et fiet e— 
da2ww, ipso ww existente x, per praeced. 

(l!)) Si ipsorum a et x maxima communis mensura b sit 
quadratus ßßy tunc c (quotiens ex a divis. per b) babebit binos 
confactores d et e, quorum differentia diyisa per /9, radicem quadra- 
ticam ipsius b, dabit duplum quadrati, qui quadratus multipiicalus 
pier b, dabit x. 

Exempli causa sit a, 729, potest x esse 3fi , horum maxima 
communis mensura b est 9=/5^/J. Nam 729: 9=81 ^csr-de- 3.27, 
et e-d (=27—3) =24 et 24:/?«24:3=: 8:^2.4= 2ww, et ww^4, 
et bww=.16=x. Et fiet 36+\y=«f4. Nam ex aequatione ar- 
ticuli 9 pro z ponendo ww, et pro b ponendo ßß fit c- vy — ßßw^- 
v+/^ww, V — ß¥iw. Ergo c babebit binos confactores d - ? - ^ww, 
et e=T + /Jww, et e— d erit =2/?ww. Ergo e— d, :/9«2ww et 
e — d,:2jl9„b:=:rbww> X. Casus articuli 10 vel II sub hoc eliam 
articulo contineiur, cum b adeoque et /? est 1. 

(14) Si a datuset x quaesitus requirantur ratio- 

a 
nales integri in aequatione x-f— aeyy, nee referat 

utrum y sit integer an fractus, in?enire numerum x 
quotiesest possibilis, aut inrenire imposs ibilitatem, 
idque per tentationes numero definitas. Primum disptci potest, an 
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a liabeal binog confactoras, qnonun sumnia sit quadratus, et habe* 

bitur aliqua aoJotio per aiiic 5. Deinde dispici polest, an a divb 

SOS exacteperquadralum (qoi etiam polest, esse I) det numerum 

babeDlem binos confaciores d et e, quorum differentia divisa per 

radieem dicti quadrati, det dupium novi quadrati. Ita enim habe* 

bilur aliqua solutio per artic. 13. Sed generali ter ut oniiiis solu» 

lio posaibilis aut iiopossibiljtas invenialur, quaerantur bini quivis 

confactores ipsius a, qui vocentur b et c, et pro quibasvis b et c 

samatur integer w talis, ut sit 4bw^ minor quam cc per artic. 10, 

teuteturque an x possit esse bww per artic. 9, et cum res suc- 

a c 

cedit, ut hoc modo flat x + — vel quod idem est bww H 

X ^ ww 

?el quod i^odem redit bw^+c aequalis quadrato rational! integre, 
tunc et non aliter habetur quaesitum. Quodsi nullus w inter 
Uflutes praescriptos det x succedentem, problema pro numero dato 
a impossibile est. 

Dt melius intelligator praxis hujus solutionis , subjiciemus ali- 
quot exempla« Cum nempe numerus a datus est integer, et x 
quaesitus requiriior integer, a datus sit 19, quaeritur an sit aptus 

ut inveniri possit x integer pro aequatione xH — =yy. 





b 


19 


1 




c 


1 


19 




cc 


1 


361 


w.l 


4bw« 


76 


4 




X SB bww 


19 saeced. 


1 non saccedit. 


W.2 


4bw« 




64 




X ssbwW 




4 non snccedit. 


w,3 


4bw« 




324 




X » bww 




9 succedit. 


w,4 


4bw4 




1024 justo major. 



Nerope a posito 19, b est 19 vel 1, et c est 1 Tel 19; ita- 
que cc est l vel 361. Jam cum b est 19 et c est 1, tunc posito 
w, 1, it 4bw^=r76, qui numerus est juslo major, id est mayor 
quam cc seu quam 1. Ergo pro b, 19 et c, 1 frustra tentatur 
major w, nam sie 4bw^ fiel adbuc majus excedens. Pergamus 
ergo ad b, 1 et c, 19, erit cc, 361. Hinc si wsit I, fiet4bw*^4, 
qui numerus minor est quam 361. Ergo ientelur, an xsbww= 
1 succedat; sed non succedit, quia 1 + 19=:20, qui non est qua- 
dratus. Rodem modo re9 non succedit, cum w sumiiur 2, etsi 
enim 4bw* fiat 64, minor quam 361, tamen xa8bwwaB4 non .soe- 
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oedit. Sed si suinatur w, 8, tsiie 4km^ erit Sti4 mtiNir qiiifmMI, 
et x=:bww erit 9. Jam 9-1-^*^^, q^i est quadratud. Brgo tric 
casus auccedit. Sed posito wt^4 fit 4b w^ 1024 Jtlet« taajdr seu 
raaj orquam 361. Ergo frustra assumitar iv adhue major quam 4, 
et qoia non dantur aiii b et € (confactores ipstus 19)<fflraili i>, 19 
et C) 1 , tel b, 1 et c, 19, alia soluUo halten Heqnit. 

Sumamuft aliud exefnplum: posluletur x integer, posito a 

esse 39, seu quaeritur x -| — — yy. 



b 

c 

ec 

w,l 4bw* 

x=:bww 

w,a 4bw* 

x^bww 

w,3 4bw* 

Xt=r4bw 

w,4 4bw* 

x=b^* 

w,5 4bw* 



39 
I 
1 

justo maj. 



13 
3 
9 

justo maj. 



I 3 
13 

169 
12 

3 s u c c. 
192just.fiiaj. 



l 



t 

39 

1521 

4 

t non succedit 

4 non 6nec««iit 
324 

9 non siiccedit 
1024 

Mi non süccedil 
25t)6 jusfo tnaj. 



tur x+--=yy. 



itaque non aliter problema succedit, quam si x sil 3« ubi6t3 + V 
seu 3+13=16. 

Postuletur dei\ique x integer, posito k esse 42, seu quaeri- 

42 

Et Schema operationis erit tale: 

7 6 

6 7 
36 49 
28 24 

7n.s. 6n.s. 
j. m. j. m. 



b 
c 

cc 

w, I 4bw* 

x=bww 

w,2 4bw« 

X=;bwW 

w,3 4bw* 

X=rbww 

w,4 4bw* 

XsrbwW 

w,5 4bw^ 



42 
1 
1 

j.m. 



21 114 
2 3 
4 1 9 

j.m. I j.m. 



3 

14 
196 

\i 

3 n.s. 
192 

12s.n. 

j-m. 



2 

21 
441 

H 

2n^. 
128 

&njs. 
j. m. 



i 

42 

1764 

4 

i n. s. 
64 

4 n.s. 
324 

9 n. s. 
1624 

16 D.«. 

jufito mai« 



Anmerkung. Das Format des Buches gestattete es nicht, das 
vorstehend« Schema genau nach dem Ms. abzudrucken ; es mussten, um 
Raum zu gewinnen ^ die Worte justo maj. mit j« ». und non succedit 
mit n* a, wiedergegeben werden. 



fthlqy^ cam a est 42 6t x reqniritür integer, pi^üb!^itiätis äolu- 

tionem non saecedere ostensum est. 

Süperest ut soivendi problematis tnodum quaeramus , cum a 

datiis est frdcfos, x autem est integer; it6in cum a est ititege^, x 

aoiem permissüs est fractus; ac detiique cum ä est fractus et x 

ecjatti (iermisslüs est fractus. Sed baec nunc persequi non vacat. 

Tantum paücis annotare plabet, posito a integro, x aulem fr&cto, 

plositi^qüe integfis b, e, q, u, v forfe a=a=bc, x=buu:qq, q=v:qu 

et bü* + eq^==TVi ita tamen ut b possit «sse iinitas, sed q eritnü- 

lÜeru^ integet* unitate mfijor. Erunt autero c et ü, b et q » u et q, 

V et u, primi inter se. Et numer) fraöti x et y, ad mmimos termi- 

dos fractionum reducti, non quidem babent communem denoinina^ 

tot*6m, babeHit tamen denominatores , quorum e^t communis divi- 

sof. NuroerAtoi'es aulem ipsius x et ipsius y hoin possünt baSei^ 

comn/iuD^m divi^rem , ni^ si quem babt*nt conJmunem cum ipSo 

a 
a. Itaque dato numero integro a«Bbc, ut haberi |)08sit x+— .?syy, ^ 

quaeruntur integri u M q, primi inter se, et u primiis cum c, et 
q primus cum b, tales, ut fiat bn^+cq^ aequalis quadrato ciilchini 
▼T, nee problema soivi potest, quia u et q quales diximus iuve- 
niantur. Sufficeret autem inveniri per tentationes numero definitas, 
ut supra articulo 14. 



X. 

OBSERVATION NOUVELLE DE LA MANIERE D ESSAYER SI UiN 

NOHBRE E$T PRIMITIF. 

\k3tk eioem Briefe Lftibnizens an deo ffordasgeber des Marnais 

des S«9aoe. YMm 1678.) 

J'ai fail quelques observations sur les nombres primitifs, qui 
sont de consequence, ä nion avis, (>our la perfection de la science 
des noujbres, dout 6n appelie primitifs ceut qui ne peuveiil elre 



divises, ni produits par muUiplication , 9u lieu que tous les autres 
peu?ent ^tre produits et divises par c«ax-ci. Si leur progression 
ilait foien connue , eile servirait k nous decouvrir le myslere des 
nombres en generali mais eile a paru si bizarre jusques ioi, qu'oa 
n'en a pü trouver aucune marque ni propriete affirmative ; et tout 
ce qu^on en S9ait, c^est qu'ils sont indivisibles: eneore est-il mal- 
aise de le reconnaitre dans les grands nombres ^ sans en {aire Tes- 
sai par une multitude d'autres^ ce qui est etrangement proUxe. Je 
crois avoir trouve le vrai chemin pour penetrer dans leur nature: 
mais. n'ayant pas.eu encore le loisir deTacheyer, je vous donnerai 
id une propriete positive, qui me parait curieusß et utile quoi- 
qu'elle ne soil pas r^ciproque; car au moins tous les nombres qui 
ne Tont pas, seront exclus d^abord. Voici cetle pro|>riete. Tout 
nomltre primitif au dessus de cinq etant diminue ou de 1 ou de 
5 disjoativement , est divisibla par 6. Par ezerople, 7 moins I 
est 6,11 moins 5 et 6, IB m. 1 est 12, 17 m. 5 est 12, 19 m. I 
est 18,37 m. 1 est 36,101 m. S est 96,103 m. 1 est 102, qui 
divise par, 6 donne 17, 10007 m. 5 di^se par 6i donne 1667, 51051 1 
m. 1 divise par 6 donne 85085 etc. 



XI. 

INVENffiE TRIANGÜLÜM RECTANGÜLÜM IN NUMERIS 
CUJUS AREA SIT QÜADRATUS.*) 

s - - * 

Ajo id problema esse impossibile« 

Inter varias demonstraadi rationes hanc reperi pulcberrimam, 
quia per multas alias praeclaras propositiones ducit. 



* 

*) Leibniz hat bemerkt: 29. Dccembr. 1678. 
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PropoßitioL Si siut duo triangula similia, et latus tri- 
ajiguli unius ßt multiplicatipoe lateris bomologi trianguli allerius 
per aliquem numeruio, etiam area illius fiel ex area hujus per 
ejusdem Numeri quadratum multiplicata. 

Nam areae triaDgulorujm ainiilium sunt inier se ut quadrala 

homologorufn laterum« adeoque si latus fit multiplicatione 

lateris homologi per aliquem numerum, fiel quadratum late- 

, ris inultiplicatione lateris homologi per quadratum ejusdem 

nuraeri. Ac proinde idem est in areis Triangulorum ipsorum. 

Propositjo 11. Si area trianguli rectanguli primili?i in 

nunieris intt'gris, r|uadratus esse non potest, etiam derivativi in 

iuiegris , imo et trianguli rectanguli cujuscunque in numeris frac- 

tis, area non potest esse quadratus. 

Primo. Nam primitivum et derivatiyum sunt similia, ergo 
per prop. I. area primitivi sit ex divisa area deri- 
vativi per quadratum numeri derivati?um metien- 
tis. Ergo si area derivativi est quadratus, etiam 
quod ea per quadratum divisa sit, nerape area pri- 
mitivi erit quadratus; quod si impossibile ostenda- 
tur, etiam aream derivativi quadratum non esse 
posse patet. 
Secundo« Trianguli rectanguli in numeris fractis latera re- 
ducantur ad communem denominatorem, manifes- 
tum est tres numeratores fore tria latera bomologa 
alterius trianguli similis in integris; et aream tri- 
anguli rectanguli in fractis in quadratum communis 
iHius denominatoris ductam dare aream trianguli 
homologi in integris per prop. I, quae si quadra- 
tus esse non potest, neque id, quo in quadratum 
dficto ipsft producitur, nempe area trianguli in frac- 
tis, quadratus esse poterit. 
Problema Iti Si in triangulo rectangulo duo latera quae- 
Übet faabeant communem mensuram, tertium habebit eandem com- 
rouneii) mensuram. 

Est enim tertium nihil aliud quam latus «ummae vel diffe- 
rentiae quadratorum a duobus reliquis. Jam ex bypothesi 
duo ista.reliqua latera habent coiomuaem mensuram, ergo 
et quadrata eorum babent communem mensuram, nempe 
quadratum communis mensurae laterum. Ergo quadratorum 
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aib ipsfe sutnmafn tel differentiam metiuir communis fiorum 
qtjadratorUm mensura, nempe quadratum communis menmi- 
rae laterum. Quodsi ergo hoc quadfalum summam tel diffe- 
rentiam iilam melitur, etiam latus hujos quadrati (scAicet 
communis men^ura duorum reliqtionim laterum) latus sammae 
illiüs vel differentiae, id est latus triangnli tertium melietor. 

Propositio IV. Duo nuaieri inlegri inaequales, non qua- 
draii, quorum in se invicem duclu producitur quadratus, habent 
a1i(|uam conimünem mensuram. 

Ut a^b^ b vel a«b, bc', unde fit a^b* vel a*bV. Nam qui- 
vis quadratus producUur ex quadratis factorum latehs. tta- 
que dividi potest in düos factores uon nisi Iribus modis, vel 
enira omnia quadrata diveliuntur, uno latere hinc, altero il- 
linc manßnte, et duo iiii factores sunt aequaies, nempe ra- 
dix (v. g. abc, abc); ?el ntilla quadrata diveFluntur, et tanc 
aliqua quadrata binc, aliqua illinc, consistunt, et uterquefao 
tor est quadratus (?. g. a^ b^c^); vel aliqua quadrata divel- 
luntur, aliqua non divelluntur, et tunc latus ejus quod di- 
vellilur, hinc pariter atqüe illinc (ionsistit (v. g. a'b, bc^) ac 
proinde duo factores divellendo facti habent mensuram coni- 
münem, nempe hoc ipsuni lalus. Ergo si duo factores qua- 
drati sint inaequales, et non quadrati, habebunt commuDem 
mensuram, numerum scilicet aliquem. 

Propositio Y. Omnia tatera triamguli reelanguli in inte- 
gris primiiivi sunt nupieri iiijipares praeter unutii latvs circa rectum, 
quod semper est par (si quidem area est integer). 

Primum palet, , omnia latera non posse esse pares, alioqui 
iriangiUum non esset primitWum , quia communis mensura 
foret binarius. Nee duo quaelibet posaunt esse pares, alio- 
qui et tertium foret per prop« B. Ergo si quod est par, erit 
unicum tantum ex tribus. Est autem semper aliqciol , si 
quidem area est integer, quia alioqui latere uno ia ill^riy^ 
circa rectum dimidiurh ducto non polest prodke integer. 
Quid fiat, cu^n area non. est inleger, non est bojus loci; 
quaerimus enim aream in integris, quae. sit quadratus* 

Propositio VI. Omnibus at supra positis, latus rmpar circa 

rectum et dimidium lateris paris> non p^^sont e^se ^imul qii^drati. 

. Gotiili|i ei- üudum tb alüis demotisifatum est, tot^srä' trian- 



gifli rwlangiüi in fiitiii^to mt^gris mniiia sie posse eiprimi: 

iatera circa hypotentK^a 
recitoin 
Ajo x' — y' et xy non posse simul esse quadratos, pesito 
triaikguiuin de qu« agifiir esse priniitmim. Nam st xy est 
quadralus, inne per prop. 4. vel x ei y habebaiil eommu- 
nem mensiiram, Tel mm x quam y erit quadratns. Prius 
fieri hie non pdtest, alioqui et omnia trianguli iatera habe- 
bu0t eommunem roenstlram, quod est contra naturam trian- 
'gilli priinigenii. R^stat ergo posterius, ut tarn x qaam y 
nni qu»drtti. Eoden^ modo si x*— y^ (seu x+y in x— y) 
est qoadralus, tmic per prop. 4. tel x + y e(> x-~y habent 
«ammonem mensuram , vel sunt quadrati ambo. Prk» fieri 
non polest« nan si x-f-y et x — y esseni commensurabiles, 
noUftm ptissent eliam hebere eommunem meusuram quam 
• binartum , nisi x et y etmn commeiisuradiiles velimus , quod 
paolo' ante pxplosimus. Sed nee binarium baltent pro com-, 
mutii rbeiisur«!, alie^ftii essmit psres, ergo et faeturo ex ipsis 
x*-*^y' eisset par, cum tarnen sit tmpar per prop. 5, quippe 
cum alteran latos eiroa redum 2xy sit par. Restat. «rg» 
poßteriosy ut tarn x -f y quam x- ^ sint ambo qtfaArali. Cum- 
que supra ostenderimos, m praelenti hypoChesi eHaur x et y 
esse ambos quadratos, habebimus quatuor quadratos y, x—y, 
X, x + y, sed hoc quöque impossibile est, quia ita tres ha- 
ber^miir ^edrati progressionis anthmeticae , x - y , x, x + y, 
difin^entiam habentee qttadratuni, quod est alranrdum. Ergo 
in|MBsibiie est, l;ttus impar et dimidinm lateris paris simul 
esse quadratos. 

Pröpositio VII. lisdem positis, Mdem non possunt esse 
aequales. 

Slnt Ty et x* - y* aequales , si fieri polest; ergo y*+xy aequ. 
X*, ergo y+x in y erit quadratus; et x* — xy aequ. y*, ergo 
x-^y in X eril qaedililvs. Ergo duo numeri x-fyety (item 
X— y et x) per prop. 4. vel erunt aequales, qu^ esse nen 
^tesi, v«i cammensurabiles, qaa lacto et x et y eruili com- 
menaiiiabiles contra ostensa in diettH^nst^fiftiene propositionis 
praecedentis ; vel erunt simul quadrati, sed illie duos x + y 
et y item^e hie daasx — y et.x^ el in summa hos qnatuor 
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simiil es«e quadmoft impoMibii« esl, alioqui qvattiory, x— y, 
1, x+y simul essent quadrali. Ergo impossibile est. xy et 
x'- y' hoc ioco esae aequale». 

Propositio VIIL Area Triangtili Rectanguli priniitivi in 
numeris integrU quadratas esse oon potost. 

In Triangulo rertangulo primilivo, quäle dixi, doo Jatera nrca 
rectnm nullam habent communem roensuram (quia perprop. 
3. timc etiaoi tertium baberei eommonem menaHram, atque 
ita noD foret trianguliim primitbum). Ergo etiain lalua unum 
et alterius dimidiam muito magia nullam communem mensa- 
ram habebunt (nam ai dimidium latus A dmdi potest per 
divisorem seu mensuram lateria B, muito magis ipaum latus 
A per eum dividi potent). Jam ex latere uno circa rectum 
in alterius dimidium ducto fit area Trianguli , ergo area tri- 
anguli fit ex duobus numeris, ouUam mensuram communem 
habeutibus. Duo autem isti nuroeri non sunt aequales per 
prop. 7. nee ambo quadrati per prop. 6, ergo factas ex ip- 
sis non est quadratus per prop. .4 ; sed factus ex ipsis e»i 
^area trianguli, ergo ea non est quadratus. Q. K D. 
Propositio IX. Nullius omnino Trianguli rectanguli in nu- 
meris integris ?el fractis area quadratus esse potest. 

Non in integris primitivis per prop. 9; ergo nee in aliis in- 
tegris vel fractis per prop. 2. Q. E. D. 

Corollaria. 

Prlmo. Cubus latere multatus non aequatur quadrato. 
Nam x^y — xy^ seu area Trianguli Rectanguli in numms non 
aequalur quadrato per prop. 9, sed si y aequalis unitali, erit 
area cubus latere multatus. 

Secundo. Tres numeri continui in se iuTicem ducti non 
producunt quadratum. 

Nam X— I, X, x + 1 producunt x^— x, qui per coroll. prim. 
non est quadratus. 

Terlio. Oifferentia duorum quadrato- quadratorum non pot- 
est esse quadratus. 

Alioqui enim aliquaodo x^ - y' et xy in se inricem possent 
facere quadratum, posito scilicet tam x quam y esse quadra- 
tos, tunc enim xy foret quadratus, ergo si x'— y' etiam 
quadratus , productum Jiuoque ex xy in x'--y^ foret quadra- 
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tus, qiiod fieri non potesi, quia hoc productum trianguii 
reetanguli area est. Jam si x el y sunt numeri quadrati, 
vcrbi gralfa x aequ. y* et y aeqa. w^, fiet loco x* — y' quan- 
titas y^— ca^ qoae proinde quadrato aequarl non potest. 
Quarto. Differentin duarum fractionum sibi ipsis recipro- 

carum, seu dtfferentia duorum numerorum qui in se invicem ducti 

fadam uiiitatem, non est quadratus. 

Nam x'y — xy* aequ. x*yV est aequatio impossibilis, quia 

area trianguii aequaret quadraio. Ergo aequatio x^ — y'aequ. 

X y 
xyx* seu — aequ. x* est etiam impossibilis*). 



XU. 

MEDITATIO JCRIDICO-MATHEMATICA DE 
INTERCSURIO SIMPLICE. 

iDteruayrium si?e resegmentum anticipatioiiis , vulgo Germ. 
Rabat, est differentia inter pecuniam in diem certum debitam et 
praeseniem ejus vaiorem, seu quanto plus petat, qui plus tempore 
petit, ?ei quanto oiinns solvi^re aequum sit eum, qui post aliquot 
annos demum debittirus nunc solvit. Hujus quantitas, quae apud 
JurkcofisuUos passim non satis, et apud aliquos non satis recte 
e&pKeatur, accurato calculo definire potest, duabus supposttionibus 
«X Jure asauAtis. Ninatrum 

I. SUPPOSITIO PRIMA est, quod is, a quo pecu- 
niaaute tempus, quo deberi incipit, petitur, vieis- 
sim petere potest, ut sibi eo nomine, quovis anno 

*) Am Bande des llaDuscripts bat Leibniz bemerkt : x'y — xy' aequ. 
y^z' impossibilis, ergo x^ aequ. xy^ + yz* impossibilis in numeris, ergo 
aequatio cubica x^ — ^y'x aequ. yz^ est indeprimibilis. Ecce usum harum 
numericarum contemplationum in reducendis aequationibus. 
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futuro medii temporis, pfaegti^tur legitima usura. 
Exempii causa: po^t dec^n^ apqos proxiinofli fii^toa mibi ceiitum 
debebis (da quibus ioterim nulias debeii ufkuras« alioqui aorlemjam 
nunc deberes) ; ego, qui forte pegolium aliquod «Ule , aod paratae 
pecuniae iodigum geslurua sum, peto et a te ol^tin^o» iitn^ncsol- 
vas ; tu vicissim petere potes , ut eo uomine tibi qfiovis aono toUu^ 
decennii proximi flnito solvam quiiique: nee refert, uttrum p^- 
cunia» quae ante tempus 6ö)¥itur, sera sit. an asura. 
Omni» enim usura soluta fit sors; imo cum uaurarup) petitio per 
se odiosa sil, magis odiosa erit usurarum petitio ante teoipus, et 
qui nihil eo nomina praestare volet, incidel in quandani asarariam 
pravitatem: revera enim plus usurae noniine exiget, quam legibus 
permissum est, quia tempore quoque plus petitur. Itaque usurae 
exactae ob usuras ante tempus praestitas, quae sortis naluram in- 
duere, non nisi vocabulum commune habent cum usuris usurarum 
non solutarum, quae legibus probibenturf et tantum abest negotium 
in vetitum Anatocismum incidere, ut secus fieri regulariter in le- 
ges peccatum videatur; regulariter, inquam, nam exceptiones ex 
natura negotii personarumque sunri possunt (de quibus alias), quae 
judicis arbitrio permittuntur. Nobis autem in calculo ineundo in- 
spiciendum vjdetur, quod reguläre axaif^iwqiu? esU . 

I[. SUPPOSITIO StCUNOA est ex jure notissimo petita, 
quod compensatio est quaedam solutio, et qui a pecunia, 
f^m ac4;ipit, smoioaiii certam aibi itetrahi paiiiur, eamipsam sum- 
loaBi eo ipso tempore aolnisae ceoselur. 

UI. fEiaadjungoPOSTULATUM, quod ereditor ae 4el>i- 
tor in 4ieji). futurum eertum de pecuneia nondnni oae^dua 
Dunc statim inter ae contraber« poseiat feltntqwe, ita 
ut totum negotium simul ac aemel imter ipaos (et q»i* 
dem sine ^Iterutrius laesion«.) fioiatur. baque crediier, 
qui centum post decennium debita nunc aalicipat, eoqiie Boi^iiw 
quovis anao decennii proxime fiiturl deberet qainque aolvare, ut 
ea mcrfestia se debitoremque liberet totipmqiie negotiuin 
pot(e$t pati, ia| sU>i qiuig staAim de ipais ceatum detrahatiir 
quid usurarum futurarum nomine, et quidem non integra 50 seu 
decies quinque, nondum enim caedua sunt seu nondum dies eo- 
runa venit» sed paulo minus aliq«id. Proinde inimis quam centum 
accipiet, et quod detrafai sibi patitnr, ipsissimum est interusu- 
rium nunc determinandum. 
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IV. % his jam ^ucetur CONCLUSIO PRUfA: Si usura 
legitima sit vicesima sortis, valor praesens unitatis 
post annam debiiae erit: | - ^+Ti^ — ^öVo+TBVöTrö+ 
TTÖ0ÖÖ7 ^^^* ^^ infinitum, sive generalius, loco 20 assumendo 

üumerüm qüemcuhque p, qui quotam usiurariaia exprimat, 

+ -T ? + -t— ^ etc. Demonstratio simnl et expli- 

V V V V 

ealio: Statiro po^ anoiiin finitum mihi debebis unitatem seu 1) 
(exf^cto), unum verbi gratia aureum, aut unam decadem aureoruiD, 
vel unura centeqarium etc. Hanc unitatem sive, sortera, si mihi 
minc soivas, eJMS nomine tibi usuram post annum finituip debebo, 
n^fl^pe vicesiqodi» unitatis seu -^ (per suppositionem arlic. 1); 
quoniam v^ro placuK, u( negotiain inter nos nunc ^tatim finiatur 
(per posiulalui» artic. i^), ideo tu vicissim postulas, ut ego tibi hanc 
summam-^^^ nnncsoivam anUcipando. Solutio autem haec fieri 
potest per compensationem , si lantundem mihi deträhi patiar de 
summa, quqm a ^ accipere debeo (per supposit. artic. 2), apo^Ho 
ergo 1 minus ^ seu 1 - ^^. Sed quia ita ut quoque summam -^ 
post annum demum caeduam nunc aecepisti, eo nomine et tu mihi 
post annum finitum debebis usuram (per artic. 1), nempe vicesi- 
mam de ^-^y hoc est ^^Jf^. El cum negotium slatim inter nos sit 
finiendum (per artic. 3), ea mihi nunc statim dabis pfaeter sum- 
juaw pr^cedientein , quaa.erat l*^fö*9 d^is ^gp. mibinupcl— ^^o 
+ ^-W. Verum ita mihi quoque istam summam ^^^ P^^t annum 
demum caeduam. nunc statim anlicipando dedisti, itaque ao no- 
mine vicit^sim tibi post ajanuio finitum ^beJbo usuram (per artic. 
I), nempe vtce^üHim de 7^, hoc est töW^ ^t cum uegotiuna 
Btatkn inter. w» sit finieaAum. (artia 3), hanc usqram antici^ainto 
statim iiiioc tibi sali^m* salra rursu$ anticipationis consideratione. 
Mven» aulem potero per coa^pensatioBein (arti«^, %) sep statin^ 
•g^^ a le detipabi p^atiar de summa praec6deu|e, quam v^\ #ol- 
iwf« debes, qiiae. erat l-^^ + i^» itaqua sohes rail^i 1 — ^ 
^T^^ro^ö^ Et sie in infiaitum oalculum continuatum fi^apdo 
aettfierque aiMicipMMW (ut nqgotiuo]^ statim finüaMii*) nuUimqui? 
anlioipatioiMs ffese|$inQPtum negHgend^ (ut i^i^ter laedatur),, patet 
te miiii sodvere nunc debere sqmmam s^eriei infinitae praedi(;ta^, 
aqua termini sunt progressipnis Geora^tricae sub?igecuplae, sem- 
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per enim sequens est vigesima p^rs pröxime aDtecedentis. Signa 
autem 4- et — alternantur. 

V. LEMMA ex calcuio infioitoruai: Fr actio est ae- 

v+\ 

qualis toti seriei infinitae -r --f -=• r+-5 = 

1 V y' y* y* y' 

etc. Demonstratio simul et expiicatio: Posilo v esse 20, 

ostendendum est fractionem |^ idem esse quod infinita series \ — 

T^V + Toö"~ifföW'+iWööö~T^öoööö ^^^ -Nimirum fraclio |f 
multiplicata per 21 dat 20, ut patet; et series ista infinita, multi* 
plicata per 21 dat etiam 20, ut mox ostendetur. Jam quoruni 
aequi-multipla sunt aequalia> ea ipsamet sunt aequalia; aequatnr 
ergo fractio et series. Superest tantumut ostendatur, seriem mul- 
tiplicatam per 21 seu per 20-|-l dare 20. Operatio ita stabit: 

Multiplicetur 
per 

fiet 

Multiplicetur 
per 

fiet }) 

Ergo O -h }) aequalia 20 * 

VI. CONCLUSIO SECUNDA: Valor praesens unitatis 




20—1 + ^*5 — «iir+¥oW — nAdo ®^- 



+ ^ aV+Tiöö TisVö+iWöin^ ^^^ 



+ ' — iV+Toö"~ W50+ f fiO^dOlF ®^ 
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seu sortis post annum debitae est 
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posito V esi»e 



numerum, quotam usurariam exprimentem , seu si y8it20, hoc est 
si usurae sint quincunces sive vigesima sortis, eril ^f seu subses- 
quifigecupla sortis sive j-gf de sorte. Nam Talor ilie praesens est 

seu Igf , quod probandum erat. Si vero usurae essent 6 in 100, 
tunc numerus valeret -^ seu ^f , et valor praesens sortk foret 
fgf seu 1$ de sorte. Eadem conclusio adhac alia ratione invsiiiri 
et demonstrari potest sine »erie infiiiitorum boc modo : Post annum 
debebis mihi summam S; quaeritnr quantummihi soki aequumsit 
nunfe, ut res eodem recidat. Ponamus te mihi solvere nunc debere 
T; itaque debet summa Y esse talis, ut anno finito asura cum 
sorte aequetur ei, quod mihi debes. Nam dedisti mihi Y nunc in- 
debita, ergo debeo tibi X, et anno finito debebo tibi Y una cum 



vicesima ipsias Y seu Y + tjV^' 4^^^ si aequentur ipsi S ftummae, 
quam post annum mihi debes, compensatione facta, debilum tunc 
ipso jure inutuo tollelur per artic. 2, et negotium initum inter nos 
finilum inielligi potest, quod de^^ideratur artic. S. Quoniam ergo 

Y-|.^Y = S, erit Y - r seu eril Y=ff deS, ut supra. Nam 

si ff nunc indebile solvas, post annum inde usuras debebo ^; 
ergd post annum in summa tibi debebo If + ^V ^^" H &>ve I. Sed 
posit annum tu quoqiie mibi debebis I , unitatem nempe sive sof- 
tem; ergo compensatione facta apparet, si pro 1 tunc debendis 
nunc 8o|yas |f , neulrunt alteri quicquam amplius debiturum. Li- 
cet autem baec via in hoc casu sit facilior priore, tarnen priorem 
magni momenti esse judico, quia exemplum praebet Analyseos me- 
morabilis, ab Algebra in eo diversae, quod Algebra, ut in poste- 
riore via patet, dssumit quantitatem ineognilam lanquam cognitam, 
et inde regrediens eamque cum cognitis aequans , valorem ejus quae- 
rit, prior vero Analysis per meras eognitas procedens valorem 
incognilum directe obtinet. Quod magnum usum habet, quando 
impossibile est obtineri valorem incognitae rationalem per Algebram, 
tunc enim ea nibilominus bac via obtineri potest per seriem in- 
finitam. 

VII. CONCLÜSIO TCRTIA. lisdem positis valor prae- 
sens unitatis seu sortis post biennium debitae est 

-z 1 — r 5 + -7 ft etc. Demonstratio. Debebis 

I p y* y« y* p^ 

mihi l biennio ahhinc : quod si mihi nunc solvas I anticipando, inde 
tibi debebo usurae nomine post annum /g, post biennium rursus 
^ in summa ^ ; quae si statim mibi detrabas per artic. I , da- 
\m mihi tanium 1 — ^. Sed quia boc modo tu quoque priora ^ 
uno anno, nempe primo, et posleriora ^^ duobus, nempe primo 
et seeundo anticipastij ideo usuram mihi posi annum primum tarn 
ob priora, quam ob posteriora ^ primo anno anticipata debebis, 
nempe bis ^J^^ seu ^^ , et post annum secundum ob posteriora 
^ secundo anno anticipata debebis mihi ^^; ergo summa ^g^, 
quae si rursus anticipando mihi solvas, dabis mihi f — A'^Too* 
Sed jam ita ego rursus priora ^^^ anticipavi anno primo, poste- 
riora vero ^^ anno primo et secundo: unde usuram tibi debebo, 
quae anno primo finito de prioribus fl^ erit ^j^, de posteriori- 

^^^ «00.^'^^ VöVo' ^uii^tii^ sJo'o'f ^^^^ secundo vero de posterior 
VU. 9 
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ribos Y^^ usura erit ^V^* ^^ sunina usurarum anoi primi fi 
secundi t^^* quam «i rurMis anticipando mihi detrahi paüar, da- 
bis mibi tantum I — ^V+ioö~ti7jW- ^^^ jani ila tu priora 
^^ rursus aniicipasU anno primo , posteriora. t^-^q-q anno priuio 
et secundo , unde usuram mihi debebis , qnae anno primo de prio- 

"l'us ^öW est Tir^olT' ^c POSterioribusT|Jööes'Tif-o^ööö' smnma 
f-^ö^^; anno secundo de posterioribus ^^^^ est rur&us ^^^^^^v^ 
uummaque usurarum anni primi et secundi i^^^ö* 4"^^ si mihi 
slatim solvas anticipando (salvo in continuatione calculi anticipa- 

tionis resegmenlo) dahis mihi i— TiV+«w"~¥<ioö"^TVoVoö- ^^ 
ita calculum in infinitum continuatum fingendo, prodibit series in- 
finita, quam posuimus. 

yill. COiNCLUSIO QUARTA. Pro triennio iisdem 
manentibus Noniinatoribus et signis, Numeratores 
erunt numeri triaugulares, pro quadriennio Pyrami- 
dales, pro quinquenn io triangulo-lrianguiares, et ita 
porro pro pluribus annis altiores numeri, quos figuratos vocaiit, 
ego ob usum combinatorios appellare soleo , in infiniuim. Hoc 
cum ad eundem modum osteadi possit, quo praecedentem conclu- 
sionem demonstravimus, prolixe hie deducere supersedeo. Nu- 
meri ipsi tales sunt: 



Numeri figurati seu 
Combinatorii 

Unit 1. I. I. 1. 1. 

Natural. I. 2. 3. 4. 5 

Triang. .. 3. H. 10. 15. 

Pyram. 1. 4.10.20.35. 

Triang.- 1. 5. 15 35. 70. 
Triang ete. 



Valor praesens sortis 
debitae 








post 


' 


ann. 

1 


Jt 


1 


m 


2 


im 


3 


mm 


4 


mim 


5 


elc. 


elc. 



IX. Ad inveniendos adhuc aUter hos valores praesenies :as- 
sumo LEMMA: Valor praesens valoris futuri est valor 
praesens ipsius summae. Exemphcausa, sub finem anni 1 685 
seu post'biennium debebis mihi aliquam summam; vellem nosse 
quis nunc sub ünem anni 1683 ejus summae sit valor praesens. 
Iiaque primum quaero, quis summae post biennium seu subfinem 
anni 1685 caeduae futurus sit valor post annum seu sub lineiR 
anni 1684; is uiique erit ^ de summa (per artic. 6), quia uaus 
iautuiQ annus intercedil. llaque si post bie|inium mihi debeas 
unitateni , perinde est quanlum ad hunc calculum ac ai post 4ia- 
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num mihi debeas )f . Sed rursus , si post annum mihi debes |f, 
perinde est (iterum per artic. 6) ac si mihi deberes nunc }f de 
illa summa |f , hoc est |{f. Itaque si post biennium mihi 
debes aliquid, valor praesens erit |^ de illo, seu quadratum nu- 
meri |f acceptum de illa summa tanquam unitale. Et eodem modo 
apparebil, valorem praesentem unitatis post triennium debitae esse 
H ^^ If ^® ii ^^" cubum numeri |f, idest|^{{f. Etitaporro. 
Alque hoc Lemma nihil aliud est, quam subsumtio illius axiomatis 
notissimi, quod aequalia uni tertio sunt aequalia inter se; nam 
1^^ nunc aequantuT ipsis |f caeduis post annum , et haec aequan- 
tur unitati caeduae post biennium. Ergo et haec unitas aequatur 
ipsis I^Jf caeduis nunc. Inde jam paTet 

X. CONCLUSIO QUINTA. Si numerus quotae usu- 
rariae sit v (id est 90, positis usuris quincuncibus seu vigesima 
sortis), erit valor praesens summae post aliquot annos 
caeduae, ad ipsam summam, in ratione i^ ad 1^+ 1 (id est 
subsesquivigecupla seu 20 ad 21) replicata secundum nume- 
rum annoruro. Hoc est, summae caeduae post annum unum va- 
lor praesens erit simjüiciter ^ de summa , seu erit ad summam 
in ratione 20 ad 21. At valor praesens summae caeduae post duos 
annos erit ^f de ff seu |{f summae, seu erit ad summam in 
ratione duplicata 20 ad 21 seu ut 400 (quadratum de 20) ad 441 
(quadratum de 21). Et valor praesens summae caeduae post tri- 
ennium erit ff de ^ de |^ summae, seu fg]f summae, seu erit 
ad summam in ratione triplicata 20 ad 21, seu ut tertia dignitas 
sive cubus de 20 ad cubum de 21 ; et ita pprro. Idque genera- 
liter exprimendo, sit praesens valor Z, summa debita S, numerus 
annoruma, et quotaeusurariae numerus y; quibus positis, eritZ=-S 

V 



multiplic. per « ~Xi* ^^^ ^' "^^ ®^^ unitas, erit unitatis cae- 
duae post annos unum, duos, tres, quatuor, quinque etc. 
v^lor praesens ff fff |5{ff ||JHf l^fi?n*etc. 
id est latus quadra- cubus biquadra- surdeso-etc. 

tum tum lidam 

qui numeri vel multiplicando , vel lantum eorum logarithmos ad- 

dendo, oontimtari potenint ad quotlibet annos» utileque erit frac- 

^tiones decimaliter enuntiari. De usu herum in quibusdam juris 

quaestionibus apud egregios autores non satis recte definitis, aesti- 

9» 
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maiidisque reditibus ad vitam (ubi interusurio composito 
locus est) alio schediasmate flisseremiis. 

Caeterum ut medilalionis liujus usus sit in proniptu, operae 
pretium, ipso praesertim Nobilissinio Autore inviiante, faclurosiios 
rati sumus, construcla Tabella, in qua (posita sorte fOOOOO, et 
usura vicenaria), quantum pro quuque anoorum (ad quadraginta us- 
que) numero, deducto legitimo interusurio rdinquatur, sive quanti 
sors anticipato aestimanda veniat, exponeretur; unde porro, bene- 
ficio regulae proportionis , quamcunque sortf^m datam, ad quantam- 
cunque anticipationem aestimare planum foret, cum alias calcalus 
futurus esset 4onge impediti^imus . iis saltem, qui Logarithmorum 
destituuDtur praesidio. 



Tabula sortium anticipato accipiendarum, 
posito debito 100000. 



Ada. 


Sors anlicip. 


Ann. 


Sors anticip. 




1 


0. »5238 


11 


0. 58468 




2 


0. «0703 


12 


0. 55684 


• 


3 


0. 80384 


13 


0. 53032 




4 


0. 82270 


14 


0. 50507 




5 


0. 78353 


15 


0. 48102 




6 


0. 74622 


16 


0. 45811 




7 


0. 71068 


17 


0. 43630 




8 


0. 67684 


18 


0. 41552 







0. 64461 


,1» 


0. 3»573> 




lU 


0. 61391 


20 


0. 37680 




Ann. 


Sors anlicip. 


Ann. 


Sors anticip. 




21 


0. 35894 


31 


0. 22036 




22 


0. 34185 


32 


0. 20087 




23 


0. 32557 


33 


0. 19987 




24 


U. 31007 


34 


0. 19035 


1 


25 


0. 29530 


35 


0. 18129 




26 


0. 28 1 24 


36 


0. 17265 


1 

1 


27 


0. 26785 


■ 37 


0. 16444 


^ 


28 


0. 25509 


38 


0. 15661 




29 


0. 24294 


39 


0. 14915 




30 


0. 23138 


40 


0. 14205 
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DE REOITIBÜS AD VITAM. 

Do tibi centum, ut quinque annua recipiam Victurus sum 
adhuc triginta aonos, quibus ego communi jure usuras perciperem 
ipse, sequentibus autem temporibus beredes mei. Volo autem egp 
frui aoticipando etiam illis r^ditibus qui ad beredes meos esseDt 
perventuri, libensque patiar resegmentum, quod vulgo yocant rabat; 
Hoc in eo consistit, ut quantitas ejus, quod interest ab ea summa, 
quam justo maturius accipio, resecetur. Exempii gratia , si mibi 
debeas quinque post annos triginta eaque jam nunc desiderem, 
Periode est ac si mihi quinque nunc mutuo des in annos triginta, 
finitis illis reddenda. Unde singulis annis unam quarlam partem 
nummi tibi debebo, si vicesimae usurae sint sive quinque in cenr 
tum. Sed cum parum rationi consentaneum videatur, omnes re- 
ditus totius meae posteritatis in infinitum me anlicipando percipere 
velle, cum raro nomina ob revolution«s rerum bumanarum ultra 
aliquot saecula durent; hinc satis superque sufficiet, si treceoto- 
rum annorum reditus ego bis triginta annis percipiam , quanquam 
mihi calculus ostenderit, paruni interesse trecentorum tantum anno- 
rum, an vero totius aeternitatis futurae reditus anticipare quis^ velit, 
quod paradoxum quidem est, verissimum tamen. Cum autem ve- 
lim aequalem quantitatem percipere in singulos annos, hinc tre- 
centi isii anni in bos triginta reliquae meae vitae sie partiendi 
sunt, ut pro quolibet anno vitae sit aequalis anticipatio. Itaque 
necesse est nos parliri trecenlos annos in triginta partes. Erit 
una quaeque decem annorum, sive habebimus triginta denarios an- 
norum, et quolibet anno vitae meae decem annorum reditus per- 
cipiam, ita tamen, ut bi decem anni, quos primo anno percipio, 
aeque distent a primo anno ac sequentes decem anni a sequenti 
anno. Quare sequitur istos decem annos non esse sumendos con- 
tinuos, sed triginta annorum intervallo discretos; nempe prin^o 
anno percipiam usuras primi primorum triginta annorum seu anni 
primi et primi secundorum triginta annorum seu anni trigesimi 
primi et primi tertiorum seu anni sexagesimi primi, ^^ i^^ pprro 
usque ad primqm decimorum seu ultimorum triginta annorum. sive 
usque ad 'lll^^f«, Similiter secuodo anno omnium (qui ni^mero 
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decein sunt) secundorum aanorum usuras percipiam , et tertio om- 
nium terliorum cujusque iricttnarii, ac deuiqiie ultimo sive trige- 
simo anno meae yitae percipiam usuras omnium postremorum sen 
trigesimorum annorum cujusque ex deceni tricenariis. 

Sufßcit ergo ut constituamus , quid mihi primo anno debea- 
tur; et sane si nullum esset resegmentum, primo anno plenae de- 
cem annorum usurae, id est a centum nummis in singulos quin- 
que, adeoque primo statim anno quinquaginta nummi deberentur. 
Sed cum id manifeste iniquum sit, sequitur resegmentum esse ad- 
hibendnm, et quidem tanto majus , quanto major est anticipatio; 
itaque ex decem annis, quonim usuras statim simul percipio, pri- 
mus quidem est ipse annus primus primorum triginta annorum, 
Itaque ratione ipsius nulla est anticipatio, sed usurae primi anni 
sequentium triginta annorum seu anni trigesimi primi triginta an- 
nis anticipantur, et usurae primi anni ex tertio tricenario anfi- 
cipantur annis sexaginta, et ita porro. Itaque decem annorum 
qui simul percipiuntur, haec anticipatio est: . 

anni l«i 2di 3tn 4ti S^i 6t' 7mi S^i Oni lOmi 
anticipatio est annorum 80 60 90120150180210240270 
primos quinque aureos sub finem ))rimi anni integros accipio quippe 
jam debitos, de secundis anno 31("o demum debitis in annos tri- 
ginta usuras vicesimas solvere debeo, de tertiis annoOl^no demum 
debitis in annos sexaginta, et ita porro, de ultimis anno 27 1 mo de- 
bitis^ in annos 270. Sed cum neque ego tamdiu victurus sim, ne- 
que cum posteritate mea ulium de ea re negotium esse velimus, 
ideo faas usuras vicesimas nummorum justo maturius solutorum 
ego vLvus solvam aut quod eodem redit compensando detrahi mihi 
patiar. Verum si successu temporis eas solvere volo, ut solenl 
usurae annuatim persoivi, utique mihi plus sequentibus quam pri- 
mifl annis vitae meae sive solvendum, sive quod eodem redit, eo 
nomine detrahendum erit. Nam lertio anno finito usuras persol- 
vere debebo a nummis tum primo anno tum etiam secundo justo 
maturius acceptis , idemque multo magis in annis sequentibus con- 
tinget; quod quidem incremenlum quäle esset futurum, et quo- 
modo ego vivus solvere usuras anticipationis etiam annomm diu 
postventurorum deberem, peculiari calculo non indignuni esset. 
Verum id nunc a nobis rejicitur; nam hoc modo minus esset re- 
segmentum anni primi quam secundi, et secundi quam tertii, quod 
est contra propositum, volumus enim usuras ad vitam in singulos 
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Minos esse aequaies« Haque neeesse est, ut ego primo statim anno 
solvam sive detrabi mihi patiar omnes usuras ob. anticipationem 
hoc anno peractam debitas , alioqui sequentibus annis solvendas. 
Sed hoc n)odo, ut ego tibi usuras aoticipationis solvo, ita tu mihi 
etiam usuras anticipationis debebis ob ipsas usuras prioris anticS- 
patioiiis anticipatas. Quin iroo quaelibet aniicipatio novam pariet 
anticipationem, dabiturque resegmenlum rese^menti semper repli- 
catum; quae omnia uno calculo complectenda sunt, si primi anni' 
usuram justam post omnia resegmenta constituere velimus. 

Primum itaque anno primo post contractum percipio quinque 
nummos ob primum bunc annum (qui etiam primus est primi 
trecenarii) elapsum, idque sine resegmento; deiode simul perci- 
pere volo usuras anni primi de secundo tricenario seu trigesimi 
primi, qui (uac quidem futuri esseiit nummi quinque, nunc antem 
detrabendum est resegmentum, ob usuram, quae ab bis quinque 
oummis in Iriginta annos a me debetur et nunc per anticipatio- 
nem solvenda est. Jam secundo anno elapso ob hos quinque nam- 

5 

mos anticipatos deberem tibi ^ , quos si jam nunc solvam elapso 

5 

statim primo anno , et ita tu hanc summam ^ uno anno antici- 

pes, binc anno secundo elapso mihi debebis partem eorum vigesi- 

5 

mam seu ääs nomine usurae. Quod cum ego iterum atatim anti- 

cipem, debdlM) nirsos tibi inde -^rrz, et ita porro in infinitum. Ita- 

que sunma omnium resegmentonim ralione usurae prini anni 4e 
quinque nummis anticipatis debilae sie ineunda erit, ut mibi ob 
quinque nummos iriginta annis justo maturius acceplos, ratione 
usurae primi anni de bis quinque nummis debitae, detrahenda sint: 
5 5.5 5 ^ . . ^ . . . ■ 5,2ü 

äö - 2»ä + 2P "" 20* '^'- ^" ^"*'"'^"°'' '^ "'^ 20 + 20» ''^"- 

5 

I — ^. Porro lertio anno elapso , ob quinque nummos anticipatos 

deberem etiam -r- seu rrr. Quos si sub finem secundi solvere de- 

4 20 

beam, ob unius anni anticipationem debebo tantum (prorsus ut 

. .V 5 20 5 ^ j ^ 5 20 

in praecedeiitO^^^p;^ seu j^-^. Sed cum hos 2o"^T+2Ö 
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rursus uno anno anticipem, quia sub finem primi arinisoWere de- 

20 I , .5 

beo , hinc solvam tantum ^ q ( [« | » on' P**^ quarlo anno 

i — öa! :^ ' ön ' ®^ '^^ porro. Et pro trigesimo et uno denique 

5 / 20 

anno qui estprimus seciindi tricenarii debebo solvere ^, Uo 



20' •" M+20' 

20 

Summa autem omnium horum numerorum , nempe -1- 

20 20 20 

per ^^ sie inibitur. In serie progressionis geometricae est summa 
maxima a ad terminum maximum 1, ut terminus maximum 1 ad 
difTerentiam maximam r, seu a aequ. — . Est autem hie 1 aequ. 
20 ^ 20 — , 20 20 

TT2Ö '' ' ^^^"- TT2Ö" 1^' 14:20 '^^"- l^rm- ^"^"" 

20 20 

^®fl^' ' • ' ni\ '^T~~\ I "o A ^'^® ^ *®fl^* ^^- ^^ quoniam a ad 

20 20 
b ut I ad m, eril b aequ. -= — '-^rjr. Et autem f ad p ul b ad 1, 

ergo f aequ. p -p, et p ultimus terminus aequ. i «o I . . on - ^'V* ' 
20 20 . 20 20 _ , -. - -| 20 

Jam summa omnium terminorum 1, m, n ^etc. usque ad p aequ. 

a— -f. Ergo summa omnium Numerorum i , o^ -t- ~»~ FZon ®*^* 

l - 20 

usque ad |I^ .^ erit aequ. 20 — 20., j7o I rr^» Q"' nume- 
rus multiplicatus per ^ dabit summam rlBsegmentorum omnium 
ob quinque nummos tringinta annis anlicipatis adbibendorum , sive 
resegmentum integrum a quinque nummis primo seeundi tricenarii 
anno elapso demum debitis, et jam elapso primd primi triceuarii 

20 

persol?endis detrahendum, seu 5 — 5, isol i v-on* ^^^ autem si 

detrahäs a-S, resiai 5, |77| . , q^ , usura primorum aunorum cu- 

' — 1 t-äU 
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jusque tricenarii primo prirni tricenarii accipienda. Idem brevius 
concludere poluissemus. Nam 8i quinque post triginta aimos sol- 
venda sint , quaeralurque quanium nunc soivendum, ajo nunc sol> 
vendum esse y, quaniitalep quae usuris in sortem conaputatis post 

30 annos exhibeat 5, id est fiel y, |so| — Tw aequ. 5, sive y 

aequ. 5, j77] -. — ^ä- Eodem modo pro quinque nummis in sexa- 
ginfa annos anticipatis nunc soI?endum5, eol | — <wv. Et itaporro 

usque ad 5, |s7o| . — ^n' ^luoi'um decem terminorum inennda est 

summa. Sit series progressionis geomelricae H x+xx etc. H-x*^ 

I x*o 1— x^® 
ejus summa est -r— ^ seu -j . Ergo summa erit 

20 



20 ^ l!l'[l + 20 _ 20 

^' l*H r+20 '" 2Ö"" ^^^ *"^®'" \—\ ^--^circiter 0.231 

^■"0r+2o 

seu paulo minus quarta parle unitatis; al Isoo' ■ ^ est circiter 

Afii^9nftnnnn ^^®°fl"^ P"*^ nihilo computari potest, perinde ac si 
quis reditus suae posteritatis in infinitum anticipare vellet; adeo 
que fiet summa quaesita 5^0.23 P.--^^— sive circiter 1.501 

seu etiam ^, Qui numerus f si addatur numero 5 aureorum, qui 
a primo anno sine resegmento accipiuntur, habebimus 5-|-| seu 
64-I nummos pro reditu ad vilam ex centum nummis, si finga- 
mus creditorem adhuc 30 annis a contractu victurum et posteri- 
tatis suae reditus anticipare velie, usuram autem communem vice- 
simam esse; quodsi minus diu victurus ponatur, patet ei plus 
deberi. 
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XIV. 

OE RESOLUTIONIBÜS AEQUATIONUM CÜBICARüH TRI- 
RADICALIUM, DE RADICIBüS REALIBUS, QUAE INTERVENTU 
IMAGINARIARÜM EXPRIMUNTUR , DEQUE SEXTA QUADAM 

OPERATIONE ARITHMETICA. 

Tametsi pro inBigni admodum invenlo haheri non possit, 
ostendere hominibus , quae loDge quaerunl, jam tum in eoruin )>o- 
testate esse, utile est (amen, (um ut sciant uti suis p^ssessiooi- 
bus, tum ut frustraneo lahore absistant. Idque in Aequationum 
Cubicarum Triradicalium resolutione faciam, ubi primum eaitim 
naturam paucis explicuero. 

Sciendum est scilicet aequationem omnem aut possibiles ha- 
bere radices omnes , aut impossibiles omnes» aut quasdam possibi- 
les, alias impossibiles. Impossibiles autem radices cum AoalTtii» 
exprimuntur, imaginarias appellamus. Omnis aequatio simplex siv« 
primi gradus (loquor autem non nisi de aequationibus rationalibus, 
in quibus sciiicet enuntiandis nulla irralionalis adhibetur) ut x — d ^ 
vel x+d ri est realis. Aequatio quadratica duas habet radices, 
easque aut reales ambas, aut imaginarias ambas. Ut si sit a equa- 

lio x^ — bx + c* n , erunt radices duae x n + ^ ^.* / — c* et 



b / b^ 

2+V T 



b / b2 

X n 

2 



/ b* / b^ b 

■^ -T — c^, ubi quantitas i/ — — c* erit realis, ^si -^ 

major quam c, at imaginaria, si minor, eoque casa aequatio pro- 
posita erit impossibilis. Unde patet vera origo aequationum im- 
possibilium, et radicum imaginariarum , quod scilicet ex quaa(itate 
negativa radix quadratica extrahi non potest , neque a nalytice neque 

geometrice, ut si sit b n 2 et c n 2» erit %/ -j- — c* ^ V — 3« Q^^ 

si jam aequatio simplex ducatur in quadraticam, oritur aequatio 
cubica, quae habet vel tres radices reales si quadratica est possi- 
bilis, vel duas imaginarias unamque tautum realem, si quadratica 
sit impossibilis. Aequatio quadrato-'quadratica possibilis aut duas 
habet radices reales, aut quatuor, quia ex duabus quadraticis facta 
intelligi potest. Potest autem semper reduci ad cubicam, quod 
primus jam auperiore seculo invenit Ludovicus Ferrariensis, Car- 
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dani et Tartaleae aequalis, et observavi, cum quatuor habet radi- 
ces reales, lunc reduci ad cubicam triradicalem ; cum duas, tunc 
ail cubicam unius radicis revocari. 

Sit jam aequatio cubica: y'*^qy — r n (omnes enim ad 
hanc Formam revocari possunt), ex regula Scipiouis Ferrei a Tar- 
taiea et Cardano publicata , radix ejus una eaque semper realis erit • 

r- V^C8)|+y/'^:1-g +y/^(3)I-_^£!^|!.ex qua 

(lata reliquas duas radices quadratica aequatione investigare facile 
est, quae pt>ssibiUs est, si reliquae duae radices ßunt reales; im- 
possibilis vero, si sinl imaginariae. Dixi autem baue unam mioi- 
mum semper realem esse. Ubi vero sese objicit difficultas in- 
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/ r* q* 
gens. Nimirum evenit aliquando at quantitas \/ t* ~^ ^ ^^^ ''"'' 

fNissiblUs, tunc scilicet cum Signum ambiguum :t~ yalet ^ ^^ §7 

|.t |.2 qS 

est major quam -7-, tunc enim quantitas -j- — ^ est negatiya 

/ r* q^ 
adeoque quantitas t/ x — ^ imaginaria. Quomodo ergo fieri 

polest, ut quantitas realis, qualis est radix aequationis propositae, 
exjirimalur inlerventu imaginariae? Hoc ipsum enim mirum est, ta- 
lern quantitatum imaginariarum interventum in illis aequationibus 
cubicis tantum (ut calculus ostendit) observari , quae nuUam habent 
radicem imaginariam, sed omnes reales sive possibiles, idque per 
triseclionem anguli ab Alberto Girardo aliisque ostensum est. Vi- 
deatur imprimis Schotenius in appendice Com. ad Geom. Gartes. 
Haec difßcultas omnibus hactenus Algebrae scriptoribus crucem fi- 
xit, nee quisquam eorum est, qui non professus sit regulas Car- 
dani in hoc casu exceptionem pati. Primus omnium Raphael Bom- 
belli, cujus Algebram perelegantem Italico sermone jam superiore 
seculo Bononiae editam vidi, invenit, eas servire posse ad eruen- 
das radiOBs veras rationales sive oumeris exprimibiles , quando ta- 
les habet aequatio j sed quando radices illae rationales sunt falsae 
sive negativae, tunc nesciebat ille etiam ex irralionalibus erui posse, 
adeoque aliam melhodum praescri|>sit e Cardano sumptam, quae 
lamen reapse ad aequationis divisionem per y + vel — aliquo^ul- 
liiui ternoiini divisore (ut slylo Cartesii utar) reducitur, etsi aha longe 
pAnrasi uUtur Cardanus. A me vero deprehensum est , eadem me 
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Ihodo, nonnibil tarnen pro re nata immutata, etiam ex irrationa- 
libus Cardanicis.erui rationales falsas seu negativas. Quanquam 
autem haec observavit Bombellus, nondum tarnen illud asseruil. 
nedum deraonstravit, ipsas radices Cardanicas irrationales inter- 
ventu imaginariarum expressas esse quantitates reales ac aequatioDJ 
resolvendae sufficientes. Quod vero a me liquido evincetur, ut 
appareat, alias imposterum radices aequaiionum Cubicarum triradi- 
calium frustra quaeri, et habere nos quicquid in eo genere optari 
cum ratione potest. 

Hoc cum a me aliquot abbinc mensibus invenliim esset, no* 
lui tarnen explicare , donec alia quaedam memoratu digna in AI- 
gebraico negolio deprehenderem , ne inventum parum speciosura 
sine socio derideretur. Nunc vero cum originem lalium regularum 
intime inspexerim et viam ad altiores aequationes repererim, de- 
prebensa sectione potestatum generali, memorabilium admodum 
theorematum tabulam non mediocriter utilem complexa, et formu- 
las quarundam aequationum dederim per omnes -gradus in infioi- 
tum,euntes, quaeque per irrationales sui gradus resoivuntur; hoc, 
inquam, cum praestiterim quicquid illud est drca Aequationum 
Triradicalium resolutiones , sive inrentum a me sive si mavis ob- 
servatum, protrudere post tot alia non contemnenda speciminanon 
amplius erubesco. 

Utile autem erit commemorare , qua via ad rem penitus eru- 
endam excitatus sit animus. Incideram aliquando in duas aequa- 

tiones ejusmodi: x^+y^ ' ' b et xy n c^, unde sequebatur x* ' » -^, 

c2 b / b^ 

adeoque -j + y* '"' b et y^—by* + c* n 0, sivey^ n 4.--.4.W _-c* 

et y n y -- -f-^ -- — c2. Ergo pro x' + y^ n b, Substitute 

b / b^ 

valore ipsius y^ scribebam x^ — — + %/ -j — c* n sive 

« / Vw.2 

xn-y — — i/-T- — c*. Erat autem c major quam b, adeoque 

1/ j — c^ «rat quantitas imaginaria. At vero constabat imihi 
aliunde, saltem summam incognitarum x+y esse quantitateoa. rcialeai et 
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aeqüari cuidam lineae d, quod me valde perplexum reddidK, cum enim 
ex calculo praecedenti deduxtssem dnx+yny''il^./^_ , 

V 2~ V T"^ ' """ <»P'e»aß>. quomodo ejusmodi quanti- 
«as possei esse realis, in quam exprimendam imaginariae sire im 
possibiles ingrederentur. Relegere ergo calculi vestigia coepi er' 
rorem suspicatus, sed frustra: eadem enim perpetuo prodiere' 
Tandem reiiit i n mentem, operalio nem instit uere, q uam hie sub- 

jidam: d n ■/ ^ +,/^_c2 + ■»/ ^ / ^'^ 

d'"" A+B, ergo quaadrando ulrobique 

+A* . + B* + 2 Aß 

nam rectangulura AB sive y ^ + \/ J- «' *" / ~J^^2 

fadt c, ut calculus ostendet; erit ergo d* n b + 2c adeoque 
d'W + äc. Aequando ergoj nter ge d uos yal oresjpsiug d fiet 

B umeris fa ciamus b n 2 et c etiam n 2, fiel ^'6 n V| +7Zi+ 
V •-V-3. Qua ob'servatione nullam facile in Iota analytica singuJarem 
magis et paradoxam a me memini notalam , nam me primum ar- 
bitror radices irrationales, in speciem imaginarias , ad reales etiam 
sme extraclione reduxisse. Et norabile est , sextum nos habitu 
res Operationia alve Arithineticae slve Analyticae ce- 
»a«, nam praeter additionem, subtractionem, muKipücationem di- 
nsionem, radicum extractionura habebiiur Reformatio seu Re- 
duclio expressionum imaginariarum ad reales. Nimirum addiiio 
et subtractio composita reducunt ad simplicia seu partes ad tolum 
vel contra; multiplicatio causas ad effectum; divisio et extractiö 
contra: divisio fractos ad integros, extractiö surdos ad rationales 
«Jemque Reformatio iraaginarios ad reales. 

Ad exemplum enim hujus tbeorematis , sive aequationis inter 
realem et m speciem imaginariam, alia exempla concinnari possuni 
mfimta, etiam pro altioribus radicum irrationalium gradibus , modo 
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earum exponentes sint progressionis geometricae duplae, ut ^(4\ 
V(&)i V('®) ^^^'' '^^ ^^ noniiunquam pro aliis ut V(^)r ut 
multis exempiis oslendere |iOS«^un). Sed genfrali(j3r ^m4Do4i cornfftosiu 
radicum ex binomiis et resiüuia non ni^i tunc rum radiciun expoJien- 
tes sunt progressionis geometricae duplae, reUuci possufrt analy tire. 1d 

caeteris vero,uty -'V (3)^ + ^ ^-g+ y/ (3)-|--^ ~5.. 

reductio* ejnsmodi non adniiititnr per naturam renim , quoniam 
scilicet radices irrationales cubicae non staiim toUuntur cubando, 
ul quadraticae quadrando. Sit eniin y' n A'+ B^ + 3ABy; est 
autem SAB n q, ut calculus osiendet, et A^-f B' n r. Uode fit ae- 
quatio non pura (ut in quadralica supra habueramus d' n b-|-2c), 
sed alTecta y^ n ^.gqy^r^ f\xioA impedit, qnomtnus islae qomtita- 
tes alia adtiHc ratione et sine imaginariis exprimi possint, ut in 
quadraticis successerat. Sed tametsi Reductio quantitatum in spe- 
ciem imaginariarum ad reales non semper enunliatioBe quadaniei- 
pressa palpabilis reddi possit, non eo tarnen minus hae in spe- 
ciem imaginariae reapse sunt reales habendae. Itaque de hacope- 
ralione sexia Aeformatioottni «liceniliim e»i, qiiod de operatiose 
quinta extractionuin, esse scilicet fuantilates reales, quae Uimi« 
non nisi imaginariarum interventu exprimantur ; quejnadmodum supt 
radices, quas surdas vocamus, quae non oisi per suas polestates 
enuntiantur. Quanquam autem exemplum radicum quadraticaruiu 
in speciem imaginariarum validam satis suspicionem moveai altio- 
res quoque reales esse, quoniam tamen minime convenit, in hu- 
jusmodi quaestionibus , ubi accurata veritatis indagatio io huma- 
nae mentis potestate est, nos conjecturis duci, ideo demonstran- 
dum putavi , --expressiones illas semper esse rectas et ädmittendas, 
etiam tum cum interveniunt imaginariae, ut in cubicis triradicati- 
bus usu venit. Quod antequam faciam, ostendam paucis, contra- 
rium sensisse doctissimos viros et habuisse graves sane dubitandi 
ralioties. De Cardano et Tartalea qui regulas illas publicavere primi, 
non est cur moneam. Rombellus , quem dixi observasse primuiu, 
quod ex bis radicibus erui possint saJtem radices rationales verae 
seu aftirmativae, si quae sunt, credidit tamen in caeteris casibus, 
cum scilicet radices rationales sunt negativae aut etiam cum non sunt 
rationales, exceptionem pati regulas. Exempli causa proposiia ae- 
qualione y^ — 12y-9n0j quae triradicalis est, baec, inquit, ae- 
quatio resolvi non potest per regulas propositas; ideoque utitur 
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alia metbodo , eamque dividit per y -f 3 , unde fit aequatio quadra- 
tica, quam resolvit. Sed non noverat ille, ipsam quantitatem ne- 
gativam - 3 esse radicem licet falsam , aut certe non putabat irra- 
tionalem eam continere. Idem putat, aequationes ejusmodi in 
quibus scilicet terminus penultimus est negativus et quadratum 
»eiDissis termini Ultimi est minus cubo irientis penultimi, tunc cum 
ultimus terminus est affirmatiTus, non posse resolvi. Unde pro- 
posita aeqaatione y' — 6y+8 ^0 ait, questa agguagliatione risolu- 
tameote non si puö aggua(;liare , e la proposta t^ratta delF impos- 
sibile, in quo sine dubio deceptus est; scimus enim hodie, omnem 
aequationem cubicam esse possibilem et habere vel uuam radicem 
realem ?el tres. in quo eum errasse tanto magis miror, quod 
jam tum sdyit, Trisectionem Anguli ad aequationem cubicam, quae 
per r€;guld8 Cardani tractari nqn posse credebatur, reduci. Sed 
error inde ortus, quod nondum salis eo tempore notum erat, ae- 
quationes provenire ex radicibus in se ductis, quod a Cartesio, si 
non inventum , saltem in clara luce positum est. Unde non miror, 
alicubi BoaibeJlum asserere, non Tideri sibi unam quaestionem 
plures una veras responsiones sive radices habere posse. Alber- 
tus Girardusi, qui primus quod sciam usum Trisectionis Anguli in 
hoc negotio accurate explicuit, Cardani regulas satis aperte exclu- 
sii. Quem secutus est Carlesius« Nam Viela radices irrationales 
rarius atligit, et cum methodum tradidit sane pulcherrimam ex- 
trahendi radices aequationum in numeris rationalibus , non est usus 
extractione ex radicibus irratiooalibus. 

Quod superest ergo summi viri Renali Cartesii ac doctissi- 
morum ejus discipulorum Huddenii et Schotenii mentem explicare 
suffeceril. Carlesius libro tertio Geometriae radices Cardani diserte 
non nisi illts aequationibus applicandas censet, in quibus imagina- 
riae quanlitaies evitantur, et tunc cum imaginariae interveniunt, 
novum nolae algebraicae genus introducere conatur, ut scilicet 
quaotitas incogoita non per extractionem radicis sive sectionem ra- 
tionis, sed per sectionem anguli explicelur, in quo mihi non sa- 
tisfacit. Nam aliae sunt notae Analyticae, aliae Geometricaej illae 
serviunt ad quantitatem incognitam enuntiandam relatione ad quas- 
dam operationes arithmeticas, quales sunt additiones, sublractio- 
nes, niultiplicationes , divisiones, radicum extractiones et (quae a 
me addunlur) iinaginariarum reformationes , hae vero enuntiant 
quantitatem incognitam relatione ad quasdam operationes geome- 
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tricas ductusque linearuni. Et aequationem resolvisse aliud n^st, 
quam construxisse: resolutio rei naturam detegil, incognitas sim- 
plicissime enunciat, earumque omnes recessus patefacit; canslraf- 
tio quaesitam quantilatem exhibet instrumento ; lametsi ultra lar- 
giar Geometriam ad ostendendam realitatem qnanlilatuor in s()e- 
ciem imaginariarum , imo et surdarum adtiiberi debere, ne scilrccl 
pro ßgmentis inanibus humanae n:entis habeantur. Quare Catlesii 
ratiocinalioni non assenlior, cum nobis est persuasutn (ut scilicet 
jacturam soletur, quam ex def'eclu regularura Cardani nos pati cre- 
didit), aeque clare, imo clarlus ac distinctius nos concipere incogni- 
tam per relalionem ad subtensas areuum, quarum triplum est da- 
tum, quam per relationem ad latera cuborum quorum contenliim 
est datum. Faterer si de (xeometrica constrüctione agere(ur, sed 
atialytici est incognitas exprimere per notas, qude ad calculum sint 
aptae; manifestum est autem, notam Cartesianam, qua incognitae 
cubicae per relationes ad arcus exprimerentur, ad calculum ser?ire 
non posse aut certe inter calculandum semper mansuratn inTaria- 
tam, cum contra radices cubicae irrationales nonnunquam extrabi, 
semper tolli possint et in se invicem aut in alias dnci , aliasque 
alque alias formas induere, quibus earum natura et problematis con- 
stituiio detegatur. Neqne enim Cartesius ex nota sua ad anguti 
trisectionem nos referente duceret nnquam radices rationales ae- 
quationis, neque illud demonstraret sane memorabile, omnem ae- 
quationem cubicam deprimibilem habere radicem rationalem, uti ex 
irrationalibus Cardanicis, etiam tum cum imaginariae tnterveninnt, 
egregie palet, quod infra denuo attingere operae prelium erii. 

Denique concludit Cartesiu:«, naturam radicum cubicarum non 
pati, ut terminis exprimantur simplicioribus , nee ut per con- 
structionem aliquam, quae una et generaiior et simplicior sit, 
delerminentur. Quae Schotenius iisdem verbis repelit in praefa- 
tione Cdmnientariorum in librum tertium et rursus pag. 297 Com. 
ad lib. I., usque adeo ea illi placuere. De constrüctione non re- 
pugno; at quod ad expressionem attinet, ajo, Cardanicam et 
simplicissimam et generalissimam esse, omnesque omnino casus 
complecti , secus quam Cartesto videbatur. Schotenii mens ex bis 
aliisque multis tocis satis palet; at de ingeniosissimo iluddeiiio mi- 
ror , quo neminem unquam profundius in analyseos *purae et a geo- 
metria äbslractae mysteria penelrasse scio. Is Epistola ad Scho- 
tenium prima pag. 504 regulae, inquit, quarum ope'quarun- 
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dum cttbicarum aeqiMtioDuin radices iiiTestigaiitur , quas Cardanus 
autori Scipioni Ferreo asacribit etc. Et regula 21 exemplo quarto 
cum agnoTissift «*x irmtionalibus Cardanicis erui posse radices ra- 
tionales, siibjicit: excepto tantum uno casu, quando termino pen* 
uiiiino existente negativo cubus trientis ab ipso major est qua- 
drato seroissis ab ultimo. 

Utile vero erit etiam rationem adjicere, quae doctissimis vi- 
m persuasit, regulas Cardani esse Jimitatas. Primum Cardanicae 
radices in casu toties diclo speciem habent impossibilium sive ima- 
gioariarun), sed regeri polerat, non ideo imaginarias sive impos- 
sibiles bab^ndas » imo necessario esse reales , quoniam ex aequa- 
tione data (quae utique possibilis est) consequanlur ; ex vero au- 
tem non sequi nisi verum. Ad hanc objectionem parata illis re- 
plicatio fuit, radices Cardanicas ex aequatione cubica data non se- 
qui necessario, sed niti quadam suppositione; ea autem supposi- 
tione tunc cum ad impossibile ducit, esse abstinendum. Hujus 
responsionis vis ac momentum eleganter apparet ex calculo, quem 
instituit doctissimus Huddenius. £sto aequatio data x^«=rqx— r ' ' 0. 
Ponatur incognita xny-fz; haec suppositio utique semper per- 
missa est; ergo erit x^ ^ y^+^^^z-^-d)!^-^!^, adeoque ex ae- 
quatione data x^n:i_qx + r aequando duas ipsius x^ valores, ßet 
y'+3y*z+Syz* + z* n ri_qx + r. Cum vero plures habeamus quan- 
titates indeterminatas quam aequaliones, nam indeterniinatae sunt 
tres X, y, z, aequationes tantum duae x^y-l-z (sive x^ ' y^H- 
Sy^z-fSyz^+z') et X* n 7|_qx-f.r, ideo (regulariter) licebit novam 
pro arbitrio fingere aequationcm. Fingamus ergo y*-f z* ' ' r, et 
restabit in aequatione superiore 3y*z-f 3yz* " iqx, cujus uno la- 
lere diviso per x, allero per y + z, ipsi x aequivalentem, fiel 
3yz ^- il-q. Unde ut verba in compendium co ntrah am (cetera enimclara 

8unt)fietdcniquex n y/ (3) J+y/' T^S"'"\/ ^'^^T~"V J'^^i' 

q« 
Quodsi ergo 4- valeat — (id est si 1" sit +) et sit ^ major 
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quam -j, venirousad aliquod impossibile, adeoque suppositio ano- 

bis pro arbitrio facta, qua fecimus y'+z* ^ r, eo casu admittenda 
noD est) qutre et valor hie ipsius x ex aequatione data necessario 
non dacitur. Haec ratiocinatio recta est et solida, quatenus eonclu- 
dit ex aequatione directe deduci nee necessario calculo formulaoi 

VII. 10 



Cardanicam sie quidem deduri, ac certe nisi aHtinde depr«bendhk 
sem radices Cardanicas generatim esse admittendas , ex hoc certe 
caiculo solo asserere non auderem, ob intenreDientem ut dixisup- 
Positionen). 

Opus est ergo, ut sine ulla ejustnodt suppositione demon- 
strem, radicibus Cardanicis omnem generaliter aequationem cobi- 
cam rede resolvi. Incipiam a clarioribus exemplis earum, quae 
radicem babent rationalem, ul facilius intelligatur postea demon- 
stratio generalis de irratio nalibu s. Sit quantilas aliqua 2b, poterit 
eademetsicenuntiari:b + ^ — ac + b — ^ — ^c. Qanquam enim^ — ac 
Sit quantilas imaginaria, summa tarnen ideo non minus est reaiis, 
quoniam imaginariae de struu ntur. Dividatur haec formula in duas 
partes, binomium b + V — ^c» ßl residuum b~^ — ac, et utriusque 
separatim in vesti getur cubus, erit ipsius b + V — ac cuhus hie 

+ b* — acV— ac . ,- b» +ac J— ac 

au I tiu2 etipsius b -y— ac cubus erit „. ' 

adeoqne erit 

V (3) + b« — ac V ^^^^ "f V(3) +b3 4.ac V^ 



-ac 
— 3bac+ 3b2 _3bac— Sb« .... 



vel V (3) + b* + V -a^c* + V (3) + b» — V — a^c^ 

— 3bac-f«aVb* — 3bac+6aVb-( ' ^b 

— 9b*ac ~9b*ac ] 

sive b+V — ac-hb — ^ — ac. Quodsi ergo ex tali binomio ejusmodi 
semper ex(rahi posset radix cubica, quemadmodum ex hoc quiclem 
polest, utiquejuuctisinter se binomio et residuo semper tolii pos- 
set imagma^ia^^^ data ej usmodi expressione: 

bent cubicae aequationes, non semper extrahi potest, id est, quia 

r 
non semper quantitas data -5- in duas b'— 3bac nee quantitas data 

r« q3 

J— 27»" ^''es — aV+6aVb2— 9b«ac dispesci a nobis sine 

alia aequaiione, aeque ac data difficili, polest; ideo fit ut ex quan- 
titatibus realibus non semper possimus imaginarias eliminare, 

Exempla autem in nuiueris rationalibus proponM« utik« erii. 
Sit aequatio, qua et Albertus Girardus uliiur: x**-t13x— 12 «^ t^, 
cujus radix vera est 4. Ex formulis autem Scipionis Ferrei . sive 
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ÖttaW'Äpiidsfiidrwm Teciam asse et realem; et admitleiidafn 6ic dc- 
monslrabo. Ponatur x n 2-f ^-^^^.2 — ^— J, eril utique x ^^4, 
iHi aeqüiltia posiuM Videamiis nunc an Inde derivari possk for- 
nulti Cardaitioa. Nimirürn cnbandoei8Uperion»fnft)rn)Dlerm b-f V"~^+ 
b^^-vac buc applicando, faciendoqeie b n 2 et ac n | babebimus 
pro «ubo ipsius 2 -f ^^^ formulam hanc : 

•^ •--^^a.iit— 2^4- V +6,^4'- ^1 

sive ßumroando 6+ W ' . Eodem modo cubus a 2 - Vr^i 

«rit «T-%^ ~27 -"- r «cprdindey/ (3)6 -f W II^.eril2+ VHI' 
«^y (ä> •^^ y '■ "2>y • - ö*"!! 2— V-^jÄC jungendo binomium resr- 

*M.»fil » 8it«5 '*/ (3)6 + ^ ^^ + y (3)6- ^ =i|^ Idem 

quod 2-f-y — 1^+2— v^^i* i^ esleril, 4, utostendere propo^itum er$il.. 
. ünum adhuc exejnplum adducere operae prelium erit, cum 
radix rationalis in irrationalibus Cardanicis latens est falsa sive rie-. 
galiv^, q^oniam y|iriatur i^iaanihil calculus , et video Rapliaelem 
Bombellum, egregiijim,.certe a^-li^ andyticae magistrum, hicliaesisse: 
nam ut supra dixi, radices rationales veras extrahere pptuit, falsaa 
non potuit. 

Exemplum esto x^ * — 48x— 72 n 0, c uju s radix falsa est 

xri — 6. Erit ex regula x n >/(3)3fi+>/-^^ÖÖ + V('^)36— V~^00^ 

ostendendum est ergo barum duarum irralionalium summam nihil 

aliud facere, quam - 6. Quem in finem ponemns 

in— 3+^ — 7 ^3-«j_7 , _ 

+V(i^)3)^ Resumla ergo formula superiore, qua erit O '"' b+V — ac 
et 3) n b — V — ac* ac nunc pro b substiluendo — 3 et pro ac su- 
mendo 7, erit 

©an -27 />— 343 

+3,3,7 n 63 + y | +6,49,9 n 2646 

^—9,81,7 n_5103 

10 • 
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si?c summa init a Q^ n 36 -f, ^~ 2800 ; eodem modo oslendelur 
esse })» n 36— V— 2g00. C um ergo sit i n — 6 n V(:i)0»+V(3)D*. 

prit X " V(3) 36 +V— 2S00 + V(3) 36—^—2800, ut regula Cardani 
eerscripserat , quod ostendendum proponebatur. 

Tametsi autem radices cubicae semper ex binomiis el residui» . 
ejusmodi analytice extrahi non possint, patet tarnen semper in illis 
inesse, et operatione Geometrica inveniri, queroadmodum aiiae 
radices surdae: ac proinde imaginarias semper destrui ac summana 
duarum hujusmodi radicum cubicaruni semper esse realem . tametsi 
destruendi modus noo sit semper enuntiabilis. Ne qua tarnen ansa 
dubitaudi relinquatur, duplici demonstratione generali rem confi- 
ciemus, quae rationales irrationalesve non moretur. Prior demon- 
stratio huc redit: Formula Cardanica satisfacit aequationi cubicae 
triradicali; omnis formula quae satisfacit aequationi cuidam, est 
ejus radix; ergo formula Cardanica est aequatioBis cubicae triraA- 
calis radix. Omnis porro radix aequationis cubicae triradiralis est 
quantitas realis (ex hypothesi ideo enim triradicalem vocamvs, quod 
tres habet radices reales, qualem illam esse, quae regulas Cardani 
respuere eredebatur , dudum ostensum est; videatur iopnaiis 
Schotenius in appendice de aequationum cubicarum resoiutione; 
neque vero plures quam tres habere potest radix cuhica ulla). 
Ergo formula Cardanica (etiam tum cum ex cuhica triradicali duci- 
tur) est quantitas realis. SuperesI ergo tantum, ut ostendamus 
formulam Cardauicam etiam aequationi cubicae triradicali salisfa- 
cere, quod apparel, si in aequatione ejusmodi ut xK — qx — r ^' 
substituendo valorem ipsius x, nempe 
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Senip«r ergo formula Cardanica sa- 
tisfacit, nee refert, major minor 'e 

ait Ij quam -. 

Altera denionstratio haec est: Sit 
aequatio dat*ax** — qx -r f" ; ajo, 
radicem seu valorem ipsius i esse 
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Sit |s major quam •--. Probe, qaia 
tunc semper erit A "^ s + V — *c» 
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V — ac , sumta pro ac 



quantitate quamcunque caiculus ob- 
tulerit, ac proinde summa atriusra- 
dicis cubicae seu A-fB erit x, ut 
proponebatur. Assumturo sie ostendo: 
Ponalur A vel B major minonre esse 
quam assignata quantitas, et exces- 
sus vel defectus sit ^d; erit ergo 

k n L j-d+V^^ et B n 5f d— 

V — ac, nam caiculus ejusmodi bino- 
miorum ostendit, quantitates reales 
in binomio pariter ac residuo esse 
easdem , nee differentiam oisi in sig- 
nis quantitatis imaginariae interve- 
nientis esse debere. Compendii autem 

caosa ponamus -^ ^ d n b, fiet A "' — b-f V— äc et B n b— ^— ac 
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*) Nam AB H -^ ut facile calculo ostendi potest. ^ 
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Babemus ergo b*— Bbac '"' -77. Aliunde auledt scimus, radicem 

ipsius ~j difTerentiae quadratorum partium binomii vel residui 

f / r* q' 

dati -5 et d~*/ "T-^^ä'J aequari ipsi b^-fac difierentiae quadra- 

torum partium binomii vel residui quaesUi bTy— ac«4Ui radicisbi- 



r I 
Domii vel residui dati -^ =1'^ — ac. Quod theorema t[emonstralum 

extat apud Schotenium in appendice Commentariorum/Iaroetsi ori- 

giaem« inyentionis, quae ad altiörea quoque gradnis porrigitur, non 

attigerit , quam alias forte explicare poterimus. Habemus ergo ae- 

r - Q 

qüatidhes duas b*— 3bac n — , et alteram -^ <"' b* + ac, ex 

quarum posteriore erit ac ''' ~ — b*, quem valorem inserendo 

o 

r 
in priore habebimus b'-h3b'-^qb ^ -^ vel 8b' — 2qb — r n 0. 

Quae aequatio cum per omnia coincidat datae, excffpki quod pro 

X habetur 2b , et pro x* habetur 8b' , ideo necesse est 2b esse x, 

-, • • •^* 

X X 

adeoque b esse -jr. Posueranns auteni supra h. '^ -^71}'' d» erit 

ergo Td n 0. d autem significabat excessum «üiquem aut defecturo; 

■ ' - ' ■ — - 

is ergo erit nullus, adeoque exacte A sivel/ (3) — -— W -j'—z 

■ — ' I 

erit n i.4V=i-c et B sWe y/ (3) ^ - ^ ^-|! erit|- 

X I ' X j— 

®"^ "q + V — ^c + -— — y — ac, id eslx, quod o^endendum sum- 



seramus. 



Cum ergo satis opinor evicerimus, rfpetitas toties radicum 
irrationalium fordiulas esse reales^' sine utto aequatiönis cubicae 
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discrimine, superest, ut de earum usu nonnuUa dicamus. Acpri- 

mum haec est sententia mea, generatim in eo consistere perfeo 

tionem Algebrae, at radices irrationales aequationum cujuscunque 

gradus inveniantur. Nam resolutio aequationis est, invenire valo- 

rem incognitae quantitatis , sive aequationem ex affecta et elala red- 

dere puram et simplicem , quod generaliler in quolibet gradu fieri 

non potest nisi per irrationales illius gradus , accedeiitibus subinde 

et irrationalibus graduum inferiorum. Inventa formula generali ra- 

dibum irrationalium aliciijus gradus, habetur quidquid in eo gradu 

optari potest, limites ac determinationes , possibitilates atque im* 

possibiiitates, numerus radicum, expressio earum simplicissima, 

ac depressiones atque extractiones , quibus problema ad simplicissi- 

mos terminos reduci possit« Denique si de consfructionibus quaera- 

tur, habebitufr revocatio omnium problematum ab aequationibus 

pendentium ad duo tantum, sectionem scilicet rationis aut anguli. 

Eadem et priorum Algebristarum sententia fuit. Sed video, 

summum virum Renatum Cartesium aliam institisse viam atque ab 

ipso pariter ac doctissimis ejus commentatoribus radicum irratio- 

^alium usum atque inventionem plerumque elevari. Sed ita su- 

mos homines, ut nostra tantum admiremur. Cartesius enim cum 

resoilutionem aequationum per irrationales sive veram atque ana- 

lyticam radicum inventionem promovere posse desperaret, rem ad 

geometricam constructionem traduxit per varia curvariim genera, 

praeclaram certe et summo ejus ingenio dignam, sed qua ut su- 

pra quoque dixi non mens illustratur , sed manus dirigitur. Si 

qnis enim lineam quaesitam mihi exhibeat materialem instrumento 

aliquo, ut circuli aut parabolae sectionibus determinatam , praxin 

absolvit, animo non satisfaeit, qui tum demum conquiescit, cum 

quaesitae quantitatis valorem simplicissima ad datas relatione ex* 

pfessum habet, qua intima ejus natura detegilur et omnes proble- 

matis recessus patefiunt. Videbat scilicet Cartesius, semper esse 

ift potestate curvas invenire construentes (lametsi ut alibi dixi in«* 

strumentum aliquod simplex ac generale mentem non sustulerit), 

sed non esse hactenus in potestate invenire valores; certis enim 

ad valores irrationales inveniendos artibus est opus ac suppositioni- 

bus mira qnadam ratione excogitalis, in quas non incidat auimus, 

nisi aut immenso labore omnia pertentet aut singulari quodam arti- 

fieioregattfr, quod non ab Algebra, sed a superiore quadam scientia 

pröStiscittir. Fbteor cubicarum atque quadrato-quadraticarum ra- 
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dices fncilius fuisse repertas, illas a Scipione Perreo, has a Ludo- 
vico Ferrariensi , quoniam ob calculorum simplicitatem paucagque 
admoduQi combinationes variis modis ad idem penreniri solet Ego 
cerle decem minimum modis inier se diversis ad Scipionis Ferrei, 
tribus aut quatuor ratiopibus in Ludovici Ferrarien&is regulaa per- 
veni, idque aliquando cum alia quaererem. AI qui regulas quinli 
sextique gradus universales invenerit, eum certe laudabo, totum 
enim fere ingenio atque industriae, vix quicquam fortunae debebil. 
Hoc ergo agere debent , quicunque Algebram a se promotam glo- 
riantur. 

Cartesii metbodus analytica hoc tautum ac ne vix quidem 
praestat, ul sciaraus an aequatio aliqua ralionalis dividi possil per 
aliam rationalem. El ad id ipsum iDvestigandum opus est calculis 
immensis, nam ut Huddenius oslendil, ut sciamus exempii causa, 
an aequatio aliqua sexti gradus per aequationem cubicam secundi 
termini ralionalis dividi possil, opus est aequatione gradus decimi 
quinti, cujus divisores sed simplices tantum ac rationales quae- 
rendi sunt. Fateor, Huddeniuni summo ingenio ac miris arlibus 
immensoque labore tabulam inde eruisse , cujus ope Omnia per- 
tenlando sciri possit , an aequatio aliqua ralionalis quinti sexlique 
gradus sit divisibilis; sed quis tanti putabit uJlam aequationem, ul 
per tot examina incredibili labore ducat, et quid futurum puia- 
mus in altioribus, ubi tabula ipsa ad bunc ct)nstructa modum im- 
mensae magnitudinis futura esset, praeterquam quod ita aequatio- 
nes iUae, in quibus irrationales supersunt, non possunt examinari. 
Neque enim sine exaltatione aequationum semper tolü possünt irra- 
tionales : exallationes autem illae plerumque ducunt ad gradus , de 
quibus regulas nondum habemus. At formula irralionalium raüi- 
cum suo gradui generaliter accommodatarum, ingentis tabulae in- 
star una habet, nee aequationes illas moratur, in^ quibus sunt 
irrationales, et hoc nobis praestat, ut depressiones omnes cerla 
securaque ratione sine tot tentaminibus inveniantur per eatractiooes 
radicum quando fieri possunt. Divisorum enim inquisilio res est 
varia et mullis tentaminibus obnoxia , praeserlim cum de divisori: 
bus irrationalibus agitur; at radicum inventio cerla e^ semper ac 
delerminata, sive lilerales sive numerales sint aequationes. 

Sed usum radicum irrationalium uno atque altero tantum 
exemplo illustrare utile erit. Cartesius asserjjl^ si aequatio cubicn 
proposila ralionalis dividi nequeat per incogpitam; pi^s . Qiiousve 
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aliquo divisore raüooali termini ultinii (oam irrationales infioiti 
sunt nee tentari possunl) , tunc pro certo baberi debere , problema 
esse sülidum , adeoque omnem aequaiionem cubicam ralionaltini de- 
primibilem habere radicem rationalem. Quae assertio merebatur 
demonslrationem ; quidni enim possit aequatio esse deprimibilis, et 
bubere radices planas quidem, sed irrationales, nempe quadrati- 
CSS? At hujuA Theorematis veritas ex irrationalium Cardanicarum 
coDtemplatioae manirestum est, ac nesdo, an Cartesius aliunde 
eoi erit» Nimiruai sit aeq uatio x^« — qx — rriQ, cujus r adix x <" 

/<'>j + /t-s + /'"t-Zt-I- ""•'••' 

radicem habear, partem unam A habit uram et alteram B; item si 
radix ab A sit binonium u t b-f yiTac, tunc radicem ex B fore 
residuum respondens b — ^Tac. His adjicio, si radix cubica erui 
possit ex binomio A ?el residuo B, tunc eam semper habere par- 
tem unam b rationalem , nee posse componi ex duabus irrationali- 
bus, quod ita probo. Omne biuomium vel residuum, cujusque 
partium quadratorum differentia habet radicem cubicam rationalem, 
ejus binomii radixest ex parte rationalis; patet ex diclis a Scho- 
tenio in appendice Commentariorum , ubi de melhodo extrahendi 
ex residttis et bioomiis, et potest si opus aocaratius demonstrari. 
Jam binonNuin vel residuum Cardanicum semper taie est; ejus 

enim partes sunt JL e( t/ _ _ 2- , quadrata partium sunt 

r* r* q* r* r* q* q* 

j et -4 — ^ ' quorum differentia j» — j + ^1 '^ est ^' 

cujus radix cubica est rationalis, nempe -^. Cum ergo b sit ra- 

tionalis qaantitas et x quandoconq ue, ex A et B radix cubica ex- 
thibi polesi. Sit b-f V?äc + b— V-^ ac sive x 'i 2b, palet x fore 
semper rationalem , quandocunque aequatio cubica deprimi potest. 
DebefeC jam explicari Melhodus extrahendi radices cubicas 
et bis bioomüs vel reshluis etiam tum cum imaginariae ingrediun- 
tor. Rapbael Bombeiius id praestat tentando, intra certos tarnen 
fimites, quoniam scilicet methodus illa ingeniosissima , quae a Scho- 
tmiip eiib fiiiem Conlm^ntariorum adjecta est, nondum haberetnr. 
Quoniam autem requirit methodus haec, ul binomii ejusmodi^vel 
residui valor in numeris inveniatur vero propinquus, ut postea ex- 
acte reperiri possit; ideo fit ut imaginariis intervenientibus directe 
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ddbiberi neqneat; quis enim exempK causa in numeris ratiionalibus 

vero propinquis exhibeat valorem quantitatia bujusmodi V(3)l + V""^ ^ 
Cui malo remedium inveni ac melhodum detexi, per quam sine 
tentamentis , ex talihus binomiis etiam non obstante imaginaria ra- 
dices ^xlrahi possint, non cubicae iantum sed et surdesolidae , et 
aliae altiores quaecunque. 

Nititur illa inventio cuidam singulari, qiiod aUquando expli- 
cabo. Nunc regulas quasdam adjiciam ex irrationalibüs contem- 
platione ductas, quanquam in illis nulla fiel irrationatium menlio, 
per quafi radix rationalis ex ipais lentando facile fcxtrahitur.*) 



XV. 

NOVA ALGEBRAE PROMOTK). 

Hactenus Algebra admodum imperfecta inaiusit , et6i qui eam 
non satis callent, ad summum faatigimR provectam arbitrenlur: 
quemadmodum fere fit, ut tanto quisque plus suae scientiae tri- 
buat, quanto scientiae minus habet. Nimirum nemo hactenus ali- 
quid generale attulit circa resolutionem Aequationom quae assur- 
gunt ulira quartum gradum, quae iamen non usque adeo raro 
occurrunt, in problematibus etiam quae adeo difficilia non Tiden- 
tur. Exempli causa triangulum partiii in qualuor partes aequales 
ope duarum rectarum inter se perpeAdicularium problena est, quod 
ascendil ad aequationem octavi gradus. Taliaque occorrunt tli- 
quando io Analysi versantibus. 

Resolutionem autem Aequalionis Algebraicam vel in Nu- 
meris indeterminati« lunc baberi putandum est, cum habetur Va- 
lor seu Expressio Analyttca radicis, per quam nimirum et exaole 
et finite et in generalitate debita valores radioom exhibentur. HabiH 
mus quidem casus speciales, in quibus aequationes allaares depriai 
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aiH^m ainie 4lefMre«9tom ab affidclis ad: puras radices $m gradus 
trauslarri poaa«nt, sed'm f^eralibiia terounis, i(a ut coeffioienles. 
lenmip^rum secuudt, tertii, qoarti elc. velut p, q, r etc. nullam ha- 
beiiit re{alionem inter se praescriptam , rem uondum quisqirfin 
praestitjt, nisr quftni aeqaaUo allior revera cadit in inferiorein, 
potenlia^ <gu8 JoGo^nilae loao assuoita., velut in lequationibus gra- 
dus binarii, ubi ^oli exUpt : ^sr mini gradus l)tnarii, et in aequatio- 
uibus gradus teroarii^ i» qujbti« sbli extant termini gradus ternarii, 
,ef,ita porrp, 
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lläbemüs valores generales Radicum in aequationibus altiori- 
bus Jätenttum per appropinqualiohes , sed qui non sunt exacti; 
tiabefhus et exactos, sed non nisi infinitaliter exprimendbs, qnales 
Stint valöres quos praebenl series infinitae, qui valores mente qui* 
dem intelligi, sed nuroeris definitis exhiberi non possunt. Habe- 
mus' deniquie Radices exacte et finite exhibitas, at modo organico, 
t)on per expressiones , cum scilicet locis geometricis seu lineis cur- 
vis continuis, id est per motum descriptis earumque interseclioni- 
bus vel etiam aliqtio organo conveniente incognitaelineae radicibus 
aequationis inservientes exhibentur, sed hie modus exbibendi or- 
ganicus revefa non est analyticus et dal quidem quantitatem, sed 
non ejui^ valorem. 

Exotnplo discrimina haec illustrabo. In quadrato ABCD (fig. 29) 

' "habeo lineam Diagonalem organice , possunt enim eam reapse ex- 

V, bibere . ducta reiQta AC quae est diagonalis, sed non ideo habeo 

qjiia valorem, nisi »ciara ejus relationem analyticam ad quadrati 

laAiia AB. Ea autem nobit nota est, iiam si super AG deacriba- 

i^r quadraium AC£F et producamua AD in E et Cn in F, patet 

A^GF oontiocre qpiater triangulum ADC, sed AtiGD cotftinet id«m 

iBiangMkNtt bis, argo ACCF cpiadraium a diagonali est däplum ip- 

awsiilÜ^CD jpiadiali a latere. Itaque slAB vocetur a, etAO voce- 

4Mr JL, > fie4 xx=:2aa «eu xära^:d seu x e&t ad a ut ^i est ad 1, 

.qui eat vßflw sen expreasio Analylica exacla fiaila ipsius diagonaüs. 

iytqtte-hoc e$t quod vulgo dici 8olet»r diagonalem esse inGomtuan- 

;ia«rfibiMA^ iateri , inaoa ejus valor n.onj>Qitest exacte et finit« ex- 

ifwiiriiv WM»^ par fl ü caer n iP 80rd4fim'V2* ^ qüoties valores sunt 

MaO90«ii#niiiiM>ifes..?«i'siiDal> com^neheiidiifit tim .commenauraliiks 

4Uim)JBMiiiniM$Hiiii)ilaa» tu caau^ general^ift «kaideratpr hiijua- 

OMbi <9li4ila.ii$x(iMfBiok.pea jnaliiel*o«t sur^ , 
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Habeo quidem «cprassioneiii vrioris ipsiw ^i ratioBalem et 
exactum, sed per seriem infimtam hoc modo, ut dicam esse 
2 ??__i_ 7 7.9 ».U 9.II.13 
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ubi quanto magis conÜDuatur series, tanto minus erratur, cum error 
semper sil minor eo termino qui terminum per quem finiTimus Se- 
quilar. Tota autem series ratiooalis infinita exacte aequaUs est 
vaiori irrationali quaesito V^T Sed patet subsidiarias esse talesex- 
pressiones, utiles quidem in praxi pariter et theoria, qod tarnen 
continere quod desideramus. 

Habemus etiam Expressiones varias appropinquativas , quales 
tum ex praecedenti serie hauriri possunt, tum etiam per modum 
receptum extrahendi radicem ex numero , postquam multae ciphrae 
nullitatjs indices ei sunt adjectae , veluti cum appropinquandum est 
ipsi ^extrahendo radicem quadraticam decimaliter ex 2.000000000, 
ubi fit V2= 1.414213. Ubi si dicamus ^2 esse f|, ideo ob se- 

l + ls2 
quentem numerum 1 error erit minor quam — r^rx — seit ^; si 

dicamus v2 esse fj^, error erit minor quam '^^ seu j^; 

si dicamus V2 esse |{-^, error erit minor quam xshf^^ ^^ ^ 
porro. Quodsi ante continuationem operationis daretur oontimia- 
tio in infinitum notarum decimalium , baec appropinquatio transi- 
ret in casum praecedentis paragrapbi seu in valorem etadam per 
seriem infinitam, et quidem in meris integris, quod baotenus pro 
irrationalibus praestitum non est. Franeiscus Vieta prianis koeex- 
tractionis genus a radicibus puris proroovit ad> radices affeetas. 
Radicem puram vocamus, cum incognita vel ejas potenUa aequa- 
tur quantitati rationali, ex. gr. xx=2, velj['=3:3, vel^x^asS , iia 
enim radix pura est x ^ V^ , yel ss ^3 , vel ae V^* Sed ra- 
dix erit affacta, si sit xx— ax + bb, cum aefitatio est ^hia quam 
bilermina, et plures dignitates ejusdem tacognitae ad eam fomatt- 
dam concurrunt. .Eleganter ergo ostendit Vieta in Ubre daNttme- 
rosa Aequationu« resohitione , etiam radieet affaetaa aimHi quadan 
ratione extrabi posse, eafue metbodo prodire^ qpM^ in Miinieri^Ra. 
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dkm atquatioMiB, quoties eae Radiceg sunt ralionaks; si miuiis, 
prodire deeimaliter valores quaotumlibet appropinquanies. 

Post Vietam Thomas Harriotus Anglus non tantum reaolu- 
tionem Vieiae nunierosam excoluil, sed etiam notionem a Vieta 
tantum subtndloatam Htiliter prosecutus est, quod scilicet aequatio 
posita nibilo aequalis prodeat ex aequationibus radicaliboa etiam 
Dihilo aeqaalibns in ae HiTicem ductis; qualis est x-^2ss0, posito 
radicem unam aequationis sea valorem ipsius x esse ; et quod 
summa radieum aequetur termino secundo aequalionis, summa 
binioDum (seu rectangntorum) ex radicibus termino tertio, summa 
ternionum (seu rectanguiorum solidorum) ex radicibus termino 
quarto, et ita porro. Dlud etiam sane pulcberrimum observavit 
primus, quod tot sint mutationes signorum in aequatione nibilo ae- 
quält ordinatim scripta , quot radices affirmativae , et tot consecu- 
tiones signorum, quot radices negativae. 

Cartesium inventis Harrioti usum dubitari vix potest usque 
adeo ut dimidia fere pars libri tertii Geometriae Cartesianae ex 
Harrioto transcripta videatur, ne illo quidem palmario de mutatio- 
nibus et cunsecutionibus signorum excepto, quod non facile alicui 
in mentem venire poterat, qui non diu in bujus calculi experimen- 
tis erat versatus« Harriotus enim haue regulam inductione, non 
ratione animadvertit^ et bactenus neque Cartesius neque Cartesia- 
norum quisquam ejus rationem reddere potuit. Hoc tarnen Carte- 
sius praeclare addidit Harrioto, quod consideravil concipi posse ra- 
dices imaginarias seu impossibiles, quarum ope universalia reddun- 
tur, quae Harriotus limitate ad possibiles dixerat. 

Caeterum Cartesius cupi numerosam Aequationum Resolution 
nem animadverterei a Vieta occupatam et yiam pedum nuUam 
Tideret ad id quod maxime desiderabile non poterat ignorare , id 
est ad vjdores Radieum analytieos generales exactos per radices 
irrationales gradui aequationis convenientes ; transtulit sese ab Ana- 
lysi ad Geometriam» a valoribus ad construcüones , a ratiocinatione 
meotem illustrante ad effectionem manus atque Organa gubernan- 
tem, ei loca a Veteribus coepta prosecutus, ostendit quomodo per 
iniera^ctfones liaearum motu continuo per Organa descriplilium ra- 
dlce» quaeßitae exhiberi queant. In quo .sane ingens operae pre- 
tium fecisse Cartesium negari non debet, etsi postea Fermatius 
noimulla ejus ppraacepta emeadarit, Slusius etiam totum hoc ne- 



gotium iractatrrlius reddid«rit, \oe6 tÜlimM «eqaaffiMil Unitfs M^ 
cognitae adhtbenda binas duarum tncognitanitn. 

Porro Cartettius, vir erat iiaud dubi^ praeclarisTsiiuiiil, cui 
nairifice obstricta est haec scientia, io eo tarnen npcuU progre^auv 
()Uod boc egit omm studio et arte, ut cn^decetur praastilißs^^ -aut 
certe viam osteiidisse ad praeatandum , qui'cquid poteratin ea^leBi- 
derari. Qua ratione factum est, ut plerique ejus diacipuli vix ani- 
inum altius attoUerent aut quicquam . adderent ioveiuis niagistri.. 
Nam si Stusium et Huddeniuai exeipiamus» nihil magni moopieiati 
ad Algebram adjecere Cartesiani. Carleaius igitur , cum vi4erM 
diSQciUimam rationem esse inveniendi valores radicum affectarum 
irrationales generales, hanc inquisitiooem oonteaisisse visus est et 
ut nee orginem indicare dignatus regidae pro Radkibus aequatio- 
nupa cubicarum a Scipione Ferreo. et Nicoiao Tartalea, inventae, ita 
etiam locutus est tanquam nibi^ interesset inter talea expressioneSj 
quae sunt per latera cuborum datorum, et eas quibus indicaretur 
lineas quasdam rectas exhiberi trisectione Anguli/ cum tameu 
manifestum sit priorem expressionem ad calculum inservire, poste- 
riorem minime. 

Sciendum ergo est, quod primarium Analyseos Algebraicae 
officium attinet, exprimere radices aequationum per valores; quic- 
quid in eo genere hacienus praestilum est, ultra aequationes qua- 
dralicas (quas jam Graeci el Arabes resolvere norant) Italis deberi. 
Primus ergo Scipio Ferreus qui Bononiae panJo post initia seculi 
a Christo nato decimi sexti Mathesin docuit, elegantissimo invento 
deprehendit vaiorem Radicum Aequationis cubicae generalem , quod 
idem postea invenit Nir. Tarlalea, cum Scipionis regula ab ejus 
discipulis tegeretur, ut Cardanus nairat, qui artem a Tartalea ac- 
ceptam primus publicavit. Etsi ant«m vulgo pätetnr et ab ipsis 
etiam inventoribus creditnm sit, exfihidi a regViia eas cübtcaa ae- 
quationes, in quibus sunt tres radices possibiles: a me tarnen du-' 
dum- animadversum est, non obstante imaginBrianini qnant^Mam 
intervento regulam valere; manet enim expresaionrs verilHs, elsi 
non sit apta ad eonstructionem. 

Reductio deinde aequationis quadroqnadraticae ad cubicam 
debetur Ludovico Perrariensi, juveni admodum'ingetiioso; quf Car- 
dani discipuius ftiil, et praematura raorti^' spes majores de secon- 
ceplas de»tituit, ut ipse Cardanus nobis refert. Vieta et Cartesius 
invenlum Ludovici tantum repetiere , ttat uterque itaVentorenft retma 
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dissiiDularil; CailMiat etiam parinde locutus Sit, ac si rem ipse 
pffopria BMfle ioftDMMl, Metbodo inventori» nonnihil mutaU. 

Ab eo lMi^)ore nihil mentione valde dignam in hac Analysi 
praestkum eti a quoquam, quantum conslat} eUi nonnulii 4i) 



Coostat Tabulas Nameroruni id Hathematicis haberi multas 
et perutiles, quibus fit ut calculus semel ab uno peractus imposte- 
rum serviat omnibus. Ita extant Tabulae multiplicatioDum , Pylha- 
gorico quem yocant Abacocontinuato; Tabulae numerorum ex primi- 
tivis dehvatorum per mulliplicationes ;= Tabulae numerorum Qua- 
dratorum, Cuborum, Triangularium aut aliter figuratorum vel de- 
nominaloruni; sed celebratissimae omnium Tabulae Sinuum, Tan- 
gentium et Secantium ac Logarithmorum vel absolutorum vel ad 
Tabulas Sinuum ac Tangentium relatorum , ut alias taceam vel cou- 
dilas vel magno cum fructu adbuc condendas in pura vel in mista 
Mathesi. 

Harum exemplo saepe eonsideravi, rem .magni usus fore Ana- 
lyticam in Malhesi artem Calculo quem Spedosum vocant vel lite- 
ralem exerceniibus, si Canones et Canonnm Tabulae conderentur 
pro Ulis caiculi qperationibus quae saepe occurrunt, ut in oblato 
casu statim ^d Caoonem recurri possit nee actum millies agere sit 
opus, praeserlim cum illi ipsi Canones Canonumque Tabulae si- 
mul Theoremata pulcbra, imo series quasdam Theorematum prae- 
beaot, in infinilum constauLi lege progredientes. 

Reperietur autem hoc attentaturis, nihil aliud esse Calculum 
drca magnitudines Analyticum, quam exercitium artis Combi- 
natoriae sive Speciosae generalioris, formas seu quanlitates 
(quatenus sdlicet distincte concipiuntur) et relationes harumque 
simili tudines tractantis per notas^ quam Algebra literalis a 
Vieta introducta applicat ad habitudines quantitatum atque adeo 
Arti Combinatoriae subordinata est. Speciosa autem generalis 
ipsa est Ars characteristica, in unam cum Combinatoria 
difciplinam oonfusa, per qoara rerum relationes apte cfaaracteribus 
riapraesentanlHr. Et pro certo habendum est> quanio magis effe* 
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cerimu^ ut characteres exprimant omncB relationes qoae sunt in 
rebus, eo magis dos in iis reperturoa auxUium ad raliociiiaoduiiY 
ut ita quemadmodum de scriplura eleganter dixit p^a^a Galias. co- 
lorem et corpus cogitationibus rationibusque inducamua, non tan- 
tum in memoriae usum ad retinendum cogilata, quod scriptura 
praestat, sed eliam ad vim mentis augendam, ut incorporalia ye- 
lut manu tangal. Sed nobis nunc in rem praesentem veniendum 
est |)ost praefationem (ut opinor) non inutilem, quoniam, uli mox 
patebit, in notis Algebraicis defectus ingeus superfuii hactenus, cu- 
jus tollendi rationem trademus. 

Algebra ut nunc recepta est quantitates oblatas notis quibus- 
dam designat, eamque in rem literis, tanquam maxime familiaribus 
utitur. Et sane quoties ipsarum quantitatum adhibitarum nullae 
considerantur relaliones inter se invicem, quibus distinguantur, pa- 
rum interest quas adhibeamus notas. Esto igitur ex quantitatibus 
simplicissimo modo, id est per additionem composita quantiias, 
exempii gralia 

sit x=a + b+c +d etc. 

et sit alia y=k-f.l+ra+n etc. 

et rursus xssq-f-r + s +t etc. 

ubi nuUum est discrimen inter literas vaioris ejusdem , distinguun- 
tur tarnen inter se literae divisorum valorum. Et erit xy summa 
omnium binionum possibiiium ex literis valorum x et y simul for- 
matorum, et xyz summa omnium ternionum ex literis valorum 
x et y et z simul, et ila porro. Si plures sint valores, ea scHi- 
cet tantum lege combinationis servata , ut ne in eodem membro 
plures ex eodem valore literae concurrant. 

Jta xy=ak + al + am 4 an etc. 
bk+ bl +bm -f bn etc. 
ck + cl + cm + cn etc. 
dk 4- dl + dm -f dn etc. 
etc. etc. etc. etc. 

ubi patet seriem horizontalem multiplicari per eaodem literaiq ex 
valore x, et verticalem multiplicari per eaodem ex valore y; sed 
in horizontali id quod multiplicetur esse valorem y, et in verlicali 
valorem x. Pro xyz omiltamus brevitatis causa literas d, n, t, ut 
sit x=a+b + c, y=k+l + m, z=q + r-hs, et .fiet 



lei 

lyz = akq + akr + aks 

alq -|- alr + als 

atnq -f amr+ama 

anq + anr «f-Ans 

bkq + bkr + bks 

biq + blr + bis 

bmq 4- bmr + bms 

ckq + ckr + cks 

clq + cir + eis 

craq + cmr + cms, 

quod quidem melius repraesentaretur rectangulo solido ut praece- 
dens xy rectangulo piano; sed in piano sufficit baec trirectanguli 
(»ipoflitio, praesertim cum xyzci; tanquam quadro-recUngulam, si 
IIa loqui licet, aut altiora ne in solido quidem exbiberi queant. 
Patet autem simul et ordo in dispositionibus literarum, quem per- 
sequi nibil attinet. Salis est notari: prolixae repraesentationis ac- 
(ualis compendium ieri enunliatione superiore per biniones, ler- 
niones etc. dicendo productum ex valoribus quotcunque esse 
summam combinationum possibilium, quas una tantum ex quovis 
valore quantitas ingrediatur. Comprebenditur autem. sub additione 
^ubtraclio, si litera ponatur esse quantitas negativa, ut si c = — f, 
idem erit a + b — f quod a + b + c. 

Jam coDsideremus non tantum adhiberi posse in valoribus for- 
naulas illa» simplices, sed etiam magis compositas, ubi literae as- 
surgunt ad potentias, vel ducuntur in se inyicem. Maxime autem 
insistemus casui simpliciori et magis usitato, ubi non nisi unius 
literae tanquam capitalis potentias adbiberi opus est, sed variis 
ccidficienttbos affectae, ad quas omnia ordiaentur. Ut si x esset 
1 J^2v + 3w'\'ßv^y ubi ut res generaliter tractetur, cum numeri 
possint esse quicunque, poterimus facere yssa+bv+cy^+dv*; sed 
praestabit (ob mox dicenda) adhibere numeros supposititios sive fic* 
titios qui significent idem quod a, b, ^ etc. et facere 

x=10+llv+ 12^2+13^3+14^4 etc. 

y - 20 + 21^ + 22^2 + 23 vH24v* etc. 

z =30 + 3 ly+ 32^2 + 33^3+341'* etc. 

Atque ita jam exprimimus notis Algebraicis hujüsmodi noo 

VU. 11 
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tantum coeflficientes quantitates, sed eliain ooines eorum relationes 
inter se ex datis nasceoles, adhibendo pro literis numeros suppo- 
sititios, quorum notae dextrae designabunt quarum potentiarum ipsi 
sint coefficieDtes, et siaistrae osteodent quarum ipsi lilerarum va- 
lores ingrediantur. Sic 32 ob 2 afficit v^j et ob 3 reperitur in 
valore tertiae nempe literae z. 

Continetur etiam in bis Expressionibus potenlia quaedam vir- 
tuaiis, cujus subintellectione intelligi potesl servari legem horaoge- 
neorum. Cxempli causa si fingamus 1,2, 3 in uolis dexlris de- 
signare polentiam, sed exponenlis negativi, ita ut 10, 11, 12, 13 
idem signiflcent quod a""^, b~*, c"*, d""', et ita porro, vel quod 

idem est -x , rj » -j > "Tj 5 hoc pacto omnes termini erunt 
a D c Q 

ejusdem gradus, nempe nullius perinde ac si x vel y esset nen M* 
nea aut alia res, sed numerus, qiii etiam intelligitur gradus nulliust; 

ita 10 + llv+12y*+13y' etc. darenl 1 + t ^ + -r''^ + Tri»'' •*!<•• 
' ' b c-* d* 

qui omnes termiui sunt homogeaei primo, nempe uniiati Tel y^:U^ 

seu r^v*. 
b« 

Dici autem vix potest, quantum ista usum habeant etiam ad 
eyitandos Caiculi errores, ita ut ipse calculus quodammodo com- 
probationem suam ferat secum , quemadmodum et alias legis ho- 
mogeneorum observatio multos caiculi erroret exeludit. Hk ?ero 
cum non pauca alia indicentur, et serie quadam certa progrediaBHir, 
multo adhue tutius agimus. Et quod potissimum est, coniinue 
theoremata condimus inier operandiim, muUo magis et exiantiiis 
quam in caiculo literali recepto, quoniam semper videmus quorsam 
pertineant datae quantitates, aui qua lege inter se eombinentur, 
quod in caiculo communi literali non apparet. 

Equidem possemus simile aliquod comminisci per literas pro 
Numeris sive potentias ipsis tribuendo, ut paulo ante dictum est 
(sed quod tamen ut mox palebit, cum numeri supposititii plurium 
sunt quam duarufm notarum, non suilficit) sive potius faciendo quod 
Graeci aut alii populi solent, nempe literis designando numeros, 
ita pro 32 scrihetur latine cb vel graece yß, Sed numeris nos- 
Iris magis sumus assueti et praeterea cautione opus esset ne, ut 



^ias in literis , habealur cb pro ducto ex c in b, sed ut tanqaaiii 
una aliqoa litera consideretnr. Iiaque foTlasse poterimus numeris 
esse coDtentt, ita tarnen, at sua hie überlas cuivis relinquatur. 

Ex posito jam valore ipsarum x et y tiet 

xy= 10.20+10.21^+10.221/24. 10.231/3+ i0.24i'* 
11.20 11.21 11.22 11.23 
12.20 12.21 12.22 
13.20 13.21 
14.20 
unde eodem modo prodiret xz mutando tantum notas sinistras I, 
2 in I, 3, seu retento in iis 1, mutando 2 in 3. Et yz fieret 
muiando notas sinistras 1, 2 in 2, 3, nempe 2 in 1 et 2 in 3 
vei qood eodem redit hoc loco, mutando 1 in 3, retento 2. 

Sed nee minus facile prodit productum ex tribus seu erit 

xyz = 10.20.H0+ 11.20.30y + 12.20.30i'2+ 13.20.301/»+ etc. 

10.21.30 10.22.30 10.23.30 

10.20.31 10.20.32 10.20.33 

11.21.30 12.21.30 

11.20.31 12.20,31 
10.21.31 11.22.30 

11.20.32 
10.22.31 
10.21.32 
11.21.31 
ubi generah'ter dici potest, productum ex formulis quotcun- 
que generalibus per unam literam v rationaliter in- 
tegre expressis esse formulam ex v rationalem integram, in 
qua termini eujusque coefficiens sit summa combinationum possi- 
bilium facta ex coefficientibus initio datis tormularum producenlium 
omnium, ea lege combinationis servata, ut in quovis membroidem 
sit gradus potentiae formalis qui totius est produeti, et idem gra- 
dus potentiae virtualis, qui est gradus potentiae ipsius v, ad quam 
pertinet membrum. Unde (ot sunt in membro numeri supposititii 
invicem ducti, quot invicem duetae sunt formulae, ex quavis nempe 
formula numerus unus, et numerorum supposititiorum notae ulli- 
mae facient summam aequalem exponenti potentiae ipsius v, Sic 
In coefficiente ipsius i/^ quodlibet membrum verb. grat. 12.20.30 vel 
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ll.21.B0 habet numeros tres et notas quidem priores 1, 2, 3, qute 
iodicaat ex qua formula producenteveneriot, sed notas posteriores 
(gradum virtualem desigaantes) ita comparatas ut simul faciant 2; 
nam 2+0 + est 2, et 1 + 1+0 est 2. 

Hinc etiam licet contractius scribere haec producta, oempe 
coinpendiosiore expressione combinationum, dum pro omnibus si- 
milibus inier se scribitur una cum vocula etc. vel cum suppo- 
sitis punctis ut.. Ita firo 10.22+12.20 scribetur 10.22, pro 
11.21.30+11.20.31 + 10.21.31 scribetur 11.21.30, ei fiet 

xy=» 10.20 +10.211' +)0.22v» +13.20i/« +14.20y* +I5.20y*elc. 

+1T.2I 12.21 13.21 14.21 

12.22 13.22 

xyz=l0.20.30+ll.20.30i/+l2.20.30y2+13.20.30v»+14.20.30y*+r5.20.30y^ 

l].2i.30 12.21.30 13.21.30 14.21.30 

11.21.31 12.22.30 13.22.30 

12.21.31 13.21.31 

12.22.31 

'Sed ex hac contracta Form ar um scribeudi ratione, dumpro 
tota forma ex membris omnibus similibus formala scribitur roem- 
brum unum, aperit se majus aliquid ac memorabiiius : nempe mo- 
dus canone generali seu una formula exprimendi productum ex 
formulis rationaiibus integris quotcunque unam literam capila- 
iem (seu ad quam ordinantur) ut hoc loco y, potentiasve ejus 
continentibus. iNam posito x— 10+ ili'+ 12y^ etc. et y = 20 + 21y 
+ 22^2+ etc. et z = 30 + 31^ + 32^*+ etc. et w = 4ü+41y 
+42»'* + etc. et iia porro, fiet omissis duobus punclis supponen- 
dis, cum semper jam subscripta intelligantur, 

xyzw etc. =10.20.30.40 etc. + 11.20.30.40 etc. v 
+ 12.20.30.40. etc. i/2 -h 13.20.30.40.50. eic, v^^ 14.20 30.40.50.60. etc. y* 
1 1.21. iO 40. etc.. 12.21.30.40.50 etc. 13.2K30.40.50.60. etc. . 

1 1.21.31.40.50 elc... 12.22.30.40.50.60. etc. 

12.21.31.40.50.60. etc. .. 
11.21.31.41.50.60. etc. .. 

ubi variae sunt ejusdem formae significationes; exempli causa 
12.21.30 etc. significat vel J2.21 id est 12.21 + 12.22, si duae 
tantum sint producentes x et y adeoque 30 negligatur aut unitati 
aeqnetur; vel significat 12.21.30 (si sint tres, x, y, z) id est 



12.2 1 .30 + 1 1 .22.30 + 1 2.20.30 + 1 1 .20.32 + ) 0.22.3 1 + 1 0.21.32 ; 
vel sigoificat 12.21.30.40 (si siiit quatuor x, y. z, (a), quod dw- 
tiocie scriptum darel oiembra 12, toi sciliceiquot sunt rerum qua-* 
tuor biniones duplicatae; vel significat 1 2.2 1 .80.40.50 , quod dis* 
tincte scriptuiD daret membra 20; atque ita porro. Quae autem 
abest multiplicans formula, ut si absil valor ipsius oi, ejus coefB- 
cieutes, ut 40, 41 etc. possunt pro unitatibus haben in canone ge- 
nerali, et multo magis. coefScientes sequentium, ut SO, dl etc. 

Id autem commode contingit, quod numerus formarum finitus 
est in quolibet gradii, quantuscunque sit numerus producentium 
formularum, adeoque et in quolibet potentiae cujuslibet coefficiente. 
Ex. gr. in gradu quarto non sunt formae nisi hae a^ a%, a^b^a'bc, abcd, 

quibus respondent: 14.20.30.40, et 13.2K30.40, et 12.22.30.40, et 
12.21.31.40, et II. 21. 8 1.41, nam 50 et 60 accedentia nil mutant 
in numero formarum combinationis , etsi in uumero membrorum 
ejusdem combinationis muitum mutent. Tot scilicet sunt formae 
in gradu quot sunt exponentis divulsiones. Nam numerus 
4s3+l:=2-|-2=s^2+ 1 + 1=1 + 1 + 1 + 1; divulsionibus autem com-, 
putatur ipse integer numerus, quasi essent univulsio una, bivulsio- 
nes duae« trivulsio una, quadrivulsio una Elsi autem pluribus 
formulis invicem ductis plures conjungantur numeri suppohititii 
quam sunt unitates in exponente gradus, veluti 4, pro coefficiente 
ipsrus v^ ; tamen necesse est ut reJiqui numeri concurrentes prae- 
ter quatuor semper habeant notam ultimam 0, quia notae ultimae 
Bimul additae non debent facere nisi 4. 

Possemus jam progredi ad multiplicationes formularum plu- 
res literas capitales babentium, ut si sint duae literae tanquam 
capitales m et n, et sit 

y»100 + 100m + lllmn + 12lm>n+122m2n' 
lOln 120m> 112mu> Ulm^n 
102n> 130ms USmn« 
103n» 140m* 
104n« 
et x=a^200+2l0m + 211mn+221m'n+222m2n> etc. 

20 In 220m' 212mn2 231m3n 
2ö2n* 230m» 213mn« 
203n* 240m« 
204n« 
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ubi Dümeri supposititii sunt trinotales pro literis capHalibas däa- 
bus m et n et quadrinotales pro capilalibus tribus etc., imtiali sei- 
licet nota tantum designante ex quo numerus yalore sit sumtus 
ipsius V an ipsins x etc., reliquis notis designantibus potentiam li- 
terae capitalis, ita ut prima post initialem notam sedes referator 
ad m, secunda ad d, etc. Ita 230 praefigitur ipsi m', et 2 signi* 
ficat id Geri in valore secundo seu ipsius x^ (^ proxime seqnens 
notät m assurgere ad cubuni, notat n abesse; sed 212 noiai 
m*n' seu mn^ eodem valore secundo. Sed ut taiia invicem multi- 
plicentur, praesertim si res sit reddenda generalis pro literis quot- 
cunque capilalibus valores ingredient'ibus, constituendi sunt prius 
ductus formarum in se invicem, de quibus infra. 

Nunc satis in muttiplicatione diversarum formularum in se 
invicem versati. Demus et canonem pro divisione, praesertim 
cum illic contenti esse possimus dividere formulam aliquam gene- 
ralem rationalem integram secundum aliquam literam capitalem per 
aliam formulam rationalem integram secundum eandem capitalem, 
sive succedat exacte, sive secus; quo casu per canonem etiam 
residuum exhibetur, vel si malimus series infinita. ünde patet, quan- 
tus sit usus Canonum generalium, ut sponte praebeant rem antea 
abstratlssimam et nostra demuäa aetate productam. 

Sit lormula lOx« + I Ix^ 12x« + 13x«+14x*+ I5x»+ I6x» 
+ 17X+18 dividenda per formulam — 20x*-f 2lx* + 22x»+23x* 
+24x-|-25, ubi loco 20 assumo — 20, cujus ratio mox ex caicufo 
patebit, ut scilicet evitemus signum — inter calculandum. Poua- 
flius jam quantitatem ex divisione provenientem quaesilam esse 

on,. . Qi,2 . ao, . ^^4. 34x*-f35x»+ 86x^4 37x4-38 

30X -hSlx +dix + 33+ _20x* + 21x*+22x« + 2dx«-f24x+25 

compositam ex quotiente integro et residuo fracto. Hanc multipli- 
cemus per divisorem — 20x* + 21x*+ etc., proveniet formula coin- 
cidentianda cum dividendo initio posito, quod ut fiat commodius 
tam quoad signa, quam quoad legem homogeneorum, et notas nu- 
merales 5, ponamus dividendum datum seu initio positum, iteroque 
pumeratorem quotieutis mulliplicatum esse per — 00, supponendo 
tamen — 00 ==1 seu 00s= — 1, ita enim nihil hac multiplicatione 
mutatur, Multiplicatio ita stabit: 
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+ T minus termino ejus- 

p ^ o ^^^ gradus seu flet 

35 Ig Sg —20.30 = — 00.10 et 

— 20.31 -f 21.30— — 00.1 1, etita porro, quas voco aequationes coin- 

cidentiatorias. Unde jam reperiemus valores quaesitorum coelB- 

eientium tarn Quotientis quam Residui. Nempe fiel pro Quotiente 

HO 31 32 33 

aequ. aequ. aequ. aequ 

00.10:20 



+ 00.11 1.2« +00.l2i +00.13 

21.30) 21.31 ):20 21.32 

22.30 ) 22.31 



:20 



23.30 
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et fiel pro Residuo 

34 35 36 37 38 

aequ. aequ. aequ. aequ- 

+ 00.15 j +00.16 1 +00.17 I +O<>.18|.Q0 




22.33/ 2^-^^ Uft 24.33 |: 00 25.H3 

:00 23.32 : 00 24.32 p" 25.32* 

24.31 1 25«31 ] 
25.30 1 

* 

ponendo semper 00= — 1. 

Lex progressus, quotcnnque sit graduuin dividendus aut di- 
visor, satis patet ex aspectu. Nempe omnis valor coefficienlis in 
Quoliente habet denominatorem 20, in Residuo denominatorem 00; 
deinde sine discrimine Quotientis aut Residui 
Numerator valori^ pro 30 31 32 33 34 35 etc. 
habet membrum 00.10 00.11 00.12 00.13 00.14 00.15 etc. 
Et de caetero niembra sunt omnes biniones possibiles formatae 
ex coefßciente aliquo divisoris initio dato cum coefficiente aliquo 
provenientis jam invento, sie ut semper gradus virtualis (seu summa 
notarum posteriorum) aequetur gradui virtuali (seu notae poste- 
riori) coefficientis jaro inventi. Ita numerator in ?alore ipsius 33 
praeter 00.13 habet 21.32+22.31 +23.30 ubi 1+2, et 2+1, et 
3+-0 semper facit 3; et in aequalione 33=00.13 + 21.32 + 22.31 
+23.30, :20 seu 20.33=00.13+21.32+22.31 +23.:i0 servatur 
lex homogeneorum tum formalis, quodlibet enim membrum 
est velut rectangulum ex duabus quantitatibus , tum virtualis, 
quo semper ascenditur ad gradum 3. 

Obiter hie addo, hanc designationem 00. 1 : 20 mihi signifi« 
care divisionem ipsius 00.10 per 20, seu ab:c idem mihi esse quod 

ab . . . 

— , idque commoditatis causa praesertim ad impressionem adhibere 

soleo, cum ita typorum positus non turbetur nee spatium perdatur. 
Rationem quoque a ad b ut c ad d sie exprimo a:b=c:d, ut ita 
non opus sit peculiaribus notis pro analogia exprimenda, sed suf- 
ficiant notae divisionis et aequalitatis. Dnde etiam ex tali scri- 
bendi modo omnes rationum regulae statim demonstrantur. Sed 
ut communiter scribi solet a.br.c.d, non tantum novus character 
: : sine ratione iutroducitur, ex quo nihil duci potest nisi ad meum 
illum redeas, sed etiam in ambiguitalem incurritur, nam si adhi- 
beantur numeri, ut 20.33 quales hie, simplex interpositio puncti 
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^otius rnuUiplicationem significat, itaque 20.30=00.10 apud me 
uoD est rationem 20 ad SO eandem esse vel aequalem rationi 00 
ad 10, sed polius factum ex 20 \u 30 aequari facto ex 00 in 10. 
Quodsi peculiare quoddam sigoum multiplicationis , quäle quibus- 
dam est X, hie adhibere vellem, occurreret nimis crebro, ut (aceam 
affinitatem cum litera x. Commate autem aut parenthesi interdum 
evitare malo lineam superducendam aut subducendam, verb. gr. 
00.11^21.30, :20 vel (00.11+21.30) : 20 mihi idem est quod alias 

00.11 -f 21.30 ^^^ 00.11+21.30:20. Sed haec attuli, non ut 

aliis formam caiculandi praescriberem , sed ut mei usus rationem 
redderem. Interea ipse saepe et linea superducta pro vincuio, et 
subducla subscriptoque nominalere pro divisione vel fractione utor, 
prout commoditas suadet. 

Quodsi quis non tantum Canouem in exemplo repraesentari, 
sed etiam universaliter oculis subjici velit, huic ita satisfiet: 
Sit Dividendus +10x^ + 1 Ix«-» 4- 12x^-« etc. 
Divisor — 20x» + 2 1 x*-* + 22x*-2 etc. 

Provenientis 

Quoliens + 30x«-» + 3 1 x«-*~> + 32x*~«-' etc. 

Aesidans 
3(e) + 3(e - l)x + 3(e--2)x^ etc. usque ad 3(e— n+ l)x"-* inclusive 

— 20x« +2lx*-i+22x»-^ etc. 
ubi (e) vel (e-1) etc. significat notam ultimam coefficientis, ut si 
e Sit 8, uti in exemplo paule ante posito, 3(e) fiat 3H, et 3(e— 1) 
fiat 37, et ita porro. Idem eril moxin l(e)idestl8, vel l(e — 1) 
id est 17. El cum n in eodem exemplo fueril 5, utique 2(n) erit 
25 et 3(e — n) erit 33. His positis prodibit coefficientium quidem 
in quotiente valor qui paulo ante, quoniam e indefinita eum non 
ingreditur; sed in residuo coefficientium valor ita proveniet: 
3(e) = 00.1(e) + 2(n).3(e— n),:00 et 3(e— 1) « OO.l(e-l) 
+2(n— l).3(e— n)+2(n).3(e— n— 1),:00 et 3(e— 2)*=00.1(e— 2) 
+2(n~-2).3(e— n)+2(n-l).3(e— n— l)+2(n).3(e-n— 2), : 00, 
et ita porro pergendo usque ad 3(e~-n+l) inclusive. 

Ex eo autem quod pro coeffieientibus quaesiti quotientis idem 
se dat valor, quicunque sit gradus dividendi aut divisoris, illud 
«^gregium consequimur, ut eadem opera possimus vel finitum exhi- 
bere quotientem cum suo residuo, vel neglecto residuo ei conti- 
Duata divisione in infinilum quotientem invenire in formula quidem 
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rationati integra, sed in inflnitum procurrettte, id est per terien 
infinitam, prorsus ut in communi calculo decimaii, sed majore 
longa fructu pro analytico, quod serienim hie datur progressi» 
facilis, qui non aeque in fractionibus decimalibos in promta est; 
unde hie non tarn appropinqualiones quam veri valores, licet serie 
infinit a expressi exhibentur. 

Sed ut hoc melius obtineamus, inverso ordine incipiamus ab 
inferioribus terminis et ponamus Dividendum esse 10 + nx+l2i^ 
+ 13x>+ 14x* etc. et DiWsorem esse — -20+21 x+22x^ -h etc.»prove- 
nientem autem quotientem (neglecto vel dissimulato fiesiduo) esse 
30 + SIx + 82x^+ etc. Ducendo enm in dirisorem fit 
-20.30— 20.31x-20.32x*-20.83x» elc, 
+ 21.30 +21.31 +21.32 
+22.30 +22.31 
+ 23.30 
quae formula coincidentianda est cum sequenti, posito 00 signi- 
ficare — 1 

— 00.10-00.1 lx--00.12x*~00.13x» etc. 
et patet eosdem qui prius pro 30, B 1 , 32, 33 etc. prodire valores. 
Hinc si poneremus 11, 12, 13, 14 etc., item 22, 23 etc. aeqaari 
nihilo, seu terminos quorum sunt coeffieientes abesse, redibitnr ad 
exemplum jam cognitum, seu 10 debet dividi per — 20 + 21x, et 
30 erit 00.10:20, et 31=21.30:20 seu 00.10.21 : 20^ et 32 
=r21.31 :20 seu 00.10.212:20«, et ^3=21.32:20 seu 00. 10.21«: 20«. 
Hinc 81 sit 20= — a et 21 = 1 et 10«!, perinde est ac si 1 di- 
vidi debeat per a+x, et pro 00 ponendo I fiel 30=+l:a et 
81= — l:a« et 32=+l:a« et 34=— l:a* et ila porro, sea 

- — « r X + -rX* X« etc., quod aliunde quidem con- 

a+x a a« ^ a« a ^ ^ 

stabat dudum, sed adductnm tarnen est, ut Methodi successus ap- 

parefet. Quam vero alia innumera, et quam facile ita obtineantur, 

patet. Illudque palmarium est, hinc consequi ut eadem ratione n\ 

verum provenientem integrum, quoties datur, aut quotientem fini- 

tum cum residuo, si placet, vel sine residuo per seriem infinitam, 

ü malimus, eruamus. 

Si quis tamen postremo velit, valores quaesitorum 31, 32, 33 etc. 

non expriroi per valores quaesitorum praecedentium jam invenU» 

(nempe 31 per 30, et B2 per 30, 31, et 33 per 30,31, 32 etc.) 

sed per initio datos solos, nempe per 10, 11, 12, 13 etc. ;et 
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M, 21,32, 23 etc. (cu]i>s indagatio est multo implicatior, res tarnen 
ipsa maxime absoluta), id quoque per combinandi artem conseque- 
mor hoc modo. Sit 

Dividendus + IO+lIx+ I2x>+I3x»4- I4x* elc. 

Diyisor — 20 + 21x + 22x2+23x« + 24x* elc. 

Proveniens Quotiens +30-f 31x + 32x'^4-i*3x«+34x* etc. 
eril 

- 30«10:20 —31 = 10.21 + 11.20,: 20» 
-32=10.20.22 +11.20.21 +12.20*i ^, 

10 2i\ r^ 

-33=10.202.23 +1 1.202.22+12.202.21 + 13.20«) 

(2)10.20.21.22 11.20.212 ):5dO* 

10 21« ' 

— 34=rl0.20».24 +11.203.23 +12.20«.22+13.20».21 +14.20« 

{2)10.20».21.23 (2)1 1.20* 21.22 12.20».21 . ^< 

10.202.222 II. 21» ' 

(3)10.20.212.22 

et ita porro, ea servata lege combjnationis, ut \u unum addantur 
omnia membra possibilia, qaorum gradus formalis seu numerus 
coefficientium ab initio datorum pro roembro constiiuendo invicem 
ducendorum unitate vincat gradum virtualem coefficientis quaesiti 
cujus valoirem constituunt, et quorum gradus virtualis (summa no- 
tarum ultimarum indicatus) gradui virtuali dicti coefficieutis quae- 
siti aequetur, sed ita ut una sola quanlitas ex invicem duceodis 
in membro sit coefficiens dividendi, reliquae vero sint coefäcientes 
divisoris. Sic membrum quodiibet in yalore ipsius 33 constat e% 
quantitaiibus 3 + 1 invicem ductis, ex quibus uua est ex dividendo, 
tres ex dividenle, et summa notarum ultimarum ex omnibus est 3, 
verbi gratia 1220 20.21 habet 12 ex dividendo, 20.20.21 ex di- 
visore, et 2 + + + 1 est 3. Notatu etiam dignura est, in unius- 
cujusque quaesiü» exempli gratia in ipsiu« 32 valore numeratorem 
constare ex duabus partibus, una nova, quae continet primum coef- 
fieieutem dividendi (nempe 10.20.22+10.21.21), altera formata ex 
uumeratore qui est in valore quaesiti proxime praecedentis (veluti 
31), tantum pro 10, II, 12, 13 etc. respective ponendo 11,12,13, 
14 etc. (ita ex ipsius numeratore in valore ipsius 31, qui est 
10.21+11.20, fit 11.21 + 12.20). 

Quodsi in divisore dato sit 20«0 (vel aeque 20 et 21 sit 
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3sO, vel aeque 20 et 21 et 22, et ita porro), lantum eoiiapiendiiAl 
est ac si fuisset divisor -21-f 22x2+23x>etc. (vel - 22x2 + 23x^ 
+ 24x* etc. vel — 23x« + 24x*+25x* etc. et ita porro). Deiode 
proveniens idem eril qui 8upra, tantum pro 20,21,22,23,24 etc. 
respeclive ponendo 21, 22, 28,24, 25 etc. (vel 22, 2S, 24, 25, 26, 
vel 23, 24, 25, 26, 27, et ita porro) et totum deinde dividendo per 
X (vel per x^, vel per x', et ita porro). Idque locum habet, sive 
valoribus ipsorum 31, 32, 33, 34 etc. utamur contractis prius posi- 
tis, ubi 31 reperitar ex jam reperto 30, et 32 ex jam repertis Sl 
et 30, et 33 ex jam repertis 32,31,30, et ita porro. sive valori- 
bus eornm utamur explicatis seu per solas initio datas quantitates 
10, 11,12 et 20, 21, 22 etc. 

Ul coeflicientium etiam Residui valores explicati inve- 
niantur, commodum erit redire ad exemplnm superius. Sit 
Oividendus + 10x«-l-ilx^+12x«+13xH14xHI5x»+l6xH17x+l8 
Divisor — 20x»+2ixH22x3+23x*+24x +25 
Quotiens +30xH31xH32x +33 

+ 34xH35x»+36xH37x -f38 
Hesiduus _20x5+22x* +22x»+23xH24x-f 25" 

et fient valores coeiBcientium Quotientis, nempe 30, 31, 32, 33 etc. 
eodem modo expressi ut ante, nempe — 30 erit 10:20, et —31 
erit 10.21 +-1 1.20, :20^ et ita porro, ut proxime in alia licet hy- 
pothesi, cum iidem coefficientes infimis qui nunc summis potesta- 
tibus ascripti essent. Valores autem coeßicientium in Residuo et 
ipsi fient iidem, perinde ac si coefficientes in Residuo essent con- 
tinuati coefficientes in Quotiente, hoc uno tantum excepto, quod 
ubique pro 20 quod poneretur in Quotiente, ponitur in Residuo 
00, id est — I. Itaque in praesenti exemplo valores sie 'stabuDt: 
—30=10:20 — 31=rl0.21 +11.20, : 20» 
—32=10.20.22 + 11.20.21 + 12.20» | , 

10.21» r 

— 33=10.20».23 4. 11.20».22+ I2.20».21+I3*20»J 

(2)10.20.21.22 11.20.21» }:20« 

10.21» ) 

— 34=10.00».24 +11.00».23 -fl2.00».22+13.00».2 1+1 4.00« 

(2)10.00«.21.28 (2)11.00*.21.22 I2.00».2l.* . ., 

10.00».22» ^-^ 

(3) 10.00.21» 22 
vel pro 00 ponendo — 1 
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+ 34-:— 10.24 - 11.23 —12.22—13.21 + 14 

+ (2) 10.21.23 + (2) 1 1.21.22+ 12.2P 
10.22^ 

— (3)10.212.22 
et ita porro eadem lege servata explicate habebuntur — 35, — 36, 

—37,— 38 yel (loco 20 pooeodo 00 sive —1) +36, —36, +37, 

—38. Tantum adhuc opus est, ut in valoribus islis explicatis ip- 

ftorum 30, 31» 32, 33, 34 etc. pro quotiente aut residuo, aut uno 

verbo pro proveniente divisionis adhibitorum occurrentes Numeri 

Wi (quos unitate excepta ut melius a lictitiis seu supposititiis as- 

sumtis distingaeremus, parentbesi inclusimus, ut (2), (3) etc.) de- 

terminentur. Id cum non paulo sit prioribus difficilius, ita con- 

secuti tarnen sumus: Membrum propositum sit f" g** h''k', per f, 

gib, k intelligendo aliquos ex coefiicientibus divisoris, nempe ex 21, 

22, 23, 24 etc. neglectis cofficientibus dividendi, nempe 10, II, 

12 etc. quae in membro occurrunt, neglectis etiam iQ vel 00. His 

positis exponantur l'ractiones sequentes, et ex iis numerus verus 

praefigendus membro, si solum adsit m, erit unitas ; sin adsit m et n, 

eritfraclio prima; m etnetr, factum ex prima et secunda; si adsit 

m, n, r, s, factum ex fractione prima, secunda et tertia, et ita porro 

m + l,m + 2etc. usque ad m + n 

1.2.3 etc. usque ad n ' 

m+n+l,m + n+2 etc. usque ad m + n+r 

1.2.3 etc. usque ad r ' 

• m + B+r + 1, m + n + r+-2, etc. usque ad m + n+r+s 

1.2.3 etc. usque ad s. 
In exemplum sit membrum 10.20.21.22, rejectis 10 et 20, restant 
21.22, et m est l, itemque n est 1; sed r, setc. absunt; itaque 

- iR •• r ^- m+l,m + 2, etc. usqueadm + n .. . , 

suincit prima fractio -rTm ^—i , id est hoc loco 

1.2.3 etc. usque ad n 

~ ^ 2. Sic si membrum sit 10.20^.21.23 vel 10.00V21.23, re- 
jectis 10 et 20 vel 00, restat 21^23^ et m est 1 et n est 1, et 
prodit quod ante, nempe 2. Sin membrum sit 10.20.21^.22 vel 

10.00.2P.22, tunc rejectis rejiciendis fit 2P.22, et m est 2, et n 

2 + 1 
est 1 , et ex prima fractione (qua sola opus) fit ^ = 3. 

Post multiplicationem et divisionem sequuntur Potentiae et 
Radices. Et quidem si potentias habeamus generaliter, eadem opera 
nanciscemur et radices; nam radix est velut potentia cujus expo- 
nens est numerus fractus. Ut autem multiplicationes coepimus a 
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simplicibus polynomiis velut a+b+c etc. et postea perrextmits ad 
forinulas velut a + by-f^cy' etc., ita nunc in pateoCiis ^oque fade- 
mus. Cum olim considerarem, binomü a + b potestales jam haben 
per numeros combi na torlos, cogitavi quomodo res ad trinomia, 
quadrinomia etc., denique generaHter ad polynomia quaecunque 
produci posset. Ita quadralum ab a+b est a^4-2ab+b^ etcubus 
ab eodem est a^+Ba%+3ab* + b^, et biquadratum est a*-t-4a'b 
+ 6a^b^+4ab' + b^ et ita porro. Ila numeri prodeunt 1,1 et 1,2,1 
et 1,3,3,1 eti,4, 6, 4, 1 elc, qui sunt numeri combinalorii Expo- 
nenlis, ut constat, nam 1 est quatuor rerum nullio, 4 sunt quatuor 
rerum Iniones, 6 sunt quaiuor rerum 2niones, 4 sunt qaatuor 
rerum 3niones, 1 est quatuor remm 4nio, et eoincidunt owa 
illis numeris qui dici solent Ggurati, Sed inci|^iendum est ab Uni- 
tatibus et Naturalibus, inde pergendum ad Trianguläres, Pyramida- 
les, Bitriangulares, Pyramido-triangulares , ßipyramidales etc. Ta- 
bula rem subjicit: 
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Modtt» aatem CMislnten^ ho» iwmeros duplex est, Bnua per con- 
tinuam additioiiem: nam ex unilatibus inde al^ initio sunitis ooii- 
flantttr patiirales, ex MiCuralihus trianguläres, ex thaDgularibus py- 
ramidales, H ita porro; alter per continuam mnlti^icationein , ei 
htc euiH «it a Tabula independeus, a Fermatio, Fascatio et aliis jaai 
tradttus ita li»bet, Bed quem ad unain expressionem pro omDilHis 
ita redegp: Sit Exponen» combinalioDis e. ita ut pro noüionilKis, 
iDionibttS, 2niofiibii8, teruionibi» etc. e sit re^pective 9, 1,2, Bete, 
dico oombiBaliooeiii secuiMhim e seu enioiietn fore 
e,e->^ |,e — »2, e*-^3y e— ^4, etc. ttsque ad e — (e— i) seu usque ad 1 
1 .2 . i) . 4 . 5. etc. usque ad e 
hinc per singulas euodo 

e ^ . e,e — 1 .. . e,e — l,e — 2 
1 nio = — 2iiio = ■ - anio sxs - — etc. 

1 1 .Z 1 . « . «} 

Est igitur combinatio (enio) productus numerorum inde ab e ex- 

pooente cpipbinationie desceudendo, divisus per productum totidem 

oumerorum inde ab unitate ascendendo, ita ut ascensus finiatur in 

e» descensua in^ l, alter ib principio alterius. 

In bis autem numeris, ut obiter dicam, ad instar Trianguli 

Ärithmetici quod dedit Blasius Pascalius, vir ingeniosissimus, ob- 

servavi Triangulum Harntonieum. Nempe ut in Triangulo Pasca- 

liano basin dant Ärithmetici, ita in meo basin daot Harmonici. 

Triangulum Aritbmeticum. 

1 

1 1 

1 2 1 

18 3 1 

14 6 4 1 

15 10 10 5 1 

I 6 15 20 15 6 1 



Triangulum Harmonicum. 
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Nempe ut basis in Triaogulo Arithmetko «lat naturales Ben 
mimeri progregsionis Arithmeueae 1, 2, 3, 4, 5, 6 etc., ka basis in 
Triangulo HarmoDico sunt reciproci naUiraiiiun, qui sunt progres- 

sionis Harmoüicae, scilicet f«^,4'*i«i'i®^^* ^' ^^^^ ^^^^ ^^^ 
proce ut naturales, verb. gr. 4 ad -^ ut 5 ad 2. Et ita generaliter 
Quoieri trianguli Harmonici sunt reciproci numerarum trianguM 
Aritfametici. Dico, ut summam naturatium dant trianguläres, et 
sumraaoi triangularium dam pyramidales, et ita porro, ita contri 
reciprocos naturaliuni seu barmonicos dare sumniam reciprocorum 
triangularium, et reciprocos triangularium dare summam reciproco- 
rum pyramidalium, et ita porro: 
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Summae auten, ut constat, exhibentur pro Num^i^ qoidem trian- 
guli. AritbmeUci hoc modo: QuaerUur summa numerorum in co- 
lufflna quadam inde ab initio usque ad terminiim datum ultimum 
inclusive, numerus columnae proxime sequentis, termino dato re- 
spondens, eiit summa quaesita. Ita omnes naturales ab initio ad 
6 sunt 21, omnes trianguläres ab initio ad 21 sunt ö6, et 
omnes pyramidales ab 1 ad 56 sunt 126. Et ita porro. Sin 
summam colamnae ab aliquo termino usque ad alium v^lis, ut 
in columna triangularinm a 6. ad 21, sumenda est differentia m*- 
ter terminum columnae sequentis ultimo summandorum reapoo-» 
dentem et terminum ejusdem columnae sequentis primum »nm* 
nrandorum antecedentem seü 56 — 4«6+10+ 15+21. 

At pro numeris trianguli Harmonici summandis contrariae in? 
sistendum est viae. Nam Summae columnae sequentis continentur 
in antecedente, et präeterea summantur in antecedente termini om-^ 
nes columnae, non ab initio sumti, sed sumti a fine, id est infiniti. 
IHud tarnen interest quod columna eentinet summas sequentis non 
simpljcite, sed constanti numero niultiplicatas. Nempe 
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Itaque si velis summäm columnae in triangulo harmonico decres- 
centis in infinitum seu usque ad inde ab aliquo termino , sume 
terminum columnae praecedentis respondentem primo termino sum- 
mandorum, eumque 

si Sit in columna 12 3 4 etc. 
multiplica per f f i i ß^c. 

et habebis qnaesitum. Sic si velis summare columnam secundam 
ab I in infinitum, erit terminus primus I, cui in columna praece- 
dente respondet 1, qui multiplicaUig per f dat f- summam quae- 
sitam. fttaque 

{^^'\'i+ i -{- \ etc. infinitum » f infinito 
l+i+i + A+A «tc. = f f = f 

l + iH-iV+iV «tc. = H 

etc. 

Vit. 12 
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GtC. 

I+I+tV+A+tV etc. = f f = I 

I+tV+iV + Vo etc. = fl 

Eademque of^ra apparet» quomodo defiiiitus numerus (erminorum 
€olumnae trianguli Harmonici (excepla seoiper prima) summeiur. 
Exempii causa quaeritur summa 100 fractionum seu Redpiocorum 
triangularium ab {^ usque ad ^ A^. Samatur iu columna sDtecedente 
nempe reciprocorum ualuraliun), termiuus (hoc loco {) respondens 
primo sumiuandoruffl ; sumatur et in eadem columna antecedente 
termious proxime sequentium qui respondet ultimo sumandorum 
hoc loco xiyViF' W est ^oT' ^l } — x^T «lültiplicala per f seu 
f J-J-erit exacte summa omnium fractionum t+i+e+iV+A+A + ^^ 
usque ad x^zo inclusive. Haec in Galba olim reperla per occa* 
sionem adjicere visum est. 

Sed ad potestates Polynomiorum formaudas redeamns, quae 
scUicet indigent Numeris combinatoriis, ut mox patebit. Constani 
autem semper ex formis ejusdem gradus» quibus numeri ex com- 
binatoriis muUiplicando formati praefiguntur. Form am voco hoc 
loco summam omnium membrorum ex aliquot literis simililer for- 
matorum. Ita a + b-fcetc. est forma primi gradus; at formae se- 
cundi gradus sunt a^-fb^ + c^etc. et ab-f ac-f bc etc., et formae 
tertii gradus sunt a*+b^ + c^ etc. et a^b-l-ab^ + a^c+ac^+b^c+bc^etc. 
et abc + abd-f-bcd etc. Compendio autem, ut jam monui, sie de- 

signo, ut a mihi significet a vel a + b vel a-f-b + c vel etc., et a^ 

.. . . 

significet a* vel a^ + b^ vela^+b^-f c* vel etc., et ab significet vel 

ab vel ab + ac+bc vel ab + ac+ad+bc + bd + cd vel etc., et a* 
erit a* vel a^-i-b^ vel a*+b* + c* vel etc., et a% erit a'b-fab* 

vel a2b+ab*4-a^c+ac* + b*c+bc« vel a^b +ab* + a*c + ac2+a2d 
+ ad*-fb*c+bc*-+-b2d + bd* + cM-|-cd2 vel etc., et abc^ abc vel abc 
+ abd+bcd vel etc., ilaque 

a+b+b etc. asa 

et quadratum ab a+b + cetc. s=:ä2 + 2ab 

•• • » 

cubus =a*+3a*b + 6abc 

• • • « • • ■* 

biquadratum = a* + 4a*b + Oa^b* -|- 1 2a*bc + 24abcd 
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Ut jam kiyestigemus nnineros coeflioientes formis praestriptos, con- 
sideremus tot mudis prodire qiiod?is formae membrum in potestate, 
quot transpositiones lilerarum in eo membro darl possunt; ita in 
cubo ab a+b formae a^b + ab^ membrum, ut a^b, prodit ter, quia 
tres ejus transpositiones seu conflationes; sie in biquadrato ipsius 
a'b^ formationes sunt sex, et in cubo de a + b + c ipsius abc trans- 
positiones sunt sex 

aabb 1 abc 

abab 2 acb 

abba B bac 

baab 4 bca 

baba 5 cab 

bbaa 6 cba 

Id lineis duclis nuraeros eosdem ascriptos habenlibus sie apparebit: 

pro aab 



1 


aab 


1 


2 


aba 


2 


S 


baa 


3 




4 




d 






6 






Quot vero sint transpositiones literarum Formae, nondum quod 
sciam determinatum exlat, cum tamen inter primaria sit problemata 
Combinatoriae Artis. Id aliquando cum potestalibus polynomiorum 
aiiisque hujusmodi in navi per olium sum consecutus. Multopost 
Cl. Job. ßernoullius me admonente hanc eandem quam nunc dabo 
regulam, etsi paulo aliter expressam invenil. I^^ilur in exemplum, 
quod äit regulae intelligendae sufficiens, esto forma a*b*c^d^e*f*g^ 
quaeritur quol modis ejus elementa iransponi possint. Est autem 
gradus 5+4 + B + 3 + 2+ 1 + 1 seu decimi uoni. Dico numerum 
transpositionum esse prodtturum, si multiplicentur invicem continue 
üuroeri Combinatorii (supra expositi) qui designant quot sint 19 
rerum 4niones, 19 — 4 rerum Sniones, 19—4 — 3 rerum Sniones, 
19 — 4 — 3 — 3 rerum 2niones , 19 — 4 — 3 — 3 — 2 rerum Iniones, 
19 — 4—^3 — 3 — 2 — 1 rerum Iniones. Quod eliam per productos 
continuorum sie poterit eiiuntiari, ut Numerus Transpositionum 
formae a*b*c*dVf*g* sit 

J2* 
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19,19— 1,19— a.i9— 3..19->4,lft— 4— 1,19—4— 2» 
1.2 . 3 .4 „ 1.2.3 

19_4_3,I9_4_8— 1,19— 4— 3— 2 „ 19—4—3—8.19—4—8-3—1, 



1.2.3 , 1.2 

19—4—3-3 -2 , 19-4-3-3-2-1 „ ,. , . , ^. . ^ 
i. ■ . . — ■ j • . ita a'b* habebit tramf- 

4,4 — 1., 4—2.4-2—1 4.3.2.1 . 
poat.one8 -j-^ j-^ TJjä^^- 

Porro omnis Numerus TranspositioDum Formae, quem et 
Productum combinatoriorum appellare possis, cum alias habet pro- 
prietates memorabiles, tuai haue imprimis egregiam, ut ipse et ex- 
ponens gradus, ad quem forma assurgit, doo possinl esse primi 
inter se. Unde sequitur, si expoiiens gradus sTt oumerus primi- 
livus, necesse esse ul dividat numeru« tramposiiionom formae ia 
gradu, ubi tarnen inteliigo transpositionem quae varietatem pariat, 
qualis non est forma cujus elementa coincidunt ul a^, a^. Unde 
in bis numerus situum non est nisi unitas. Hinc porro conse- 
quilur, ut si nomina sint numeri rationales, potestas polynomii post 
detractam formam invariabilem ejusdem gradus residuum relinquat, 
ita comparatum, ut ipsum et exponens gradus non possiut esse 
primi inter se : et ideo cum exponens est primilivus, necessario re- 
siduum divisibile sit per exponentem. Nempe si e, item a, b, c etc., 
siut numeri integri etx=a + b+c+ etc., tunc x^— a^ et e nunquani 
sunt primi inter se, et ideo si e sit primitivus, erit x* — a** divisi- 
biiis per e. Supra autem exposui, per a* me intelligere a*+b*+cf + etc. 
seu sumroam ex potestatibus omnium partium ipsi x assignatarum. 

Quodsi a, b, c, sint unitates erit a*=a=:l et a^=a=x, ergo 
x^ — X et e nunquam sint primi inter se, et proinde si numerus e 
sit primilivus, erit x* — x divisibilis per e. Quae Numeri Pri- 
mitivi proprietas Reciproca esse reperitur, ut si e non sit 
primitivus, etiam x^ — x per e dividi non possit, sed tantum ba- 
beant aliam communem mensuram. 

Hinc tandem duci potest aliquid bactenus Analyticis incogni- 
tum, aequatio nempe generalis pro Numero primitivo, nempe quo- 
ties et solum quoties haec aequatio datur in integris d^ — ^n = t*y 
vel (si n non sit divisibilis per y) n*""* — l=gy> tunc numerus y 
«st primitivus. Et pro n substitui potest niimerus integer qui- 
cunque atque adeo totidem proprietates reciprocae numeri primitiyi 
äabentur. Cumque ex numeris simplicissimus omnium (post uni- 
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talem cujus poteali^s noo sunt hujus loci) sit 2, ideo simpUcia- 
sima pro primitivo aequatio erit 2^ - 24=:fy val 2^'^— l^gy. üinc 
ovm a^quaiio bu sit IranaeendeDs, nullius scilicet certi gradus 
ifuando quidein ipsa quantitas y quae exponeotem ingreditur, inde- 
lerminaia est; liine inirurn noii est, neminem prius dedissa aequa- 
tionem generalem exprimeoiani naturam numeri primitivi; nam nos 
ipsi primum hoc aequaiionum Iranäcendentium genus in Analysin 
introduximus, mentione ejus facta com nostram Magnitudinis Circuli 
«ipreaaiodMfn per siispJieissiman) seriem in Actis £ruditoruni Up* 
siensibus ederemus, cujus deinde maguum in Georoetria intariore 
usum ostendimus ad aequaliones compliirium Linearum ex Geome- 
tria non beue exclusarum Locales exhibendas et tangentes earum 
ahasque proprietates Calculo quem exponentialem appellavi, 
non minus commode inveniendas, quam si Aigebraicae, id est certi 
gradus esseut. 

Obiter etiam notare operae pretium est, si n sit 10 et y 
primitivus nee sit 2 nee 5, adeoque non dividat 10, tunc cum lo- 
cnm habeat aequatio supradicta lOV"^ — ^"^gyi consequens esse, ut 
90999 etc. tam diu conlinuando, j[}onec numerus ipsorum 9 sit 
y- I, quoties et soium quolies y est primitrvus, succedat divisio. 
Hoc interim non probibet minorem nnmerum 999 etc. per y di- 
vidi poase, ut si y sit 13, potest numerus 999999 dividi per 13; 
unde consequens est, etiam conslantem ex 9 duodecies repetito 
posse dividi per 13, ut debet. Multa etiam ex bis circa numeros 
perfectos et partes aliquotas coUiguntur, quae persequi non est 
hujus loci. 

Hactenus data est potestas polynomü simplicis, ui a + b vel 
a+b+c vel a + b-f-c + d, et ita porro. Progrediamur jam adpo- 
lynomium afiectum potentiis alicujus quantitatis, ut a + bx vel 
a + bx-fcx* vel a+bx + cx^-f dx* etc. id est ad Formulam raliona- 
liter integre formatam ex x, nempe ad faanc quantitatem primariam, 
assumtis secundariis coefficientibus a, bete. Uude sisi(y=ra+bx 
-f-c&^Atc, soleo dicere y dari ex x relatione ratioiiali integra, ubi 
tam«n saepe non refert utrum ipsae quantitates secundariae (quae, 
cum X \ariatur, conslautes intelliguntur) numeris inlegris, an frac- 
tis vel etiam surdls sint aliquando exprimendae. Manifestum autem, 
poteatatem affecti polynonni a potesjßitä. simplicis non differre, nisi 
quod quantiias secundaria «eQoper ducta inteHigitur jn potentiam 
ipsiue X, quam affldt. 4^.erbi ^ratia cuqi quadratum ipsiusBI+b+c 
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füerit a2 + b*+c^+2ab + 2ac+2bc, manifestom est ipsias a^-bz 
+ cx2 quadratumforea*-|-bV+c2x*+2abx + 2acx*+2bcx>, eadtm 
ergo membra et praefixos membris numeros manere, lantum si ae- 
cuDdum X ordinanda sit producta potesias, di?eUi a se invioMD 
quae antea in eadem forma cobaei*ebant, cum x abesBe vel unitati 
aequaJis intelligeretur. Ita ex quadrato ordinato aecundum x fiet 
a*+2abx+2acx* 

bV+2bcx*+c»x*. 
Sed quo promtius appareat ordinatio, redibimus ad numeros pro 
literis, faciemusque 

2 ^ -^ I 5- B 2. g I «., 



"1 






ca 






X S?- 2. TS ß- 2 2L b: X' 












^-S*— «BJC 09* 



s 



■SL ^^ ■■■ • FD «■* ■■r ^^^ kMB ^^rt l^iV ^^^ f IP^V ^^^ 



« ^— (T •-• 
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10JO.12i^ est 0+e+2c»2, in lO.ll.llx^ est + 14-le=2, in 
t0.10.13x* estO+0 + 3=S, in 10.11. I2is est + l+2==3, et ita 
porro. Nnmeri autem praefjxi sunt pauIo ante expiicati, nempe 
ipse lOM) yel lO.lP praefigilur 3, at supra forn>ae a%, et ipsi 
ie.n.12 yel 16.12.13 ?el 11.12.13 praefigitur 6, ut supra for- 
nae abc* 

Sed ecce Tbeorema Generale pro potestate quacunque, nempe 
posito 

y«IO + llx+l2x2+13x»-f 14x* + lSx» elc. 
et y*=20+2lx + 22x»+23x«+24x*+25x* elc. 

erit20=10* et21«e.lO*-Ml et22=e 10^-M2+5^y^^ 10*-MP 

1.« 

et 23=e.»0«-'.18+e,e— l,IO«-Ml.!2+ *'?~!'!~'' lO«-«.ll' 

1 . Z,o 

et 24=e.I0-'.l4+e,e— r,10'^'.U.I3+ ^^ 10«-'.12» 

1 • ^ 

+y=^,e-2,10«-».l P.12 + "'«'—''«--^'^-^ 10«- 4.11« 

et ita porro, ubi membroroin quidem combinatoria formatio ea est 
quam paulo ante exposuimus ita ut membri gradus quidem for* 
malis semper sit e, gradus vero virtualis ipsius in yalore ipsorum 
20,21, 22etc. sit respective 0,1,2 etc. Sic 10«-^'11M2* habet 
gradum formalem e — 3+2 + 1— e, gradum virtualem 0(e — 3) +1.2 
-f*2.l=r4, nam reperitnr in valore ipsius 24. Numeri autem prae- 
fixi sunt ntimeri transpositionum, quas membri eiementa recipiunt, 
seu producti combinatoriorum, sed generaliler expressi. Ex. gr. 
I0e-S]|2 12* habet gradum formalem e, itaque praefigendus fit, si 

iuTirem ducantur e rerum 2niones / * ^ 1 et e — 2rerum Iniones 



(^) 



C^) •• '-'■ 



secundum regulam supra explicatam« 

Quodsi in valore ipsius y, nempe 10 + llx+12x^+ I3x'etc. 
esset 10=0, nihilominus quidem formula haec generalis nostra pro 
valore ipsius y^ locum haberet: etsi enim 10 fiat 0, non tamen 
omnes quantitates per potestates ipsius multiplicatae evanescent, 
quanquam ita prima fronte videatur, nam supersunt ii, in qnibui 
exponens ipsius 10 fit 0, quöniam 0^ non est 0, sed 1; Quonia'm 
tamen marima saltem pars evanescit, praestat nuilam mentioiriem 
fieri ipuusi JO; :itaqiie qx .T9lore praesi^ripto genera^ ipsius y^.. fi0 
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aliut pro 10, 11, 12, 13 etc. 8\ibfttituendo nftspectWe 11, 12, IS, 
14 elc. et deinde totum mulliplicando per z', fietque Talor ipsius 
y^ is qui esse debet si sit y=3llx-|-12x^+ 13x'+14x^etc Quod« 
absiat simul 10 et 11 (vel 10 et II et 12, et ita porro), «o 
casu in valore ipsius y* praescripto pro 10+Ilx + 12K'+I3i'etc 
loco 10, II, 12, 18 etc. substituantur respective 12, 13, 14, 15 etc. 
(▼el 13, 14, 15, 16 etc.) et totum multiplioelur per x^(velx^), ha- 
bebiturque vaior ipsius y* posilo y esse 12x^+13x'+14xf ete. 
<vel y esse 13x^+14x*+ 15x* etc. aut ita porro). 

Tradita jam ratione excitaodi potestates ex forimila^ sDperest 
ut conira ex formula radices extrabamus. Sunt autem radices 
duplices, purae aut affectae. Purae dicuntur, cum valor potesla- 
tis datur absolute et pure, unde ex valore radicis, extrahendo 
radicem purem habetur latus potestatis seu quantitas. Teluti 
si yalor ipsius yy detur per meras cognitas seu per foripulam 
10 + llx-|-12x^ etc., habebitur y extrahendo ex formula radicem 
quadraticam. Sed si plures ipsius y potestates simul concur- 
rant in aequatione ut si sit y' + gy=ah, posito a, g, h signifi- 
care formulas per x, tunc valorem ipsiua y invenire est extrahere 
radicem affectam, seu extrahere radicem non ex quantitate aliqua 
oognita (quanquam res interdum eo reducatur) sed ex aequatieoe. 
locipiemus a radicibus puris taoquam facilioribus. 

Hie Tero iJlud praeelare evenit, ut methodus extrabeadi ra- 
dicem ex formula, in methodo generali excalandi potestatem fonnu- 
lae jam contineatur. Nam si quidem e sit numerus integer, erit 
y* id quod vulgo vocant potestatem, nempe uoitaa, latus, quadra- 
tum, cubus, biquadratum etc. prout a est vel 1 vel 2 vel 3 v6l 

4 etc. Sed si e sit fractus, y' est radix ex x, veluti sisit 0=:—, 

erit y^asyy. Itaque in theoremate nostro potestatum contioentur 
etiam radices, cum e est fractus, cujus numerator esfl 1; deno^i* 
nator vero numerus integer. Quin et si numerus e sit, ut ita di- 
cam, semifractus, id est cujus tarn numerator quam denominator 
sit integer major unitatc, quo casu y^ idem valet quod y»:"», quae 

est. pot^ntia radicum seu (öt vy vel radix potentiarum yy**, oi* 
hilominus locum habebil tbeorema. In exemplo simpii^isisimo po- 
namus e=i seu y^^^y; si jam sit yrrlO + lIx-f 12x* + 13x»etc. 
«^ {fy ^20 + 2UTf 22x3+23x* etc ^ponatqr<|U0 iaqlita^is causa, 

)ubd semper ^oi potest, ut lO.sH ly ü€V ^^{0 et 2)^4 ^ -rr^ 
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,tö2 1 *2 . l _ll^ et 23-4 -1^-4 ü^- 

1 ä 11' 

"'' fi I 2 3 * Tü2JIÖ"* ^^ *^^ **^'*''^ ^^' ^^ ®^^* habebuntur. 

P«8suiit vel ex boc 8oIo Tbeoretoate extraclioms Radicis 
Quadraticae per »eriein iofioitam nullo jtiegotio iaveniri dimensiones 
arearum Circuli, Ellipseos, Hyperbolae, el arcuum quoque^ per se- 
riein scilicet infinilam. Sil exempli causa Circuli radius 1, siDus x, 
äjnus complementi y, erit y=V(l — xx). Fit 10=1 et 11=0 et 
12^—1 et 13 vel 14 vel 15 etc. «0. Sit y=20+21x+22x2 

+ 23x« etc., fiel 20=1 el21=0el22«:— 4 et 23=0 et 24=— ^-rs 

^ 4,1.2 

.t 25=0 ei 26 = gM_ «t 27=0 et 28= - ^^^. ,Atq«e 
adeo landem eril 

^^j^l V I I2 ' 4 ■•'^6 1.0.0 g 

y-VU— xx;-i — 2j« ~ij2^ "SJÄ»^ ""l«,l.2.8.4* 

1.3*5.7 JA l.«J.&,7." 4« 

rx*" — ^^ . ^ » ^ ^ ^ x'^ etc. 



32,1.2.3.4.5 64,1.2.3.4.5.6 
. /• , 1 3 1 4 __ 1.3 ^ 1 .3.5 ^ 

« y y«- » — 2;i 3" — 4, i.2,s* sJ^Jj le, 1 .2.3.4,9 

1.3.5.7 .„ 

-X*® etc. 



32,1.2.3.4^5,11 

quae est area zonae circularis, quam duclus radio parallelus sinus 
complementi abaciodil, quaeque adeo praeter radium et sinum com- 
plementi . etiam sinu recto et arcu continetur. Sed arcus ipse erit 
. 1 ,, 1.3 1.3.5 , 1.3.5.7 ^ 

*"^ 2,1,3* + 4,1.2,5* "*■ 8,1.2.3,7* ^ 16,1.2.3.4,9* 
Operae prelium eliam est, Canonem generalem Polynomii af- 
fecti conlrabere ad Canonem generalem Polynomii simplicis, po- 
nendo r=l, perinde ac si fuisset y=10+l 1+ 12+13etc. Sed 
ita pro membro simplice Canonis polynomii afTecti ponenda est 
forma iutegra in Canone Polynomii simplicis, quoniam enim x abesl, 
noo amplius divelli necesse est a se invicem membra ejusdem for- 
mae. ßiempli causa in Canone Polynomii affecti non possunt in 
unum conjungi lO*""' 12 el 10^-U3 el li*~*12, quoniam. ^m x 
primum dal 10«-*12x2, seeundum 10«-*13x*, lertium lK-*12x^ 
quod postremum in Canone polynomii affecti non occurrit nisi la- 
tenter : nisi malius adjicere illi jam tum eas formuias , quas in 



108 



casu 10, vel 10 et 11, vel 10 et 11 et 12 simul evanesceotiam 
substituendas tantüm praescripsimus, quod utique sairo sensu per- 
missum est. Sed in Canone poiynomii simplicis statim possunt' 
conjungi membra omnia, ut adeo quodamniudo in »pecieni magis 
Sit compositus Canone affecli. Sed operae pretium erit utriusque 
Canonis initia comparare inter se, aspectui sahjiciendo. 
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Atque ita absoluta est excitatio potestatum pariter ac porarinn 
radicum extractio. Nunc pergendum est ad illud quod in Algebra 
olim didücillimum habitum est, extractionem radicum ex ae«|ualio- 
nibtts, quas et vocare solemus Radices affectas. Constat Vieiam ex- 
cogttasse modum radices extrahendi ex aequationihus numerice datis 
saltem per appropinquationem, sed perplexis admodum praeceptis. 
At per series nostras inOniias semper valor radicis hattetur, etiamsi 
aequatio sit literalis. Aequatio generalis data cujus incognita est 
z sit: 0=10y — llz+ I2z^ f ISx'-h 14z*+ 15z* etc, quaeritur valor 
ipsius z=:21y 4-22y'-|-23y^ ^24y* etc. Ne diutius teneam, reperie- 
ture8se2l = 10:llet22=l2.2l»:ll et 23 = 2.12.21.22+ 13^1 V.ll 
et 24=12.222 + 2-12.21.23 + 3.13.212.22+14.21*,: 11 et ita porro 
hac lege combinationis, ut in quovis valore quaesitarum 
21,22, 23 etc. denominator sit II, numerator verö sit summa om- 
nium membrorum possibilium quae formantur ex una quantitate 
ab initio data (quales sunt Ol, 10, 11, 12 etc.) et reliquis jam ki- 
ventis (21, 22, 23 etc.) ita ut gradus firtualis facti ex combinatioDe 
jam inventarum menibrum ingredientium sit idem qui gradus vir- 
tuaJis quantitatis cujus vaiorem ingreditur membrum , et gradus for- 
malis ejusdem combinationis (nempe jam iovenlarum) sit idem qui 
gradus virtualis quantitatis ab initio datae in membro. Numeri 
autem veri praeGgendi cuivis membro erunt numeri transpositionum, 
quas recipiunt quantilates jam inventae in dicta combinatiooe. 
Exempli causa in valore ipsius 24 membrum ut 13.21^.22 babet 
unam ab initio datam quantitatem 13, et rellquarum jam inventa- 
rum combinatio est 21.21.22> cujus gradus virtualis 6811+1+2=^4 
(summa notarum posteriorum) idem qui quantitatis quaesitae 24; 
sed ejusdem combinationis gradus formalis est 3 (sunt enim tres 
quantitates invicem ductae) idem cum gradu virtuaii ipsius 13. 

Hujus Tbeorematis maximus usus est non tantum ad extrac- 
tioues radicum ex aequationibus finitls, »ed etiam ex infinitis, cum 
valor quantitatis ut y datur per aliam x ope formulae rationalis 
integrae infinitae seu per infinitam seriem, quaeriturque vicissim 
valor ipsius x et ipsa y. Exempli causa INumeri dali L +1 
logarithmus (qui sit y) potest intelligi |x— ^x^^^x^ — |x*etc. ut 
Nicolaus Mercator primus in Logarithmotochnia sua demonstravit, 
quaeritur vicissim dato logarithmo y quis sit numerus 1+x. In 
canone nostro z Ol 11 12 13 14 15 etc. 
erunl X —1 —1 — i +i — i{ 4-| ^ic. 
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81 ergo x=21y+22yH23y»+24y*+elc., fiel 21 = 1, 22«-j-^, 
2^ ~ TTä' 24 = , , et ita porro. Ac proinde dato loga- 

l 1 l 

rhhmoy, numerus H-xeritl+ly+Y^y» + j^f + jY^^^*®^^'' 

quod alia quidem via uoa una olim faciiius deprehendi, quanquam 
jaiu ante rae a Newtono et Jacobo Gregorio aliisque observatuoi, 
sed tarnen hinc quoque ut patet derivatur. Et hanc viam iosi- 
steodo, unde tarn elegaos eventus minus expecletur, eo ipso pulchra 
tbeoremata sese oflferunt, dum scilicet multitudo illa quantitaiumi 
eUi fiflitarum, valde tarnen in progressu cresceutium, sempersum- 
mam tarn simplicem praebet. Alia via cujus ope ex Numero Lo- 
garithmus, ex sinu vel sinu complementi aut tangente aliave fuoc- 
tione arcus circuli, et vicissim ex Logarithmo Numerus, ex arcu 
diiius aut sinus compiemenli aut tangens aliaye (tinctio per seriem 
inifiDitam a me inventa est, ducta ex aequationibus differentialibus, 
jam a roe exposita est olim in Actis Eruditorum Lipsiensibus ; cu- 
jus usus etiam ad alia est maximus, cum per eam constructio ha- 
beatur aliqua lineae transcendente non tantum per rectarum tan- 
gentium aut circulorum osculantium, sed etiam differentiaiium altio- 
ram proprietates datae. 



XVI. 

DE CONDENDIS TABÜLIS ALGEBRAICIS, ET DE LEGE 

DIVISIONUM.*) 

Tabulas Aigebraicas condendas saepe cogitavi, quemadmodum 
Arithmeticas habemus; sed Algebraicae debentesse generales, qua- 
rum duplex erit usus, unus ut quousque porrigitur Tabula non 
ampiius calculo prolixo sit opus in exemplis specialibus, sed sim- 



*) Leibniz bat bemerkt: 5. Januar. 1694. 
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plici substitutione ; alter ut detegatur Jex pregrediendL Porro Act^ 
ditionum et Subtractionum Tabulas condere non admodum refert, 
oam ubi addenda concordant inter se, res redit ad additiones uoi- 
tatum prodeuntque Numeri ex Arithmeiica communi. Ubi vero 
addenda non concordant, nibil aliud fieri polest, quam ut juxta se 
invicem scribantur, veluta+b. Idemque est dicendum de subtractiooe. 
Sed in multiplicatione, etsi nihil commune haheant termini daü, 
tamen novi prodeunt termini quaesiti, nempe datoruui producti 
dimensionum altiorum; ut si a + b ducas in 1 + m, prodit al+am 
+ bl + bm. Nihil aliud ergo erit mulliplicationumgeneralissimanim 
tabula, quam repraesentatio combinalionum cujuslibet termini unius 
aggregati vel formulae cum quolibet termino aiterins formulae ; ita- 
que si aggregata fiant ex solis quantitatibus simplicibus sibi ad-' 
ditis (quod est simplicissimum et generaiissimum, quia talis quaD- 
titas Simplex vel litera pro quacunque alia utcunque composiia 
supponere potest), erit multiplicatio duorum aggregaturum ex sim- 
plicibus inter se invicem , aggregatum binionum ex omnibus literis 
datis, demtis binionibus literarum ejusdem aggregati; et multipli- 
catio trium aggregatorum ex simplicibus inter se invicem erit ag* 
gregatum terniouum ex omnibus literis datis, demtis ternionihus 
continentibus duas ejusdem aggregati literas. Et generaliler Mul^ 
tiplicatio in se invicem quotcunque aggregatorunfk seu formularuffi 
simplicibus seu literis sumtis velut inter se diversis, erit aggrega- 
tum combinationum exponentis ejusdem cum numero rormularuiu 
seu Multiplicantium , demtis combinationibus continentibus plures 
literas ejusdem iormulae. Ceterum si coincidant quaedam Uterae, 
ut cum diversae formulae invicem coincidunt inter se ex toto vel 
parte, excitanturque potentiae, vel aliae formulae reguläres vel 
quantitates figurae; tunc ex hac regula diversorum generali ducitur 
regula consentientium. Semper enim in Characteristicis casus iden- 
tilatis in generali regula diversitatis continetur. Sic nihil prohi- 
bet, ut exemplo utar, pro 2a seu pro a+a intelligi a + b, ubi b 
supponit pro a. Jam a + b reducitur ad regulam generalem. Hioc 
igitur potentias tam aequales, ut quadratos, cubos etc., quam et 
pronicas, velut Triangula, Pyramides, aliasque id genus forroulas 
licebit excitare , et legem earum derivare ex regula generali. Li- 
cebit et nostram exponere Tabulam Formularum, ^) et varia inde 



') lieber ormularum hat Leibniz geschrieben: Forma rum. 
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regnltaiiitM TMoVeuMtU perdeganiia , quorum ei potMimis egt re- 
guh: m^a gMeralis pro Excitatione Potestalum ex Polynomiis, et 
i^uiae prodeaotes, u adhibeas a, aa, a^, a^ etc. item ab, abc, abcd eto. 

vel literas pro ipsis assumtas. See) specialiter utlles sunlTabuIae, 
ubi eadem servatur litera ut x ejusque potenliae in terminis om- 
dS>as occürrunt, ceterae vero sunt hujus coeflficientes. Aplissima 
enim et compendiosissima ratio numeros exprimendi fit per Ter- 
minos ejusdem radicis in progressione (^eometrica sumtos eorum- 
que coefficientes. Hie ergo speciatim multiplicaliones , ut et alias 
operaliones peragere convenit; et operaliones communis Arithme- 
ticae sunt taptum casus speciales unius methodi generalis. Et quidem 
plures formulas ad eandem literam ordinatas simpllcium coelficien- 
tium invicem muttiplicando Tal)ulam perutilem dabit. De divisione 
aliisque operationibusque mox dicam. 

Ceterum ut hae operationes procedant melius, Tabulaeque 
siot magis ordiuatae et ad progressionum Leges detegendas aptae, 
consideravi Vulgarem Speciosam hoc defectu laborare, quod literas 
assumit indistinctim iisque utitur, et proventus calculi considerat, 
ipsarum autem literarum originarias quasdam in calculo supposiias 
relationes non exprimit, sed tantum subintelligendas relinquit. 
Unde fit, ut quia cbaracteres datorum non exprimunt omnes da- 
torum iuter se relationes, etiam in proventu calculi ex datis ducti 
pulcherrimae in rei natura persaepe latentes harmoniae non lacile 
animadvertantur. Exemplum esto: Sint duae aequationes iu.se in- 
vicem ducendae x*4-ax^-f bx4-c=0 et x2 + dx+e=0, prodit 

x*-|-ax*+bx* -j-cxx +dex-fec=0, 
4- dx*+adx* + dbxx + ebx 
-hex* +eaxx 

hIh pamoi ordinis atque harmoniae apparet, et si qua apparet, 
nascitnr ex nostro montto imperfecte observato , dum literae al- 
phabetioM eo ordine collocantur in formula, quo noscuntur dispo- 
sitae in Alphabeto. Sed ut perfectus sit ordo, nihiique artificii 
characteristici omittatur, quod nos in consideratione producti juvare 
possit, loco unius formulae ponamus 10x'+llx*+12x+L3x ^ 0, 
et loco aiterius 20x^ + 21x4*22=0, adhibendo pro literis numeros 
fictitios ad quantitates coelficientes designandas. Ita enim ex solo 
charactere coefficientis inspecto agnoscere possumus, quicquid de 
coefficiente quaeri potest, nempe tum ad quam formulam pertineat, 
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tum cujusaam .ipsiiis x potentiae sit «ocffioieBB. EAfü mm cht-« 
racter hie aeu numerus duaa Botaa, dextrun et sioialraai. Sinittn 
indicabit fortnulain , dexlra potaotiam ad quam refertar. Sie 2i 

est coefficiens ipsius x seu x ' ob notam sinistram 1 , et quidem 
io formula secunda ob notam dextram 2. Hoc modo etiam con- 
servatur lex Homogeneorum , in quavis formula coetlßcienti eam 
ascribendo dimensionem, quam nota ejus dextra indicat. Ila qaivis 
terminus tormulae prioris erit terliae, quilibet posterioris seeundae 
dimensionis. Jam productum intueamur 
i0.20x*+l 1.20x*+ l5^.20xH l^.^'iOx^ 1 

+ 10.21 +11.21 +12.21 +13.21X [«0 

+ 10.22 +11.22 +12.22+13.22) 
In eo omnia sunt mire ordinata et barmonica, ita ut exteropora- 
nea scriptione exhiberi possinl sine calculo et meditatione. Lineae 
horizontales multiplicantur per eundem numerum formulae unius, 
prima per 20, secunda per 21, terlia per 22. Lineae transver- 
sales (ut 10.20, 10.21, 10.22) multiplicantur per eundem formulae 
alterins, prima per 10, secunda per 11, tertiaper 12. in ejusdem 
columnae quolibet membro idem est aggregatum notarum dextra- 
rum, quod exponenti potentiae x in eadem columna supplemeolo 
est ad exponentem potentiae supremae, scilicet hie quinarium. 
Quin ampiius tot sunt ejusdem colunuiae seu termini membra, quot 
sunt ndodi id aggregatum coniiciendi. Quodvis autem membrum est 
combinatio numeri ex una et numeri ex aKa formula. Deniqae 
si numeri supponant pro qnantitatibus ejus dimensionis, cu- 
jus exponens est nota ipsorum dextra, etiam in pröducto lex ho- 
mogeneorum obserratur. Ut alia taceam,^ quae aspectus sub- 
ministrat. Si productum ex plnribus consideremus , multo ad- 
huc manifestior est usus. Unum illud Theorema, quo Vieta suum 
opus clausit, Cartesius cepit, ex ordinata iUa multiplicatione statim 
resultans; quanti sit usus ad constituliouem aequationum indagaa- 
dam, jam ab aUis est explicatum. Nempe si in se invicem ducas 
x+l,x+2,x+3, x+4etc.,fiot 

X» + 1 X»-* + 1 .2x«-2 + 1.2.3X»-« + 1 .2.3.4X« ~ ♦ etc, 

etc. 
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1.3 


1.2.4 
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1.4 


2.3.4 
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2.3 


etc. 


etc. 


2.4 
3.4 

etc. 
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übt sttooniltts tet<miau8 Mnie» * nnk^n^s , tertius oikioeft biniones, 
qudrtctS' omnes ternionesr absolotortitn in radkibus continet, et ita 
porpo. '»•' •• '•• '*''- 

Sed pergendum est ab Multi^plicatioRibus ad Dividione^, in 
qaibuB Reeultantia' roagis siint'impiicata. Pecuiiares schedas 
ealcuiis in «am rem implevi. Nempe difidendös 20, 20!k-H2I, 
«Ox2+21x+22,20x»+21x2 +22x4-23, 20x*+2!x*+22xHa3x-f 24; 
«t ita/ porro, . dividendo- per divisores nempe 1 0, 1 Ox + 1 1 , H)!'-* + Ux 
+ 12, 10x^+1 1x^ + 121+ 13, ei Ha porro, reperientur regulae seü 
barmoi^e tales: Numerator in ornnt quotiente divistonis componi- 
iur ex residiiis alnlerioribus ejusdein divisionis, et ita quidem ut 
ic^yefficüens prttmii'termini qutytientis'fiat ex quotiente primi termini 
primi residur, c6«rfi^iens secundr termini quotientis ex coefTiciente 
primi' termini secui^di residttl, et Ita porro, tantam mulliplicando 
€0«rficienteih 'per rpodentidm ipsius 10 sublatafn ad eufn gradumi 
qwFia^qoetur gradui poreutiae ^uju9 in quotiente debet esse eHicienB. 
lia si divkias 'Ä)x» + 2Ix^+22x»+23x»+24x + 25 per 10x*+l!t 
+ J2,'4irilqu(ytiÄri8l0»205t»+l0»2fx2 +10»22x +f0V23 

• ' ' ' ' •" ' —10*11^2 1- 

- > ^^ --10^11.20— 10*.l 1.2!— 10M2.21 ' 
' ' ' — 1Ö«.I2.20+10.11».21 

t . '^ +I0.1|2.20 + (2)10.1L12J« 

1- . .: ^ —11^20 

divis. per lO^i .,9|ijus ndmer^toris doef&cieiites fiunt sie: nempe 
coefGciens ipsius x^ ex 20 mult. pei^ 10*, et coefGcien«^ ipsius x* 
ex 10.21— 11 .20'niQriipl. per 10^ et ita porro. Est autem 20 
residui initium in divis. 20x+21 per 10x2+ llx+12, et 10.21 

— 11.20 est residui inltium in divis. 20x^ + 21x+22 per idem 
I0x»+4l'x'ifi'fi, tet'i^a porrö. 

-' 'Slanie i$X)>rest$'ronei liostra, mänenleqUe eodem divisure, Quo^ 
tient($8 ' ^sequenteB 'S<^a dividendorum altiorum quoad cuefflcientei 
scilicet ejusdem in ordine termini continent quolientes inferiorum, 
^4M(\\i&i man^nie^^od^fm divisore, quöcunque existente divtdendo, 
<d0M dsl'in omnibt^är- qudti^nlibus eoefficiens termini primi, ideift 
eM*<i6 bmnrbas quotientibus cöefficienstermirii sdcüiidi, et ita porro. 
Sic in Omnibus drvlsionibuS' fäclis per 10x* + l!x+12 coefOfien» 
lermftli pHmi' hv qtiöllenle est' 20 f 10, et coWflciens termini se- 
fcfeffdl in quötiente-^tt 1(^.21— II. 2tV,: 102, co61ficiensque tehnini 
mi9i «t 10^22^10.11:21-- l».12.20 + 112:20;il0», et ita poi^ro. 

vu. 18 
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Mqae üa i^tts46m divisoris Qo^lientes inierioreft fiunt ex sitpevio« 
ribus, quorum scUicet dividendi aual alUores, eo ipso sciticel dum 
membra quotientis altioris continentia characteres dividendi alUoria, 
in inferiore deficientes^ in quotiente inferiore evanescunt. Uoc 
praevideri poterat, revera enim eodem modo dividitur, manente ao* 
dem divisore, quantumcunque descendat dividendua, aec diacriroeD 
est Qisi in gradibus ipsiua x, non vero in coeifif ientibui^ , ut %m 
20x3 + ^li^+22x+2d sive 20x>+2lx + 22 dividaa per lOx + ll, 
nihil refert in quoiientibus quoad coeflBcienlea. 

Simills est nexus inter Residua, anteriora et posterioira, noa 
tarnen ejusdem divisoris, nee ejusdein dividendi, sed earum divi- 
aionum , quarum Residua sunt similia, seu in quibu.s eadem e&t 
diffei^enüa inter Eiponentes potentiae ipsius x in termiiio prime 
divisoris et dividendi. Ita si dividas 20x«+21x3+22x2+2Hx424 
per iOxHiU + 12, vel si dividas 20x*-f21x«+22xH23x*+24x 
4-25 per I0x^+llx^+ 12x+ 13, residui termipus j>riniu6 prinio, 
aepundus secundo coincidet, sed teftiu», terininus qui est in poste- 
riore divisione, non habet locum sed evanescit inpriore, quia ubi- 
que ingrediuntur characteres 25 vei 13, qui in priore divisione 
absunt. Et generaliter, cum eadem est dilferentia exponentum 
terminorum maximoruni ipsius x, divisiones inferiores continentur 
}ü superioribus tanquam casus speciales quoad quolientes pariier 
et residuos. Idque praevideri poterat, nam 

20x< + 21x»+22xH2;ix-f24 

,^^,^^^^^,3 nascitur ex 

20x^+21x*+22x»+23x»+24x+25 
10xa+llx»-f-l2x+i3 
poaendo tam 2'> quam 13 esse nibilo aequales. 

In omni divisione Residuus est quaedaia continuatio Quotien- 
tis suae divisionis. Nam si continuari posset divisio, lerminus 
primus Residui daret novum quotieptem, quod proinde fit in üi- 
videndo altiore« 

Hioc eodem existente divisore, inter se consen- 
tiunt (in Numerataribus scilicet el Coefficie^tibus) Terminus 
primus Residui in Divisione et Terminus ultimus 
Quotientis in Divisione proxime altiore. 

Sic dividend» per lOx*^- 1 lx+ 12, termin^s primus residui 
jn divisione residui ubi dividendus est20x^-|-21x'+22x^+2.U+24 
coQsentit cum termino ultimo residui in divisione, ubi dividendus 



est20iH21x<+22x*+2ß;iH24z+25, utroMque tdlicet prodit 
I0».23— I0*.li^-IOM2.2H-I0.ll^21+(2)10.1L12.20— 11»20. 
Atque hie conaensus est einniinodus, non ut paulo ante, qnaai 
ununi in altero per niodlinr casus generalis in regula speciali cou- 
tinereta^.' 

Residuus nascitur ex. Quoiiente suae divisionis. Idque fit hoc 
modo: Ultimus terminus quotienlis multiplicetur per totum divisorem, 
peiiukimus seu secundus a fine per divisorem sumino seu primo 
termino minutum , aBtepenultimus seu tertius a fine per divisorem 
duobus summis seu primo et secundo minutum, et ila porro. 
ÜeneraHter: Terminus qutvis quotientis multiplicatur respective per 
(fivisorem tot terminis ab initio minutum, quot ipse terminus quo* 
tientis abest ab ultimo ; aggregatum tiorum productorum sub- 
trahitur a totidem oovissimis tenninis dividendi, quot sunt ipsa 
producta; atque ita prodit Residuus. 

Tqta dividendi ratio reducitur ad sublalionem ineognitarum 
simpliciuBn, tanquam casus •specialis ad generaleoL Exbibeamus 
rem in exemplo. 

Sit Divisor lOxH^l« +^2* 
Dividendus . 20x*+ 21 x» -f 22x* + 23x+ 24. 
erit OiMiratio eootracta 30xH3>.lx«-h32x» + a3x+34;, 
Quotieas pucus SOx^^l^ -f 32,:10, 



Fractio adhaerens cujus 
numerattr est Residuus . 33x +34, 
Nominatur est Divisor 10x^+ 1 Ix +12 



Lex Operationis 

10.20^10.80 
10.21=.i0.»l+lU0 
10.22—10,82+11.31 + 1^30 
etc. etc. elc. 

Unde toUendo ordine in- 
cognitas 30« 31 etc. habe- 
tur cujusque ex bis in- 
cognitis valor, et ex bis 
Quotiens pariter ac Re- 
siduus. 

Supcreal.ilfe demonstremus valofem Quotientis ao Residui, 
iiemaue ßequatio^^s ' in Lege Operationis contentas. Itaque tpt^ 
exempti Qperatio expKcita exhibeatur, ordinatione tali quae com- 
modifKiiip« vis^ ^t: . 
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Jäm valor^s ipsarum dO^ ^1, ^üy^^rM 
30=20,31=21—^1^ seu 31=^1-^^:^^ seu 10.21 =Ttf.Si' 

32=22— ij~—ii^ seu 10.22=10.32+1 LSr-^lfeW 

12^1 1 1 ^2 
83=23-, ^_ii±f seu 10.23-10.33+11.32+12.81. 



Evanescit hie IS.30, quia 13 abest. El ita porro. Habemus ergo 
aequationes in Lege Operatioi|i|'foAtenta8. Apparet etiam ex nuda 
iDspectione, valores Quotientis 'ei tlesidui esse quales assignavimus. 
Quoniam ergo Aequationes in Lege Operationum conlentae 
simplici admdMitll1^IailfilMi^^rlaeiitlittt,^di^.e)BtH]m: incognitae sunt 
simplicis gradus , hinc regula divisionum reducitur ad regulam jani 
ft.oM »iiealamritiilBndil fiJinfiliees.tincDgnitas^itejufiqueliapgMaiis suas 
ftroftfias: aau .spieeiales aildii. . Sed pkcet adjicere modum invenie^i 
.laJoEis. .Terminttniiin Opttratiönia BA» ^Ltstc. jnaxiüie propriuo^Hei 
'aiiial]si«coiiveiHBnt«m(:>qtti eanfiisUt in .tompairatiooe MteceasM cuiq 
qiiaesitoi* .iNein|ife Qudtienüsififtrtem pttram !äiOx'+$lxtf 92 :miibif 
iptieabiauifi .p^'divisereöi: I(0fl[(^^fillx4<i;2( • produotö addamüs r^ 
»idaiiBi.iB3]i.'f'34(.. ei iHToveniet^ formuiai coinaidflag cum div^idcnd^i 
^M^^A\s^22%^i\2^Xrh2A4\.' Unde bakfibunittvaequattopea: coiq^ 
iparatttiaa^ easdemqipas ante;ift^Q:m!l«.3D^ eA 40^21^M.31 + 1 ii3(h 
iei ima^iO.^t Ui^t ^12M, et li>/^;==l«iB34- 11.^2^1 12.31, 
^ 14L24=aiO«H4-f- *tf 110.82;» ubiiex.fiatftFa residai'iii ultima act* 
quatione loontingit hiatuaper.fttellulaiiieQtpFessus, nempe^feest 1 1.3.3. 
GHJas m ratifii est, quod Termini Operationis, qui residuum com 
tstitvunt, boc loeo.>33 ei 34,. non.nisi per 10 multiplicanlur . non 
?ero per U et 12.. Seeus teisset^ si conti«u»(a.)fuiaaet;idimto.>lo 
calouIiexaculiNie «fingere Jifcebit, qoäisi ^üana ade&sel 11.33, ascri- 
beudo: ei notam ^eu incliidendo, uH /regularitas melius servetur. .fix 
bis etiam babebiiur series in finita pro <}uotiente invenii^ndia 
sine Residtto, coatintiata divMionej Item inquisilio maximi commu- 
nis dtvisortSt si rursus divisorem «Uvidas per re^iduum, ubi lOx' 
4^M;k-Hl2,:33x+34«^40x+4l,:3ä,, + 42:,33x+34. Ubisi con* 
linuando müla prodit communis mensura, sequitur aublatio litera* 
TU» Ui aequationibus, et ultinus residuus^jul hocloco42, fit s=^^0« 
Ita prodäMint omnes aequationes simplicas necessariae ad sublatio* 
nam lilfirarum. . • 



'■ •:. "• -In'- • ••'■;■ ' • ■ ' • ■ '' * 

1 « ' r i M I ■ ■ > ' ! . . . -. • . • . . ..'■..''••• j ".,./:; • :<■.'' 



XVIL 



niVISIONBS FORMCLARini REFERIRE. 

< Mnsores forniulM sunt qusdeni Generatdres« ttaqoe flugm 
<ftd aiKriyBin momeati est, ad inveoiendat analogias, «xtncti^iief, 
depretsimies, aiiotqne usus aruera latenies divjaares formutentoi, 
•i?a titeralimii sive numericaram, quaa asaumta lii«r»'pr» oniuie 
pouumus reducere ad Ulerales. Fiarmiila autegi hjo utiliter eami- 
derart potest instar aequationis^ quöaiiiin diviseres aeq^atioini elbiD 
förnlBlae sunt dimorca. Ex aequatioDe toUantur irratidfialct, et 
quidem quantun sine etattatione aequationis liceU Aeqilatio se- 
cundüra Mteram aliquant ordijietur, qäadis x, qiiae toeetur litera 
o r d i n a 1 i s. Quodsi aequalio sit dWisibilia per formiilam , a 
qua lilera ordinatis abaiti oportet ut uttioaus termitius aequatio- 
nis et reiiqua ejus pars babeant divisorem commoDem { heile 
noU aaethodo reperiendum) qui erit diviaor aequationis, ad- 
eoque formulae datae. Deinde videbimus an aequatio diviaibäis sit 
per formulam, in qua ipsa eontineaCur Ktera ordinalis^ qoae erit 
aimptex vd quadratica vel cubiea vel biquadratica etc. r^ti h+i 
veJ h+kx+xx Tel h+kxH-te+i* ^1 b + kx + lxx+mx'+x^ rt 
itä porro. Id vei*o an fieri possit, et quomodo, sie Itt f c sti ga h iBwis. 
Ante omnia praeparetur aequatio data liberaiido eam a frao- 
tionibus, et suniroum ejus teraniinnn a coefBdente, quod notmu est 
semper fieri posse multipUcando radicem aequationis. Prae|>arata 
jam aequatione, investigetur an babeat radioem rationateaa, aeu aa 
sit divisibüis per formulam simplioem b + x, ita enim habebitur 
valor rationalis ipaios x seu erit xss-^L (nventum jam est ab 
Harrioto, quantitatem b quaesitam fore unum ex diviaoribus «!«• 
timi termini aequationis datae. Este aequatio data p+qx-frxx 
-^sx'+lx^-fx'i quaerantur^-divisorea rationales integri ipsius p. 
Unns ex ipsis debebit esse iO, et si quaesitum succedit, unoque 
ex iis assumto pro 10, tentandum erit an 10 +x dividat aequatio- 
nem datam. Sed quia ubi plures sunt divisores (tarn affirmati?i 
quam negatiTi) saepius tentanda esset divisio, ideo minuatur ?el 
augeatur rada aequationis datae» pro x ponendo y-fe eumqae va- 
lorem substituendo in aequatione data, babebitur aequatio oora se* 



onndutti ordteatem y, cujus termiüiu ultimus «rit p + qe + ree4- se^ 
+t6*+e^ tknm reliquos ejus terminos investigare, nihil nunc q'iii* 
Ima necesse est Quodsi aequatio data est divisibilis, erit etiam 
neva divisibilis eodenn modo, et cum datae di?isor quaesitus de- 
beat esse h+x, novae divisor erit b+e-f-y. Itaque hHhe'debet 
esse unus ex dmsoribus Ultimi termini aequationis novae, qui vo- 
celur (h), ergo(b) — h=e, ac proinde ex divisoribus ulttmi termini 
aequationis datae seligatur ille, cujus differentia ab aliquo divisore 
termini «itimi aei^iiationis novae sit quantitas assumta e. 
Quodsi plures divisores ex aequatiune data hoc prae^tent, varietur 
quantitas assumta, pro e ponendo f et ex succedentibus divisoribus 
rur&Qs deligstur is, qui ab aliquo divisore aequationis novae secuil- 
dae diff^ret quanlitate altera assumta f. Ct tarn diu continuabituir 
variatto, donec ditisor omnis, qui non constanter succedit, exciu- 
daiiir. Ita reperto b, tentanda est divisio per b+x. Quae si non 
succedit vel si nuilus divisor non exdüditur, idipossibiUs erit di- 
visio queesiia, et aequaUo ^data non babel racftcera rationalem. Ut 
«utem calcolus fociüor, loco ipsius i vel f vel g etc. quantitatis 
assumtae assumatur la vel lOa vel 100a vel «-^la Tel -^lOa vel 
^I09a, liieraro a babeado pro unitate. Atque haec quidam Jam 
babentur apud aUos, rapatanda tarnen arant, ut caetera fiiciliua 
iatdügefantur. 

Sed si aequatio sit divisibilis per formulam alicujus gradus, 
adaoqua reducibüia licet non per valorem radicis rationalem , baec 
matbodus nondu« applicata babelur; reperiautem olimposse eam 
bttc quoque promoveri magna facilitate nee minore fructu. Et qai*- 
dem samper verum manat, ultimum terminum aequationis datae fora 
divisibilem per h, ultimtim vel infimum terminum formulae dividen«-' 
tis quaesitae. Quodsi ea jam sit quadratica, nempe b+kx+xx, 
in ea pro x substituatur a + y et terminus infimus novae secundum 
y prodauntis erit b4-ke+ee, quae quantitas sit (b) ut ante, unus 
nampe ax divisoribus termini Ultimi aequationis novae» fiet (b)— ji 
divisibilis per a« Idem est in altioribus formiilis, nam si esset pu- 
bica h -rkx + lxx + x', pro x substituatur e-|-y, et ultimus terminus 
formulae novae erit h+ke+lee4-e% id est (b) unus ex divisoribus 
Ultimi termini aequationis noTae, itaque rursus (b)— b erit divisi- 
Idlis per e. Ganeraliier argo, ut invetligaliir an aequatio data ali^ 
cujkia ^natoinalia ifliegra sit divisibilis per talaaal^risiilaairitionalafll 
infarioram secundum aandem iiteram ordinalem, velut x, notibtur 
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^innes . divbore9, ultuni termipi ^lequatio^i» data^f , .a^ ^ j^o x poocmlo 
f+e, notentur divisores.ultiaii termii)! :9equaU9kpis;. iHi^vare., «t-ex 
^divisoribus prioribus seligantjur Uli quorum. differenü^ 9l ^^^ifimfli- 
bus sit divisibilis per asgumtam quanütat^m le, iitcuDq^e^.viuriftUur; 
ita facile excIudeDtur divisores aon .succedeot^si^ cuv^ quaevis ?»(- 
riatio ad excludep^um servire possU. .Qu^dsi duUu^ noQ. exclih 
datur : diyiior ulümi termini aequationis datae, iion potest e^i aer 
quatio vel formula dividi per iormulam talem uidb^ioreio, cujus- 
cunque sil gradus, idque adeo praeclarum buic methotda ines^t) quod 
omnes gradqs una eademque opera ex.cluduntur. 'Sed^ip^st'quot- 
cunque variationes ipsius ^e. aliquis supersii divisor .{fltt^ au^ep pi* 
r|io^um superesse necesse est, sibi respondei^es seu ultimum i^rmi* 
j^m prpducente^X ^x bypotbesi poteiun^ .etiam inveniri caeteri coef- 
ficientes formulae dividentis k,i,in ^^., prout eaficilicet loinus wi plus 
^ssurgit.: 'Et licet diversa nonnihil op^ratione opus est pro ^a- 
duum diyersitate, est tarnen communis processus, ut mox jiatebit. 

Incipjamus a Formula diyidente quadratiea h + kx+xx, «piae 
Iransformata, pro x ponendo e+y« dabit formulam novan, cujiA 
uUimus terminus erit h-hke4-ee^(h). Ob inventas jam h et (b) 
QQtamque e, unam ex assumtis, cui respondet <b),*habetöCQr et 
Ji=i(h)-h — ee, :e, qui est integer, adeoque faabebitur et farffiaki 
dividens quaesita b-fkx + xx, et porro quantitatem (h)— ^h' — ee,:e 
quia recurret, per compendium vocabimus 110*. 

Si formula dividens sit cubica h-f kx 4-^x4* x^ fiei h-fi«! 
+ l€e + e'=.(4i)et, quia (h) — b*-e^ dividi potest per e, proveniens 
«ompendio appellabimns 310 et fiet k + les^SJO. Sed pari jvre 
pro e assumendo f, ioco (b) sumatur (2h) et loco (2h)-*-fa— f, :f 
assumatur all, fiet k+if»31J, ergo fiei l:ts310-~3il,:,e<-f 
:»>320, et. fiet k9310-~320e. 

Si formula dividens sit biquadratica h+kx+lxx-(-mx'-fx*, 
flet h + ke + lee + me^+e^^rCh) et (b)— h— e*, : ^t=41 , afdeoque 
k+le+meecr410, et pari jure faciendo ^2h)— b— f«,:f==:^n , fiet 
k+if+rafifÄ4ii; vocetur 420 et +el+eemi=410— 411, et 410 

■—411 . : , e-^f vocando 420 fiet 1 -f ero=420. Sed pari jv^Ü' fa- 

•f ^ .' 

4iendo (3b)^Jl•*-g^ : g^412, et 4IO>^4I2i : , e^g^42I , M 
h^em^iil; habebüd»»' (f^^)mts>:4aO-t421i 'iatqott '420-^4at,: 



^ 
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,f- g= 430 i^T proditqo^ iQ<9430 {ei l<;n«aO =ip (£4^)4aO, «t kFr 41$ 
-420e+ 430(9 ^iOe^^afte^^iel fiel k»410--420e + 430ef. 

Si formula dividens sit surdesolida h-fkx-f lxx + inx*+nx^ 
+x*, fiel h + ke + lee + me«4-öe*+y =(h) . (h)-^h— e«, : e=51Ö, 
aaeoqye k -^ le + mee 4* ne*=5lt), et pari jure k + If + mff+nP— 5 1 1 . 
Sil 516— 5il,:>— T=520, flet I + m(e + f)+n(ee + efH-flO=52()!. 
et pari jure ob g, , fiet l-hra(e + ig) +n(ee + ei?-f gg)=52l , undb 
m(f— gHne(f— g) +'n(ff— gg) ^ 520—521 , e( posito 52(» - 52 1 , : ,T— g 
= 530', fiet m4-n(e+f+g)=5:^0 et pari jure m+n(e+f+y)=63I 
%t n(g^y)-rä30— 5M. Sit 530-531,:, g—y ^540, et fiet tan- 

(fenin -54* et m = 5äO— 540(e4-ftg) et'l = 520— 530(e-h0 + 
540(ee+2el*-t;ff+eg+fg)-5'40(e+ef+ff) seu fiat 1=520— 530(e4-f) 
+540{ef4-eg+fg) et kip^ilO— 520e4-D <0e(e+f)-540e(ef+eg-f fg) 

— 530ee +540ee(e+f+g) 
— 540e» 
«eu kssSlO-^JaOe-f 530ef— 540elg. 

Sit ergo formula .dividens aequatione data inferior eamque 
dividens quaec&ttque velQti h + kx + lxx-f mx^-l-nx^+xS prox sub- 
fttituatur e+y, j^et aliqua formula secundum y, cujus infimus ter- 
minus (h) erit,4)+ke+iee + me3 + ne^4e', cujus maximus terminus 
quicunque e^ poaiio c expiiifitntem gradus formulae (jUvidentis, uti 
choc loco «5; fiat (hj— h~e*^,:e=:9i0, adeoque eril 910Äk+le 
+mee4-ne^. Sftniliter pro e ponenfio f, et pro (h) ponendo (2h), fiat 
(2h) -h — f^,:f=9l laBk+lf+mff+n^^ quarum duarum aequationum 
ope tollende k, et'faciendo 910— 91 1, :,e— f«920, ißet 920= 1 
+m(e + 0+n(ee-|-ef+fr); pro f assumatur g, cui respondeal (3h), 
et iU fiel (3h) — h — g«, : g = 9i2=rk+lg + mgg+ng« et 910 
— 912,: ,e'-g=92l, prodibit 921=l + mCe+g)+n(ee+eg+gg), et 
fiet 920— 921=m(f— g)+ne(f— g) + n(ff— gg).. Sit 920— 92*1,: 
,lr~g=930.'' prodrbit 930=m+n(e+f+g). Ita habetur et m, sed 
jui^ijt^ adbuc süperbst inve/iienda li^era a, opus est a^huc una va^ 
rialione, itaqu&Uoco ipsius g aMumatur Q^ et fiat 931 =rm + 
n(e+f+©),et toUendo m fiet930-93!=n(g ©), et sit 930— 9»!,: 
fXr-,9=km etfie^u=.5Ji0; itaque in=930~94Q(e-hf+g), 1-9^0 
-930(6 + f)+940ie +f,e+ag) . r- ',. 

— 940(ee 4- ef + fi") 
•eu 1=920— 930(e+0+ft4Q(ef+eg+fg)j 



denique k»910«-920e+930e (e+f)— 940e (6r+eg+%) 

+9D0ee +940ee(e+r+g) 

— 940e» 

seu k=B910— 920e+930er— 940erg. 

Generale ergo theorema buc redit: Quaeritur formula aequa- 

tioue data inferior eamque dividens h+kx-l-lxi+inx'+nx^+etc. 

Ponamus h esse divisorem Ultimi termini aequationis datae me- 

thodo superiore inventum, reliqui coefBcientes k, 1, m, n etc. sie in- 

venientur: posito quantitates assumtas variandae aequationi datae 

fuisse e, f, g, Q etc. nempe pro x ponendo y+e vel v+f vel ca+g 

vel z+@ etc. et divisores Ultimi termini convenientes in quam 

?ariatione fuisse (h) vel (2h) vel (3b) vel (4b) etc., erit 

ks9 1 0— 920e 4- 930ef— 940efg 4 950efg® 
1= -f920 — 93Üe +940ef — 9506fg 

f eg ef9 

fg egö 

fge 
mae +930 <-940e 4950ef 

f «g 

g 9& 

fg 
f9 

gÖ 
As 4 940 —9506 

f 

I 

u +950 

posito non procedi variando ultra e, f, g, @, l, seu non esse for- 
mularo dividentem plus quam quinque dimensionum, columnae et 
valores tot adjicientur (dementur> quot gradus iccedent (decedent) 
formulae. 

Postremo 910, 920, 930 etc. sunt integri quorum Talores sie 
prodibunt: 

910— (h) — h-ce.,:l 911— (2h)-b-fc,:f |912— (8h)-h-g«,:gj9l8={4h).h-^.,:# 
920— UIO— 91 J,:,e-f 921— 910-912,:,«*« 922«*910.918,:,e*e| 
930— 920-021,:,f-g 931— 920— 922,:,r-e^ 

940— 9d0~93i,:,g-al 1 I 

et contlnuando quot aequationes accedent uni columnae borum 
novissimorum valorum, tot etiam caeteris adjicientur. 
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DfiORTU, PR06RESSU ET iNATURA ALGERRAB, NONNUL- 
LISQUE ALIORUM ET PROPRIIS CIRCA EaM INVENTIS. 

. Algebram e»<>6 scientiam praestaDtissimaoi summique usus, du- 
bküB imttufn est ; sed guad multu« adbuc atisii a perfectione, nihil 
magis iMTogressus ejus impedit, quam quod iis, qui non uisi vulga^ 
4k quibuad«iB problemaüs sunt exen^ltati, aut nondum in ejus ar» 
cana fMmctranuit, absoluta creditur. Errant etiam qui ab ea quidf- 
m tibi poliicentur et de viribus ejus sentiunt immoderati et pro 
arte invcniendi atque aoalysi in untversunt ac sdentiarnm prioeipe 
bdmnl. Algebra certe sive Numerosa sive Speciosa, quam non* 
naU pr» recimdita admodum arte yenditaiii, per se nihil aliud est 
qua« Scientia Numerorum tndefinitorum seu generalium , et eun^ 
dem plane modum procedendi habet quam Arilhmetiea communis, 
si reete adyerCas, potestaiem vero majorem, quia enim numeros 
indefinitos perinde Iraciat ac certos, nulio discrimine datorum se« 
cagoil^rum «t ignotonim seu quaesitorum. Hinc non tantum ad habi* 
litdKnes datorum ei quaeaitorum ostendendas variaque problemata 
indirecta sol?enda inservit. sed et geueralia detegit, et ipsius Arith* 
.aieticae communis fontes aperit. Exemplo facili res erit illustrior. 
SR nomcras 12 seu 10+2, vel a+b (posito 10 esse a et 8 

b) mttUiplicahdus in se ipsum; conferantur jam varii processus: 

III. Algebraicus per 
IL communis eiplicatus 



communis 

12 
12 

24 

_I2 

144 



l«+2 
I«+2 



2« +4 
l««+2* 



:**" 



Numeros distincte 
processum exhibentes 

10+2 
10+2 

10.2 + 2.2 
10.10+ 10.2 



l«* + 4«+4 

IV. Algebraicus per literas 

a+b 
a + b 



io.io+(a)io.2+'Z.a 



aa + 



ab + bb 
ab 



'^Miilil II 



; 



aa+2ab+bb 



ubi Processus III et IV ostendit, productum Numero ex duabns 
partibus a, b vel 10 et 2 conftaiitQ^, per semet multiplicato , sWe 
quadralo, constare ex duobus quadVsAis partium aaetbb (seu 10.10 
el 2.2), itemque duplo ab seu duplo facto ex partibus 10 et 2. 
E^f quo Ifaeoreindtei ,ducia eit ^^Lir^ctio. rälHeis : qaiaKfHiticaid ^itt^^oil»- 
muai Apiibipetica usifata,, Ratet a^^teio l^nc,: Alg|pbrs|ip ipsioviiteris 
alligatam non esse, pro literis euim scribi possunt aliae notae, 
a4eo4u«i (^' Qumfsri qtticuiique, modu.numeri instar, litetwt^ trac* 
.teniur, hoo est tanquamlnotae generales, non toiiquan niRMri 
iH>imiou)[»0S. .. Uaque multiplipaDdo 10 io 2..algebraiofr, .jßtm «cribo 
2fJi, se^ 10.2, et mulliplicandoiiin.änscräo 212, i^ob 4; mAp bis 
iQ,^ oon sciribo 40, sed (2)10.2, ubi < (2). est numervs ventB, M 
(^t 2j'SUDl.stipposititii seu generales, stanles pro wimeri^ qiiibHi* 
cui^que« ut:appareat, quis. neu pro hisitantum, £|ed et piroalüs Mi- 
oibus debpat esse proeessus, cum >a?ia9 in proccssu J. !^1 U'.thboi' 
f.0ma.iUud igenerale, quod.ex proisessu. UI et: IV bhieet, nendepre* 
llfsndatur, . Utile autem sacpe.oniniadverti pro 4iteris Tulgo tisüiüi, 
utiOi.processu IV, adhibere^mtmeros suppositjttos, -ut i»iprpcMii 
UU tum multas alias ob oapsas, tum:qiiaa hoc modo cakulum A- 
g^raicum continue examinare postum in nunneris imo per abjee^ 
ti6o^m novenarii, quod artifioium cuis egregii sit usbs etsrnnmae 
laeilUatis, miror tarnen nonduoi fuisse naormtumu Si igitur pro- 
UefDÄ proponalur» Algebra potest semper? literas vel etiom numeros 
soppnsiUlios (quod alias commüniter tantum iaregulafalsi fadunt, 
sed processum literali aimilero non obserrando) asstimere proveris 
quaestiis, modo prooedam ut in proceasu III aut IVi« Vcrbi gratii 
postuldtur a me numerus talis naturae, ut subtractus a suo qua- 
drato relinquat triplum sui. Ponamus tlltim numerum esse 2, d 
£um eo procedamus, quemadmodum procederemus cum numero 
vero^ si daretur, ut disceremus an satisfaciat, modo interim re- 
cordemur ipsum forte non esse verum, sed supposititiam adeoque 
non actusiliter addendum, subtrabendum, multiplicandum , sed tan- 
tum desJgpalive, ut in processulll. Siin^amus igitur nl«5erum 
2, eumque subtraham^s a .sqo quadrato.2.2'fiet 2.2 — 2, qui debet 
esse aequalis triplo numeri s«ii (3).2, ubi 3 includo pareothesi quia 
est numerus verus, cum reliqui sint supposititii. Quoniam ergo 
2.2 — 2 est aequale (3)2, hiiic oonsiderando an talis aequatio reddi 
possit simplicior, observo dividi poss^'^trumque latus per 2, fiet- 
que 2 — (1) aequale (3), er^a laÄltod#< utrobique (1) ut numenu 



r 



>ii|^poiititiaa«ftbi ttwJatere! soIdb |iab6ator4i£eti2faeqiis: (3)'iffl) si^d 

2.Mjfii:/(4). Mlmreniinus .ergd nttiDertim:4uppD8itiliHBi fer v^um/ 

Demfe.ä;]qttaciBilUs sAUtssupfiosilii« vai«t-(4),!quod verum esse dei 

prebeo4ituit I ^a« nnmemisA sobtracliis.a siio quadrato 16 l^eliiiT^ 

qiiil' Iriplum :siii^' nempe 12. ' BreYiteF:"2^-^2 aequ» (S)^; erg^si 

2m*/il) aeqü; <&) adeoque 2i aequ. (4). {n iüeris ita staret:=ffa-*^ 

acq.d^ eiig0 a^^l aeqü. S' adeoque a aeqn..4. Ex hitpaucisltHs 

(itts. Älgebrae loDtes reete iconsideranti appatere arbi^'or; r ■ •> i 

ffinc.auteni oiusa appanety cur Algebra seu Scventia nunie- 

tQmm.i^nfiraliiHn traetetidequaDtitateifi uniTersucn. Id enim 4deiai 

ai{Gidit,.quia;reivera oaints.quantitasiseu magakudoexprimitur mi«^ 

mero partium ra; ita magnitudo ulnae exprkni potest bipiedaitUie 

seu binavio pedunii quia ulna ex duobus pedibus censtat.« Quo- 

oiam .wo nuinems.parlium reiqiia»tihitein expriineiis variat, pronti 

alia atque büh iiii^tas seu mensura assumitnr, nam eju^dem ulna« 

Büigfliludet^eä^irtfRelittr. per 24 y si medsora seu unitas sH digitirs 

8m]4ioUexr;.hinc;nuinenis quantitaiem rei exprimens^est indefitiitusr 

Aigal^raai jauteäidle Uiumemsi indefiniüs.Ägere jaffi estendimud; ergd 

eiid6,r)enttB>.i[jpiaAtUalibus.infUBiversuiii. Uinc si npidertts qtfatttl- 

taieiotiidnaei cxprimensi siti-y.quadrMa ulDfrexpriipetur peri^,'^aei 

ulii4e peria»,; quadratulir/ veroMCujus latus sitit duae ulnde*erit 4i^v 

qliiadideiinelieodetur verum/ qualisieunque assiiniatur unüas ^ nam s; 

ufii^s>(sil. petii» y valebit 2^ ergo 4i^:erit>16, itaque quadratütti ' 

«ttiim*.lialrt^i sint duae ujnae, eril lö^p^dom quadfflC^him. Sitt^ 

iuiilaB>ftit fMiJtex, y vakbil 24ieti^ seu quadr&tmnde 24 erit57% 

ai. 4i^ ^rittquater quddraluni de 24 sau 2Si4, ae pfoinde qu2l^ 

dnatiifa oujustJatusi^iatdttaeulaae, erit 2^04 pollicumqnad^atorum^; 

qiodieufii'.li&.ptdibus qi^dratis «oiucidtt,,' et ulr^qu« iMgnificati'<y 

v«l*ietiaiB-alia«qiiaecus]qufe espidmetur per 4vv. . i 

^' iDteKBii tAlgebra cum<iM&thesi üiH!vers»li''nofi 'vMetlir eonfany 

dettda«.* «E^oMiEiini sc Mfthesis de sola quaotil^ie'iageret'svte de' ae^ 

qualr fltinaequflli,HPaliiBe «ti profioirlioiiei, Algebram (qpa^ tractäv 

qnaniiMieno in» universam) pro parte ejus igenerali haben nihil'' pro* 

hittarel. Vteum Maabes« subesse videtai* quicquixl im^iitatiOdi- 

sahMl-i qualeDusdjstinote iconcipitur, et proinde noti tantum d^ 

qaantitpite, sed.0t-<ie:dispositione Tenimio eatraotari. Itaque^üa*^ 

DilaUof*' Bunltipai:te& Ilatheseos {generalis) A rs eombi^na t;oriii'«U0 

remm.^vaHittale aw Iwipis sive qualitalibus in universutD' <pjat«t)Uä 

dbÜBCtae vaiioeinaUpniosutrjtciahtup, 'deque simüi acdissiiifiili, «et 



Logistica siTe Algebra Ae quantkato in uwfei^am. '&m« tri 
decipbrandi, ara ludendi btruneulia^ aimiliaque q«ae ad Hathcaiii 
pertinere judicantur^ inagis Gombinatoria quann Algebra indigem, M 
ipaa Algebra quatenua quantitatas certis formulis exprimif, quae ri* 
latioiies quanütatum varias aignificaiit, arti oombiiuileriae sabofdi- 
iiatur et per eam promoveri poteat, ut sno looo ostendam. Loa» 
geque diffari relatio quanütatum in genere ab ea specie, quaf! ^icitar 
ratio seu proportio. Ita in circulo datur quaedam reiatio (non vcro 
proportio sive ratio) aeniper eadem inter siaum et siniiiD c^mpie- 
mentif sed ad eam «xprimendam asaiimendiim est tertioro qoid 
nempe radius, interdum et alia plura, cum tarnen ad proparlionen 
iateiligendam sola relata inter se oomparari sulficiat. 

Multo magia aberraiU, qoi Algebram pro arte iBvenieadl ba- 
beut et tanquam omnium Scientiarum humanarara principein ve- 
nerantur, quasi scilicet omnes reiationes rerum pier Algebram ei* 
priroi poasint, quae tarnen de solis agit rdaiionibos nnmeroruin ia 
genere et aliaram rerum quatenus numeri in iis oonsiderantttr. 
Taniumque abest ut cum Algebra coineidat iUa Logicae pars prae* 
atantissima, ut potius videamus ipaam hactenus Algebvawi haerere 
in suismet praeceptis inveniendis et superioris artis auailio indigere, 
multum enim adbuc abest a perfertione, iwluti mos patebit* Qai* 
dam etiam Algebram cum Analysi, aut Anatysici tum arte inveniendi 
contundunt, ^orum utrnmque ei^roDeum est; quaedam eatm op«* 
rationes AJgebraicae sunt syotheticae, ut quando certaa a c y ia tioflatti 
Torrn uias per gene&ia sive syntbesin ex suis radieibiia excilo tt 
deinde oblaiitm aequationem in harum Tabula quaero. Et len^ 
differl Ars inveniendi abAnalysi, seiJicet ut gemi» a specie, mmol 
exhocexomploapparet» quaedam per syntbesin Telieius inv«iit«0tQr. 
Et Tabulae, series, loca, revera inslmmenla saot syntbeaeoa. Ita- 
que si problema aliquod difficile soluturua tncipiaiu^ a caaibus faci- 
lioribus ^u^dem problematis, aut ab aliia problematibtts co^Bsäi, 
ut scilicet progressionem aliquaro deprefaendaaB aut aiioqtn mibi viaai 
ad qu^esitum sternam, revera syntbesin exerceo, et ai intcgraai 
aliquam Seien liam vei scientiae partem tractaaa secundaro eemhit 
natoriae artis leges omnia probiemata potiora percurrani a siaipk- 
doribus ad magis composita prooedens, ei ita solutionem probbh 
matis alicujus quaesiti inter caetera -quasi aliud agendo repenan» 
id per synlhesiu iuvenisse censebor. Sed quaiemis proUema alh 
quod ita traclo ac si nulium aliud problema jam sokUiiiB fei ab 



r 



aü» t«i a me titiscr' uspiäm' terfiiruin exlaret, eatenus alNiiytiee pl*<^ 
iedo, irednceoa. scüicet problenia propoaitmi ad alia taciliora, et 
ha« rnraus td alia adhuc (adtiora, doiMsc ad priina postuhita re- 
ducaiar, qoae per ae in poteatate sunt; sed melhodtts pure analy-^ 
tica Talde rara est, et ?ix in mortaiiuoi p^testate, et plerumque 
aüqttid syntkeseos se« ibeorematom yel problematinn praeinf entoram 
admiscelnr. Et sunt quaedam qoae nisi per tabulamm jam con^ 
ditanim aubsklia aive per quaudam indHctioRem demonstrativam 
WfM invenienUir. Est antem analysia rursua vel per saltum tel 
per gradus; posterior pulchrior est, sed noodum satis explicata, 
prioff ?ulgo analytiois usitatior est, sed noa aeque menti satisfacit, 
et saepe ad pr<dixos calcnlos ducit. 

Sed et Caleuliis in universom et ars characterum longissime 
distat ab Algebra; ima eertum est, ne omiieBi quidem calculum 
Hatheroaticum ab Algebra et a Numeris pendere. Dantur enim 
Cakuli quidam ab bactenus usilatis pJane dtyersi, übt noiae sive 
ebaractereft non quantitates sive numeroa d^nitos Tel indefinitos, 
Md alias plane res, verbi gratia paacta, quatitates; respectas sigiii* 
ficaat Esenipli gratia (ul taeeam calccduni figuramm etmodorum 
ifl Logica, ubi lilerae significant propositionum qoantitatea et qua« 
Mlates) datur aoalysis quaedan paculiaris oaloulusque sui generis 
Geometriae proprius a nie esoogitatus^ ab omni bacteniis recepto 
Ceto eoelo ditersos, non quantitates sed situs directe exprimens, 
aum ealeulus Algebr^icus situni ad magiiitiiidineoi detorqueat, adee* 
que in ambages abdiieat. linde prolixi cakuli algebraici nonnun« 
quam oriuntur, ex quibus vix muito studio excutpiiur apta tOB* 
straetia« quam aliquando situs inspectio communi Geometrarum 
Hetliode miIIo «egotio exbibuisset^ Verum quia communis illa Me* 
Ihedus atlenlione ad figiiras iniaginaiionem fatigat, et in impliea'^ 
tioikibue aegre ad exilum penrenit, hinc ipaamet quoque sui geneij$ 
aateiilo aublevari poiesi; «que conjungenda est analysis Vet^rum 
per Data et Loca, cujus apud Euciidem» Apolkinium, Pappun» 
Marioiun vestigia reperiuntur. 

Quoniam autem Algebra multos bebet recessus non satis bac* 
tenoa oogaitos (iMque enim iaalgius haec scientia satis comprehensa 
bacteiittf et in artia formam reduota est), piacet ideam ejus ali- 
qoam paucis delineare^ Soleo autem eam cemparare cum Logica» 
H quemadmodum in Logica habemus Teminos simpiices» Termin 
uoruin httbiittdiues, hoc est propositiones, deinde ayUogismos quibus 



Oon^pr^aMur pnafOsitMOieft« et iipBam- deniqiiei Blet)iodiiin/qiia« ti^ 
nes ist94 operßiioDes iMnlm ordinat ikI scoiNini' fMiaeiiu«: iU/k 
Algebra canfsidero: iNnmerM,. NuBieroruiii .habtltidilMs^tMM.qiiaii 
proposUiones AJgebraicas- (quarum ifMlisa^raae suBi atifttitioDM et 
analpgiaß);, rooduai una« habitudiAfintex alia.demandii seüsyllor 
gi^mps Algebraicofl« et .d«iiiqite: Methodum qsae pfaotopta ad ion 
v^ntionem qua&i ordinat. Nujneri.. S6i]>:> Tiermini siiBipHceg 
Algebraici aunt vel poisitivi -?el..pr^aiivi, kitegrir (iiqüe- simpÜMi 
aut fi^rali) y^l flucti ^ fationales veL aurdi, ei impuriiiveliaffccti 
9ant etiam numeri commuflea vel Iranaeandentes , el denique pos* 
8ibile$< yel imagiDarü 8auam|iaasibilesy tl geoerantur per operatiaofli 
quae sunt vei syutheticae (addilio, multiplioaliov pMeaiaftia eindiM 
ejuiiMio) vel analyticae (subtraotio, divisio,-.eatrMiSio radicis) et 
lYiel a0tu fiudl.yel alM|ttandoi tanfttim lacieBdae.designanüur, quod ib 
analyticiaoperaiioDibus; non^ semper eyitavipotest, quia-nan fiaoi^ 
pjßr a^Qiualia analygis. habet. Ipcum.' 'Magnacfuedhujos analyn^caeupari 
in hoc consumitur, tii .qiiaiido:fierrpeta84i'ilractit'fediiaaDtur ad ia* 
tfcroa,^ aurdi ad ratioiialea, .surdb.;affccti ad spuros^. inia^ari* ei^ 
pres^i.ad posaibilest Lranadendentee ad:coaiDii]nea;i:i|Bd haiec inleiH 
veoiU:aequaiijUuia fittiH. .Ntbil.etiaiDtptoliibet'^uiter termiiuw aoH 
pJÜcea inlegpam seriem vel . integniHi locpim plümni oaoneroraal 
aut jqvaQ&iUtum simal apectari^ij^uaiidoi de qiialibet> termno vd 
quanUMta.seriei.aut.loei aocipi potBsi'quod' asaaritur.^ praeaertiai 
CAfttt) . etiaoi indefmiioaüumevosi'^hic iconaidaraii jaan mdnüerinuis« 
Udbiiadinua nUmeconim: suniiaequailitafa (Algtbriatia aeqiiaiio), nur 
jeirita^.jejt miuviKitafr(«aiJliiautei^i4ioaogen6uip, ppoporlios • camomqi- 
/»iirabiiMaa« analogia •piH)fM)r(Meuni,^aiiaeqiMi'r0ta(ionea' ^tpagwitmar 
pfiaiUa, lium ad relationem>düaruBft'quantitatuiß«xprtfiieKlaii dpdA 
e^ itertiaui; ullain .vel phires ipu.:hanio9ffiaas.asaoinl<! >ubi mafOi 
§Ma:ie&tnidis|)loeirQ. q«Maoam •aiDtiHomoeoptHCa/seU' stniilü€«ireii4«; 
ul,,«<iimr analogia sau aimiiitudo.proportwndm eat ad piidperlidndiH 
||^.;baiioeio«P't^fti^' ac(iiralati«fiiedi9« cxf gr siftuaire4Hu9 Mlsiasf 
complementi in circulo sunt homoeeylaUi a)d:radiitoi<' ii^iytfid<- 
gi^tn^Ar.AAg.^b.r-aicii $wBkl coUeetiDnflal >unflusihaimni<'iHibaiidinuffl 
ßx ^ia» ;fferbi^ gi*aU9iitPanaleriliatMiia»( emmdatiottes f depresaionai 
pro|)£»riioqiim;.iaequallU»num'et. andlegiamim ^ antiiodueticl v«^<'abiioi 
gatiix ^gi^ homogeneotruai, tabiagata val adhibilai.uiütate» > iovaatii 
commiinis men«ii4'aeroa«versio«aeqkialioDii}« ia anakigiam> aal^eopii^ 
(mile^ . aequaiionuafi naeu «oileaio . majoritalia esi aeqdalitaUit a( 



cofitra ;* redactio plurium aequationum ad ünam ultlniain vel saltein 

ad pauciores seu sublafio literarum, et contra dispersio unius ae- 

quationis in piures assunUis literis novis, denique extractro radicuni 

ex aequationibus per inveiilioneiii valoris puri, quantum licet sim> 

ißck^ quae est aequationum absoiutissima. Metbodus' autem 

ipsa quae oeconouiiam calculi totius dtrigit, ostendere debef, qui- 

busnam terminis, habitudinibns et habitudinum transformarionibus 

et quo ordine sit utcndnm, ut ex datis quaesilum oblineatur, id- 

que vel exacte (per expressiones quas natura rei patftur) vel per 

appropinquationes : ubi et considerandam est quaenam problemata 

sim (lefinita, cum defiaitate ambigua (qui fons est irralionalitatis) 

vel plane indefinita; quo facto interdum satisfacit integra aliqua 

series seu* locus (modo ad ipsum quoque definiendum conditiones 

adMtnt sufficienies) ¥el in ep maximum vel minimum. Interdum 

ifi nostra potestate est assumere aliquid cum rerta quadam cau- 

tione determinante, et sane interdum dantur conditiones quaedam 

definientes quae admodum exoticae sunt nee ad aequaiiones aut 

alias faabitudines communes facile, imö aliquando nullo modo re> 

Tocari pos^nnt, ut fit in multis problematis Diophanteis ilemque in 

problematis Geometriae Iranscendentis. Bis denique subjici posset 

Usus Algebrae in Geometria et aliis partibus Matbe- 

seos, ubi inprimis ostendenda sunt baec duo nondum satis expli- 

cata, quomodo Geometricae conditiones ad calculum Algebraicum 

quam oplime reducantur, ne postea depressionibus opus sit et 

contra quomodo ex absoluto Jam calculo rursus construcliones 

Geometricae commode elicianlur, quorum prius est transitus a 

Geometna ad Calculum, posterius vero est reditus a Calculo ad Geo> 

metriam. Atque baec demum idea Algebrae mibi dignilati ipsius 

respondere videtur, quam nescio an hactenus animo satis complexi 

sint vel saltem prodiderint, qui de ea scripserunt. 

Nunc de Historia Algebrae paucis. Platonem Pappus ait 
primum Metbodo usum esse quaesitum assumendi tanquam inven- 
tum, quae pottssimum in Algebra adhibetur. Literas vel alias no- 
t^ sive species pro magnitudinibus exprimendis earumque babitu- 
drnibus intelligendis assuml nihil novum est, quid aliud enim fecit 
Euclides toto libro quinto? Qui Diopbantum, imo qui Archimedem 
et Apollonium legit, ne dubitare quidem potesl, quin Veteres cal- 
culo usi sint qualis in Algebra speciosa (a speciebus sive literarum 
notfs dictä) hodie nsurpatur, licet artem suppresserint. Primi 
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Arabes ejus Elementa cpiaedam videntur publicaase, forte ex übrig 
quibusdam Graecis amissis, nisi guspicari maiimus Sineosium alio- 
rumTe fnriorum aut etiam Aegyptorum quaedam ad ipsos perve- 
nisse. Scholastici quidam maxime Angli moliti sunt singulaiYs 
quosdam calculos admodum subtiles circa intensioues et remisMones 
qualitatum et formarum» viresqueac motus, quos miror plane fuisse 
neglectos, ut ne quidem celeberrinius Wallisius licet ipse Anglos 
in sua Algebra icar um rerum historia eorum memioerit, cum Urnen 
subsit aliquid solrdi et specimen praebealur quaai Metaphysicae 
cujusdam Mathematicae. Princeps eorum fuit Jobannes Suisset 
dictus Calculator, cui addendi Thomas Bradwardinus, Nicolaus Ovem, 
et alii. Arabum porro Algebra circa Friderici II. tempora viileiur 
et ad Europaeos pervenisse maximeque ab Italti primum tuisse ex- 
culta, quibus et inVentio Computisticae Mercayoriae debeiur. Regio- 
montanum nostrum intellexisse Algebram et in Geomelria quoque 
exercuisse inteliigi polest ex quibusdam problemalis Geometricis, 
quae ipse ait se; solvere posse per artem cosae, non vero Geonie- 
trice, i(l est in numeris, dod in lineis. Cirra tempora Typogra- 
phiae repertae aut paulo post florebat qoidam Frater Lucas de 
Burgo, cujus scripta Algebraica typis editorum prima sunt, el« 
alios ante ipsum scripsisse ex ipsomel appareat. Porro hacteous 
eo res perducta erat, ut aequationes quadraticae possent solvi, quod 
jam habet et Diophantus. Primus mortalium Scipio Ferreus circa 
initium opinor superioris secuii aliius ascendit moduinque inveoit 
resolvendi aequationes cubicas, neque enim uUum vel ve^ügium ta- 
lis invenli ante ipsum hactenus apparet. Artem autem ai^canao 
habuit dum vixit, nee nisi paucos discipulos docuit. Quorum untts 
forte in certamen doclrinae descendens cum Nicoiao Tartalea Ma- 
thematico ingeniosissimo, proposuit ei probJemata quae ad aequa- 
tiones hujusmodi reducebantur. Tartalea aemulatione accensus et 
?inci impatiens, summa animi contentione idem inventum proprio 
marte feliciter extudit. Quod cum increbuisset, Hieronymus Car- 
damus, homo maxirai ingenii et vastissimae doctrinae, invento dia 
inhiavit frustra, donec autoritate Gubernatoris Tartaleani Mediola- 
num acciri curavit, ab eoque demum artificium explscatus est. 
Quo semel cognito rem variis additionibus et applicationibus locth 
pletatam publicavit in libro, cui titulum dedit Artis magnae« ita ta- 
men ut sibi inventionem non tribueret. Ex hoc Cardani opere 
apparet, sublationem secundi termini aliasque emendatiooes et trans- 
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formationes aeqoationum, imo et artem comparandi aequation^s 
cam aliis simiiibus Cardano non fuisse oninioo ignotam. Fuit au- 
tem juvenis quidara Bononiensis Cardano lamiliaris, cui nomen 
Ludovico Ferrario, cujus florente adbuc aetate extincli vilam scrip- 
sit ipse Cardanus, quae inter opera ejus extat. HicFerrarius prae- * 
cJaro invento Aigebram uno adhuc gradu promovit, primusque otti- 
niom invenit resolutiönem quarti gradus seu aequationis quadrato- 
quadralicae, docuitque eaai reduci posse ad quadraticani interventu 
cubicae. Originem inventi totumque processum distincte exposuit 
Rapkael fiombeJlus in Algebra, Italico sermone jam superiore se- 
calo edita. Itaque falendum est, AJgebraoi tolam quanta nunc ha- 
betur, quatenus in peiHfecta aequaiionum resolutione seu invenüone 
gimeralis radicum valöris consistit, revera Italis deberi. Neqne enim 
Vteta aut Cartesius vel hilum adjicere potuerunt, idque adeo verum 
est, ut ne nunc quidem quisquam dederit aliqnid unde spes sit, 
generaliter aequationes surdesolidas seu quinti gradus älque ailiores 
perveuiri posse. Tantum adhuc abest ut Algebra perfecta dici 
possit. Unde ettam intelligi potest, tantum abesse ul Algebra sit 
ars infenieadt, ut contra ipsjsroet Algebrislis haereat aqua, donec 
aiuilio superioris alicujus artis aliquando expediantur. Ea autem 
est Combinatoria, per quam aditum demonstratum habeo ad gene- 
rales aequationum reaolutiones, quantum possibile est, de quo ali- 
quando pienius, ubi caiculos exsequi licuerit, quanquam illi per ipsam 
hanc artem mire contrahantur : nam Scipionis Ferrei et Ludovici 
Ferrarii artes sunt peculiares suis gradibus, in altioribus cessant. 
Gartesii quoque methodus pro quarto gradu (quae est Ferrariana 
transformata) quasi casu tantum succedit in hoc gradu, al pro 
sextu et aliis paribus minime; et raethodi tales valde imper- 
tectae sunt, quoniam qui eas aggrediebaiur, praevidere non pot- 
erat se per eas exitum consecuturum esse. Quod in tenebris 
micare est. 

Debet quoque nonnihil Algebra Ludovico Nonio Lusitano, qui 
de ea superiore seculo non male scripsit, observavitque ni fallor 
radicem esse divisoreni Ultimi seu absoluii termini, quod lortasse 
aliis occasionem dedit longius pergendi. Literas quoque pro nu- 
mens jam Algebraiei superioris seculi 'usurpabanl, inprimis quando 
occurebant secundae radices quas vocant, id est quando pluresin- 
cognitae erant supponendae, quin ei Gulielmus Gosselinus Cado- 
mensis iu sua Algebra Lutetiae 1575 edita literis lititur pene ad 
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Vietaeuni morem. NihilominuB Franciscus Vieta, Consiliarius e( Ma- 
gister libellorum supplicum Regis cbrisüanissimi» Algebrae Specio- 
sae quae nunc frequentatur, verus parens merito habelur; is euiiB 
caiculum a Dumeris tarn cognitis quam incognitis sie ad nolas sive 
species Iradu&it, ut jam certae semper formulae geaerales et quasi 
Canones habeantur, et ita artis combinatoriae usus esse possiL in 
Algebra, iiam revera auxilio bujus artis (quae de fürniulis earuiu- 
que similitudine et babitudioibus in Universum agit) debetur quic- 
quid Speciosa super communem Algebram praestitit, quanquam ea- 
dem per numeros supposititios instar literarum adhibitos muUo 
adhuc majore fructu consequi liceat, ut alias osteiidam. Hinc jai» 
facile fuit Vjetae sua praecepta de legibus Homogeneorum aequationuiu- 
que examine condere, quin et Geometriam ex Algebra et rursiis banc 
ex illa iilustrare, dum magnitudines per lineas rectas, pot^tates auteo 
per recias in continua progressione geometrica assumtas exprimit. 
Idem VIeta egregium invenlum primus dedit, analy&in sciiicet aequaüo- 
num generaiem numerosam, ut sciiicet radices quaidraticae, cubicae, bi- 
quadratioae, surdesolidae, et affectae ex teraiino absoluLo aequaüo- 
nis numericae perinde exirabantur ac vulgo radicem puram qua- 
draticam, cubicam etc. ex numero extrahere solemus vel exacte vßl 
quantum satis per appropinquationem, quan^o exacta radix nou 
datur. Ipse autem Analysi Algebraicae per se (abstrabendo aot- 
mum ab applicatione ad numeros definitos et lineas) nihil Vieta 
adjecit nisi quod radices plures ejusdem aeqnationis et geuesiu at-- 
quationum ex muiliplicalione radicum in se invicem cognovil, ut 
ex ejus Seclionibus angularibus, item et Tabula sub finem operis 
posita intelligi potest. Caeterum Vieta^a prosecuti sunt Alleaumiiu 
Andersonus, Alb. Girardus, Oughtredus, qui eleganter contraiil 
et plana reddidit aliasque notas compendiosas adjecit. Nee duhilo 
quin praeclara quaedam ad Algebrae iliustralionem pertinentia la- 
teant in schedis Joachimi Jungii Lubecensis, viri excellentis (si 
quid ego judicare possum) cum Galilaeo et Cartesio confereodi, 

inier *) Algebraici habentur. 

Porro novam lucem Algebrae attulit Tb, Harriolus Aoglas; 
is occasione eorum ut arbitror quae ex Nonio de divisoribus al- 
timi termini et ex Yieta de pluribus radicibus ejusdem aequalionis 
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psolo ante retulimuA, cogitayit aequationes poss^e concipi tanquani 
formulas aequa]es nihilo, et i(a produci altiores ex inferioribus in 
se invicem ductia, adeoque ex multiplicatione tot aequalionum ra* 
Acaliam in se invicem, quot diniensionum est aequatio, ipsam ae* 
qua(ion«^m gen^ari. Hinc prai'cepla de numero radicum aequatio- 
DJs, de discernemiis radictbus positivis ei pri?ativis, de radicum 
aocüone et dim^utidne, multiplicatione et divisione, de depressione 
aequfitiönum per divisionem, itemque de Aeqnationibus €anonicis 
seo getieralibas, ex quarum signis et terntinrs datae aequationis 
natura, constitutio et genesis, numerasque radicum realium, posi* 
(ivarum, privatiTarnm cognosci possit. Quae quidem omnia non 
oomiBato Harrioto in sua Geometria exhibnit Cartesius, Wallisio- 
atüsqne mpitis Harriotum exscripsisse non immerito visus, usqne 
adeo enim omnia consentiont ut in difficilioribus quae Harriotus 
ineipNcata reltquit etiam Cartesius substiterit. Circa eadem tem* 

pora Ferma4ius in suprema curia Tolosana Senator feliciter 

prima fundamenta jecit pukbenimae Methodi de maximis et mini- 
mit, quibuft postea Hüddenius et Shisius, excellentes Geometrae, 
inaedificaverunt ; ego ?ero ni fallor edito in Actis ErudHtorum sehe- 
diastnate nuper mense... anni.,. colophonem imposui efTecique 
in?ento «a^o calculi differentialis, nt jam fractas, irrationales et 
transcendentefe non moretur quarum alias sublatio caIcuH laborem 
in immensum äuget, praeterquam quod transcendentes non semper 
toili possunt, quem fructum meae methodi nuper Joh. Craigius 
Scotus in erudito de Quadraturis libro agnovit et praedtcavil. 

Is Status erat Algebrae, quando in scenam prodiit vir utique 
insignis Renatus Cartesius, edita Geometria quae licet sit egregia, 
tarnen longo infra opinionem posita est, quam de ea vulgus con- 
cepit. iNam ipsi quidem Algebrae nihil plane quod sciam adjecit 
alicttJQs momenti, nisi forte quod comparationem aequationum (Vie- 
tae et anterioribus non ignotam) reddidit expeditiorem ac frequen- 
(Jus incuieavit. Circa applicationem tamen Algebrae ad Geome- 
triam id anioe in Cartesio laudo, quod linearum curvarum etiam 
altiorum graduuro naturas aequationibus expressit. Poterat hoc 
€t Vieta, qms dubitat? sed ille Veterum praejudicium secutus con- 
strnetiones quae earum ope Sunt, tanquam parum Geometricas 
spemebat, quanqaam et Cartesius postea eundero errorem erraye*^ 
rit, «Nun Uneas illas Geometria exchisit, quae Algebrae communis 
oalculo' esprimi non posaunt, et perinde locutus- est ac si ooinia 
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Ceomelriae problemata ad aequationes certi gradas revocari po»- 
«ent. Ex Cartesianae Methodi sectatoribua nemo quod sciam ali- 
quid valde memorabile adjecit Algebrae, praeter Jobannem Hudde- 
niuiD et Renatum Oanciscuro Slusium. Huddenii duae Epistohe 
perbreves magnam profundarum inquisitionum nm complectan- 
tar. Slusius evitata ultima aequatiooe unius incognitae docuit fa- 
cilius solvi problemata per loca seu per duarum incognitarum 
aequatiooes duas, Veterum artificia ad nova$ methodos recte accom- 
modans. Cum vero Interim et inventa Geomelrica Cavakrii, Gre- 
gorü a S. Vjncenlio ac Guldini increbrescerent, quibus Archimedeae 
artes detectae sunt, mox in illis alii aaalytices Algebraicae beoefido 
multo longiua proceasere, ex quibus excellunt Fermatius, Rober- 
?allius, Torrlcellins, Hugeiiius, Pascalius, Waliisius, Wrenous, Broiin- 
kerua, cum Heuratio Neilius, Jac. Gregorius, Barrovius, quoruin 
praeclara inventa cum fere Geometrica potius sint quam Algd>raica, 
nunc non membro. Nisi quod Waliisius edita Aritbofietica infiiü- 
torum aliis egregiis meditationibus praelusit, quae antequam perM* 
quar, redeundum mibi est ad Jobannem Peltium Anglum, Madie* 
maticum plane insignem, qui jam antequam Cartesius increbrescerel 
Algebraicum calculum suo quodam peculiari modoordinavit^iulchra 
et commoda ratione, cujus specimina extant in eleganti Algebri 
Job. H. Rahnii Helvetii Germanice edita. Eundem Pellium audio 
habere modum aequationes omnis generis eo reducendi ut soivi 
possint per Tabulas Sinuum et Logarithmorum, quod si commode 
fieri potest, ego magni faciendum pularem, vereor tamen ut sem- 
per procedat. Novam porro lucem Algebrae et Geometriae aUulit 
Hetbodus per series iiifinitas, cujus primus quod sciam specimeo 
insigne dedit Nicolaus Mercator Holsatus, Geometra et Astronomus 
plane eximius, in Logaritbmotechnia ; sed iongius rem provexit 
Johannes Neutonus Angius, praestantissimi ingenii MathematicuSf 
qui ex quacunque aequatione radicem exirahit ope seriei infinitae. 
Ego ?eco ad series infinilas diversa plane ratione perveni, speci- 
menque satis hodie notum dedi circa Circuli magnitudinem. Alia- 
que haben, quibus series infinitae ni fallor in immensum promo- 
ventur. Multa etiam circa summas serierum vel progressionum 
sire finitarnm sive infinitarum exhibendas reperi aliisque variis 
modis Algebram locupletavi. Pro literis Numeros (sed supposititios 
uve fictos) postliminio in Algebram reduxi multifUici froclu, quoram 
unua est quem supra teligi quod ita semper calculum in numeris 
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po»siim exammare, imo per abjectionem noTenarü, quod continue 
ad quamvis novam operationem.faciendo, errores calculi, quibos 
nibii est molestius, mirifice praecaventur. Excogitato calcuio dif- 

ferenliali *) Teiragonislicum voco, Theoreniata circa 

tangenles et quadraturaa et bis cognata, quae alii per lineas difB- 
enlter extuderunt, nulio negotio per singularein calculatidi rationem 
antea ignotam exhibeo et in immeosum augere possum, eaque ra- 
tiooe Dl fallor Geometriaai illam abstrusiorem ad alium plane üta- 
tum traduxi. Deinde ut meam Machitiam Arithmeticam taceam, 
qaae a Baeulis Neperianis toto genere difiert, et multiplicationea 
(verbi gratia) nullis intervenientibus additionibus exhibet, aliud re- 
peri diversae naturae iDslrumenluin mire simplex et admodum pa* 
rabile, quo omnes aequationes utcunque affectae sive lineares sive 
numericae, quae pro magnitudioe instrumenti cerluni gradumnon 
excedunt, soivuntur. Proposui et modura coodendi certas Tabulas, 
quae idem quodaminodo praeslarent in Algebra quod Tabulae si- 
ouum et logaritfamorum in Trigonometria, et laborem caiculi valde 
le?arent., ifsque habilis multa prlmo aspeclu dignoscerentur. Prae- 
terea novum plane adilum aperui Algebrae iranscendentis, hactenus 
iucognitae, in qua quanlrtates eüam quas communis calculus expri- 
mere non polest designantur per aequationes fioitas quidem, sed 
gradus indefinit! , ubi ipsa quantilas incognita ingreditur in expo- 
Bentem. Verbi graCia x** 4- x aqu. HO , cui aequatioui («juae gradus 
est indefiniti) salisfacit x aequ. 3, quia lertia potestas de 3 addtta 
ad 3 facit 30. Sed plerumque valor nisi in transcendentibus im* 
possibilis est, licet per Geomelriam transcendentem , imo et per 
numeros appropiuquaiites exhiberi possit. Multa eliam aiia in boc 
studioruro genere babeo, sed quae nunc enumerare longum foret. 
Et jam finiendum est, ubi illud tantnm subjecero, Carolum Renal- 
dinum, apud Pata?ioos Professorem Medicum, multiplicis et accu- 
ratae doctrinae Ttrum, duo volumina in folio^ ut vocant, bonae 
frugis plena edidisse de Resolutione et Compositione Mathematica, 
qoibus et communem et speciosam Algebram complexus est. Sed 
et Job kersey Anglum landata industria quoddam Algebrae corpus 
edidisse, cui v^lem ex Job. CoUinii, non tantum in bis studiis 
versatissimi, sed et ad instar Mersenni cujusdam Angli aliorum in- 
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dustriaoi excitantis et invenU conservantis promaveotisquie in* 
structissima penu non vulgaria hujus artis locupletamenta accessis- 
sent. Novissime Historiam Algebrae iospersis praeceptis yariisque 
inventis suis, justo opere dedit celeberrimus Wallisius, cui quemadmo- 
dum jam supra notavimus, baecstudia multum debent. Quaenosbic 
CQgitatis ^us et narrationibus acfjecerimus, conferendo inteUigentur. 



XIX. 

REMARQÜE SÜR UN ENDROIT DES NOUVEADX ELEMENS 

D^ALGEBRE DE Mr. OZANAM. 

L'Algebre de Hr. Ozanam, que je viens de recevoir, me pa- 
roit bien meilleure que la plupart de Celles qu*on a v4es depuis 
quelque tetnps, qui De fönt que copier Descartes et se8 Corome»- 
tateurs. Je suis bien a»se qu'il fasse revivre une partie des pre* 
oeptes*de Viete, invenleur de laSpecieuse, qui meritoient de n'elre 
point oublies. On y trouye de plus quelques adresses tres utiiea 
dans ies problemes ä la mode de Diopbante. C'est fort bien iaü 
aussi qu^il cberche de pousser Ies divisions, qui se doivent faire 
par des Polynomes irrationels, ou d*6ter Tasymmetrie du Denomi- 
naieur d'une üraction, eu le multipliaut aussi-bien que le Numera- 
teur, par une forEnule, laquelle, avec le Denominateur, fait U0 pro- 
duil rationell et par consequent de resoudre ceprobleme tres utile: 
Trouver uae formale, par laquelle mullipliant ud Po- 
lynome irrationel donne, le produit devienae ratiofiel. 
Mais il s'est arr^te en beau' cbemin, ayant crü (p. 77) que eeia 
n^allait que jusqu'aux Quadrinomes dans las racines quarrees. C'est 
pourquoi je veux en donner la Solution dans le Pentanome ou 
Quinome, comme il Tappelle, afin de TeDcourager, ou quelqu'autre 
qui en aura leloisir ä achever celte rechefcbe qui le merite assez. 

Soit un Quinome a + b + c+d^-e, oü j*entends par ces let- 
tres des quantites dont Ies quarres sont rationeis, par exemple 
^ 2 -^yl^ +^5+^1+^11. Multiplions le Quinome propose par 
a + b+c— d— e^ et il vient 2ab-f 3ac+abo-^2do+rom, supposant 



ittiBf^aa+bb + CG--dd-*^-ee. U est vrai que ce produit est encore 
ua Quinoaie eu effet; mais nous corrigerons ce defaut dan» la 
Suite. MA^ipiions ce produit par 2ab -h2ac + 2bc + 2de — mm, et 
ü previeadra — n* + 4airade+8abc(a+b + c)» siipposant n*:=n[i* 
— 4aahb — 4aacc 4bbcc -|- 4ddee. AiDsi ce pioduil nous est venu 
CD muUipliaiU le Quinome propose par a + b + c— d — e, et en mul- 
tipliaiit ce qui en vient, eiicore par 2ab4-2ac+2bc+2de— mm, ou 
en oiultipliant le Quinome propose tout d'un coup par (a + b + c 
— d — e) (2ab-|-2ac + 2bc + 2de — mm). Mais si au Heu decela on 
muUipliojt le Quinome propos^ par (a + b + c--d — e) (2ab-|-2ac 
-|-2bc4-2de — mm) — 8abc, il est visible qu'il proviendroit — n* 
+ 4mmde + 8abc(a -f b -h c) — &abc(a+b+c+d+e), c'esl-ä-dire 
— n* + 4mmde -8abc(d-i-e). Ce'qui est un Quadrinome, et nous 
avoDs gagne. Mais qui plus est, ce Quadrinome a Tavantage de 
pouvoir etre veduit d'abord au binome, en employant la seule mul- 
tiplication par son contraire, sans passer par le Irinonie: et ainsi 
nous caUrappons ce que nous avions ele obliges de perdre au 
ooiBine|pQ^iiieii( par une multiplication qui rravaiicait pas.d'aberd. 
Car muiiipliaAt c^, produit par — u^+4inmde+8abc(d'+e), il nous 
vieodra.p'^^8qMe, su|i4)osaut p^a=n^+16ro^ddee — 64üabbcc(dd+e«)t 
et q*-nimn* f I6aabbcc. Et ce produit elant eufia multiplie par 
p^+8q^de, nous aurons une quaHitile delivree de rasymmetrie, qui 
est p^— .64q^2ddee. Ce qu'il fallait faire. Et ce produit nous 
?ieAt ea malUplÄant le Quinome a^-b+c^f d4e par le produit de 
ces trois quantit^s; (a+b+c— d— e), (2ab+2ac-f 3bc + 2d«— mm) 
— Jabc, ~ n* + 4mmde+8abc(d+e), p*+8q*de. 

U y a. demonstration que tout polynome, quelque puisse etre 
le nombre et quelle que puisse 6tre Tespece des racines, pourra 
tQÜjours.^re multiplie par une teile (brmule, que le produit »oit 
ratioueK Et en poussant le cai4^ul des canons, on y trouvera udis 
Progression reglee qui nous epargnera la peine d'aller plu3 loin. J'ap* 
pelle Canon ft, des Ibrmules g^rales, qui donneut d'abord ce qu'on 
deo^nde* Par exemple, ä Tegard des racines quarrees, H y aura 

dßus le Bii)oa»e a+b,a — b~aa— bU 
dans le Trinorae a4-b+c,a^ — aab -|-2dbc=:a^ — 2aabb 

b^ abb b* 2aacc 

c' aac c* 2bbcc 

acc 
bbc 
. . bcfi . ; 
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Et non pourra calculer des canons semblab^s pour le Qoa- 
drinome, Quinome etc., ce qui donnera enfin la r^gle de la pre- 
gressioD, qoi est le canon des canons. J'ai eoutoume de me ser- 
vir d'expressions abrägees; par exemple, en disant dang ietrinome 
a,a* — aab -|-2abc =* a* — 2aabb. 
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MONITUM DE CHARACTERIBUS ALGEÜRAICIS. 

Quoniam variant Geometrae in cbaracterum usu, nova prae- 
aertim Analyst inventa, quae res legentibus non admodom proyee* 
tis obscuritatem parit; ideo e re visuin est exponere, quomodo 
Characteres adhibeantur Leibnitiano more, qoem in bis Miacellaneis 
aecuturi sumus. 

Literae minusculae a,b, x, y solent significare magnitu- 
dines, vel qaod idem est, numeros indeterminatos; majusculae 
yero, ut A, B, X, Y puneta figurarum; ita ab significat factum ex a 
in b, sed AB reetam a puncto A ad punctum B ductam. fluic 
tarnen Observation! adeo alligali non sumus, ut non ariquando mi- 
nusculas pro punclis, majusculas pro numeris vel magniludinibus 
usurpemus, quod facile apparebit ex modo adhibendi. Solent etiam 
literae priores, ut a, b, pro quantitatibus cognitis vel saltem deter- 
minatis adhiberi, sed posteriores, ut x, y, pro incognitis vel saltem 
pro variantibus. 

Interdum pro iiteris adhibentur Numeri, sed qui idem signi« 
ficant quod literae, utiliter (amen ursurpantur relationis exprimen- 
dae gratia. Exempli causa, sinl binae aequationes generaies secundi 
gradus pro incognita x, eas sie exprimere licebil: IOxx+llx+12 
=0 et 20xx+2lx+22=0. Ita in progressu caiculi ex ipsa nota- 
tione apparet quantitatis cujusque relatio , nempe 21 (ex gr.) per 
notam dextram quae est 1 agnoscitur esse coefficiens ipsius x sim- 
plicis, at per notam sinistram 2 agnoscitur esse ex aequatione se- 
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ottnda. Sed et syvatur lex quaedam bomogeneorum. Etöpe ha« 
nim duarum aequationnm tollendo x prodit aequatio, in qua si- 
oiililer se habere oportet 10, II, 12 et 12, 11,10; item 20,21,22 
et 22,21, 20; et denique iO, IJ, 12 se habent ut 20, 21,22, id 
est si pro 10, II, 12 substituas 20,21,22, et vice versa, manet 
eadem aequatio. Idemque est in caeteris. Tales numeri tractantur 
nt literae, veri autem numeri, discriminis causa, parenthesibus in- 
cluduntur vel aliter.discernuntur. Ita in tali sensu 11.20 significat 
numeros indefinitos II et 20 in se invicem duclos, non vero sig- 
nificat 220, quasi ess^t numeri veri. Sed hie usus Ordinarius non 
est, rariu8(}ue adhibetur. 

Signa, Addi tionis nimirum et Subtractionis, sunt 
+ plus. — minus, ± plus vel minus, 7 priori uppositum minus 
vel plus. At (±) vel (q:) est nota ambiguitatis signorum, inde- 
pendeos a priori, et ((±); vel {(q:)) alia independens ab utraque. 
Differt autem Signum ambiguum a Oifferentia quantitatum, 
quae etsi dfiquando incerta, non tarnen ambigua est. Sic ±5:;:3 (ubi 
Signa adhibentur ambigua) significat vt\ +5 B, id e^i 2, vel 
-^5 + 3, id est — 2. Sed si differentia exprimenda sil inier a etb, 
Don safßett scribere ±a:pb; si enim sie pro a el b substituas 5 
et 3, palet hoc modo non semper prodire differentiam +2, sed 
vel +2 vel —2. Sed differentia inter a et b significat a— b si a 
sit majus, et b — a si b sit majus, quod eliam appellari potest mo- 
les ipsius a—b, intWligendo (exempli causa) ipsius -|'2 et ipsius 
— 2 molem esse eandem, nempe +2; ita si a— b vocemus c, 
utique mol. c seu moles ipsius c erit +2, quae est quantitas 
affirmaiiva, sive c sit afBrmativa sive negativa, id est sive sit c 
idem quod +2, sive c sit idem quod —2. Et quantitates duae 
diversae eandem molem habentes semper habent idem quadratum. 

MuJ t iplicationem plerumque significare contenti sumus 
per nudam appositionem ; sie ab significat a multiplicari per b. 
Nomeros multiplicantes solemus praefigere; sie ^a significat tri- 
plnm ipsius a. Interdum tarnen punctum vel eomma interpontmus 
inter muitiplicans et multiplicandum , velut cum 3,2 significat 3 
muhiplicari per 2, quod faeit 6, si 3 et 2 sunt numeri veri; et 
AB, CD significat rectam AB duci in rectam CD atque inde fieri 
reotangulum. Sed et commata interdum hoc loco adhibemus uti- 
liter^ Tolut a,b4c« vel AB,CD-t-EF, id est, a duci in a + b, vel 
AB ia CD-f*EF; sed de bis mox^ uU de vineulis. Porro prpprk 
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Dota Multiplicationis noo aolet esse Deoe83aria,jgpm pkrumque 8p- 
positio, qualem diximus, snfificiat Si tarnen utilis aliqaando sit, 
adhibebitur potius ^-n quam X , quia hoc ambiguitatem pmt, et ita 
AB ^ CD sigiiificabil AB duci in CD. 

Divisio significatur interdum more vulgari per subscriptio- 
nem divisoris sub ipso dividendo, intercedente finea; ita a divicfi 

a 
per b significatur vuigo per j-- ; plerumque tarnen hoc evitare 

praestat, efficereque iit in eadem linea peraianeatur, quod fit inter- 
positis duobus punctis, ita ut a:e sigiüficet a dividi per b. Quodsi 
a:b rursus dividi debeat per c, poterimus scribere a:b,:c ▼«! 
(a:b):G. Etsi enim res hoc casu (sane simplici) faciie aliter ex- 
primi posset, fit enim a:(bc) vel a:bc, non tarnen semper «üvisio 
actu ipso facienda est. sed saepe tantum indi<^nda*, et tunc prae- 
stat operationis diiatae processum per commata vel parentheses 
indicari. 

Cum idem multiplicatur per se ipsum, prodeunt Potentiae 
earumque notae seu Exponent es. Ita pro aa scrjbi etiam pot- 
est a^, et pro aaa scribetur a^, et ita porro. Interdum et scribt- 
tur : qu. AB, idque idem est qnod quadratum rectae AB seu 
AB, AB; etcub. AB idem est quod AB, AB, AB vel (AB)^ Et expo- 

nens interdum lineoiis includitur hoc modo Ijl-(AB + BC), quo 
significatur cubus rectae; AB -fBC. Exponens etiam interdum est 
indeterminatus , el significatur . per literam, velut a^ ubi non de-, 
terminatur utrum e significet 2 an 3 vel alium numerum querovis; 
et talis exponens interdum fit compositus, exempli gratia si a^ 
multiplices per a», productum erit a*"*"*, et uliliter interdum lineola 
subducitur, ne literae exponentiales aliis confundantur; posset etiam 

scribi e+n 
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• Contrarium potentiarum sunt Radices, nam ut \±\ a est a' -vel 

aaa, ila ^(a^) vel ^(B)(a)3 rursuaest a. Nota^ significat ra4i€eai, 
et si simpliciter scribimus millo numero adjecte, significat radicMB 
quadraticam, velut ^2 significat radicem quadraticaai ex numero 2, 
sed yj2 vel ^0)2 significat radicem CAlbicam ex eodeno numero, 

et v^f vel ^(e)2 significat radicem indeterininatf gradus e ex 2 ex- 
trabendam. Interim noländum est, oerto sensti radices posse snfo 
poteutiis comprehendi, ut numeri fracä continentur sub* nomeris. 
Et generaUler, si sit potedtia data a* ei e significet numerum ne» 
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gativim, pr^dit divisio ; ponatur ejüm e ide^i es«e quod — o« utique 
a* vel f* vel |^| a ideni erit quod 1 : a*. Quodsie sit klein 
quod 1 : n seu a^ idem quod a'*", fiet a^ idem quod VcB)^) adeoque 

hoc idem est quod }':i a. 

His nolis formantur varii termini, nempe integri iique af- 
firmativi aut uegativi; ftacti item, ac denique surdi. Sed quia hi 
omnes sunt vel simplices vel variis modis compositi et ex mem- 
bris conflati, hinc opus est vinculis quibusdam ad corapositionetn 
indicandam. Pro vinculis vulgo solent adhiberi ductus linearum, 
sed quia lineis una super alia ductis saepe nimium spalii occupa- 
tur, aliasque ob causas commodius plerumque adhibenlur commaia 
etparenlheses. Sic a, b-f c idem est quod a, b+c vel a(b + c), et 
a+b, c+d idem est quod a-rb, c-fd vel (a+b) (c-fd), id est +a-fb 
multiplicatum per c+d. Et similiter vincula in vinculis exhiben- 

tur. Ita a,l)c-hef+g eliam sie exprimetur a(bc -|- e(f-|- g)), et 



abc+ef-^-g+hlMn potest eliam sie iexprimi (a(bc+e(f+g))+hlm)n. 
Quod de viaculis mulliplicationis, idem intelligi potesi de vincu- 
lis divisioDis; eieaipli gratia 
a _^ h 



T 
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— ^ ^^-^^ sie scribelur in una linea 

n 

(a:((b:c)+(e:,f+g) +b:(l:m)):n, nihitqiie in bis est difficultatis, modo 
teneamus, quicquid pareuthasin ali(|uam implet pro una quantitale ha- 
ben, tauquam litera vel numerus pro eo poneretur ; idemque est de 
parenthesi aliam parenthesin includente, ut fit in radieibus quam 
universales olim vocabant exprimendis. idemque igitur locum habet in 

vinculis extractionis radicalis. Sic V»* + bcVef+g idem est quod 
V(a* + bcV(e(f4g))) vel V(«* + Me,f+g)), et pro 

Vaa-hbVcc+dd ... ^ . 

scribi potent 



e + VfVgg+Wi-fkk 
V(aa + bV{cc+dd)): ,e+ V(f>/(gg+bb)-|- kk). 

Hactenus notas exposuimus, quibus termini, id est numeri 
vel qaantitates formantur, tanquam subjecta aut praedicata in ve- 
ritatibus. Sequuntur notae quae explicant modum praedicationis, 
seu quomodo quanlitates quae Terminos consliluunt in propositio- 
ned conjungantnr; potissimum autem de iis enuntiatur, Aequales 
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esse, vei majores vel minores aliis; itaque n^b significat a 

esse aequale ipsi b, et a^ significat a esse majus quam b, et 

aC- b significat a esse minus quam b. 

Sed et Proporlionalilas vel analogia de quantitatibus 

enuntialur, id est rationis identitas, quam possumus in Caiculo ei- 

primere per notam aequalitatis, ut non sit opus pecuiiaribu^ notis. 

Itaque a esse ad b sie ut i ad m sie exprimere poterimus a:b=l:m, 

a 1 
id est -r- » — . Nota eontinue proporlionalium erit 4f, ita ul 

-TT a. b. c etc. sint eontinue proportionales. 

Interdum nota Similitudinis prodest, quae est es^; iiem 
nota similitudinis et aequalitatis simul seu nota congruitatis s^. 
Sic DCFooPQR significabit Triangula haec duo esse similia, at 
DEF £^ PQR significabit congruere inier se. Hinc si tria inter se 
babeant eandem rationem quam tria alia inter se, poterimus boc 
exprimere nota similitudinis, ut a; b^ Ccol; m; n, quod significat 
esse a ad b ul 1 ad m, et a ad c ut i ad n» et b isid c utm ad u. 

Praeter aequalitatem, proportionalitalem et similitudinem oc* 
currit interdum et ejusdem relationis consideratio quam significare 
licet nota ::} exempli causa si sit aa+ab=cc et simili forma ll+loi 
= nn, dici polest a, b, c habere inter se eandem relationem quam 
babent 1, m»n, seu a; b; c :: 1; m; n, id est, datur quaedam re- 
lalio inter a, b, c, in qua si pro bis respective substiluas 1, m, n, 
Vera manet enunliatio. Unde patet, relalionis convenientiam ad 
cerlam quandam referendi förmam pertinere neque omnimodam sem- 
per in ipsis terminis relalionum similitudinem interre, ex. gr. si 
a, b, c se babeant invicem ut sinus totus, sinus reclus et sinus 
Gpmplemenli, et 1, m, n se ilidem boc modo inter se babeant, dici 
ob eam rem poterit esse a ; b ; c : : 1 ; m ; n. Sed hoc relativum 
est ad cerlum modum referendi. 

Quas exposuimus Notas, ad Analysin communem perlinent 
seu ad Scientiam Fioili ; sed novae adjectae sunt Notae, per detec- 
tani nuper Scientiam infiniti seu Analysin infinitesi- 
malem quae potissimum versatur in difierentiis et sumivis. üic 
dx significat elementum, id est incremeniuui vel decremeutum (mo- 
mentaneum) ipsius quautitaüs x (eontinue) cresceiitis. Vocaiur el 
differenlia, nempe inier duas proxima^s x elemenlariier (seu in- 
assignabiliter) difierentes) dum uua fit ex altera (momentanee) eres- 
cente vel decfescente ; simihter d(xy) est tale elemeulum quaiiiiiaüs 



j^ (continue) crescentis , quod eiplieatum dat idy + ydx. Porro 
ddx cfst elementum elemenli seu differentia difrerentiarum, 
nam ipsa quaolitas dx non aemper constans est, sed plerumque 
rursus (continue) creacit aut decrescit« Et airoililer procedi potest 
ad dddx seu d'x, et ita porro ; imo potest occurrere d'x, cum ex- 
poneas differentiae est indeterminatus. 

ContrariuDi ipsius Element! vei differentiae est summa, 
quoniaffl quantitale i continue) decrescente donec evanescat, quan* 
titas ipsa semper ei>i summa omnium differentiarum sequentiiim, 
ut adeo d/ydx idem sit quod ydx. At /ydx significat aream quae 
est aggregatum ex omnibus rectangulis, quorum cujuslibet longi- 
tudo (assignabiüs) est y aliqua, et latitudo (elementaris) est dx ipsi 
y ordinatim respondens. Dantur etsuipmae sumroarum, et 
ila porro, ut si sit fi\if'^i\\. significatur solidum quod confiatur ex 
omnibus areis, qualis est y*ydx, ordinatim ductis in respondens 
cuique elementum dz. 
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, EXPLICATION ÜE L'ARITHMETIQUE ßlNAlRE, 
QÜI SE SERT DES SEULS CARACTERES ET 1, AVEC DES 
REMARQUES SUR SON ÜTIUTE, ET SÜR CE QÜ'ELLE DONNE 
LE SENS DES ANCIENINES FIGURES CHINOISES DE FOHY. 

Le calcul ordinaire d*Arithmetique se fait suivant la progres- 
sion de dix en dix. On se sert de dix caract^res» qui sont 
0, 1, 2, 3, 4, 5, ft, 7,?<, 9, qui signiOent zero, un et les nombres 
suifans jusqu'^ neuf inclusivement. Et puis ailant ä dix, on re- 
commence^ et on ecrit dix par 10, et dix fois dix ou cent par 
100, et dix fois cent ou mille par 1000, et dix fois mille par 
10000, et ainsi de suite. 

Mais au lieu de la progression de dix en dix,'j'aiemplöye de- 
puis plusieurs annees la progression ia plus simple de loules, qui 
va de deux en deux , ayant trou?6 quelle sert ä la perfeclion de 
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la soience des Nombres. Ainsi je ii*y empk^ 

1 point il'autres caractöres que qiie et 1 , et 
^ puis aUant k deux, je recommence. Cest 

pourquoi deux s'^rit ict par 10, etdeut fois 

^ deux ou qua tre par tOO, et deax feis qua- 

g tre ou huit par 1000, et deux fois huit ea 

% seize par 10000, el ainst de suite. Yoici la 

g Table des Nombres de cette facon, qu'on peiK 

9 continuer tant que Ton voudra. 
10 

^^ On voit ici d'un coup d'oeil la raison d'une 

IQ propriele celebre de la progression 

^^ Geometrique double en Nombres entiers, 

15 qui porte que si on n'a qu'un de ces nombres 

16 de cbaque degre, on en peut composer tous 

17 les autres nonibres enliers au dessous du doo- 
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p^ si on disait parexemple, que 



21 



1 1 1 ou 7 est la somme de 



22 quatre, de deux et un, et que 

23 II Ol ou 13 est la sorame de 

24 huit, quatre et un. Celle 
Ti propriete sert aux Essayeurs 

27 pour peser toules sortes de 

28 niasses avec peu de poids et 

29 pourroil servir daus les monnoyes pour don- 

30 ner plusieurs valeurs avec peu de pieces. 

1 32 

etc. 

Cette expressions des Nombres ^lant etahlie, sert ä faire tres 
f^cilement (outes sortes d'operations. 
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Pour la Multipli- 
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Et toutes cet» Operations sont si aisees, qu'on n'a jamais Le- 
soin de rien essayer ni deviner, comme il faut faire dans la divi- 
sion ordinaire. On n'a point besoin non plus de rien apprendre 
par coeur ici, comme il faul faire dans le calcul ordinaire, oü il 
faut savoir, .par exemple, que 6 et 7 pris ensemblefont 13, etque 
5 multiplie par 3 donne 15, suivanl la Table d*nne fois un est 
un, qu'on appelle Pythagorique. Mais ici tout cela se trouve et 
se prouve de source, comme Ton voit dans les exemples precedens 
söus les signes }) et Q. 

Cependant je ne recommande point cette maniere de comp- 
ter, pour la faire inlroduire ä la place de la pratique ordinaire 
par dix, Car outre qu'on est accoutume ä celle-ci, on n*y a point 
Lesoin d'y apprendre ce qu*on a dejä appris par coeur: ainsi la 
pratique par dix est plus abregee, et les nombres y sont moins 
Idngs. Et si on etoit accoutume ä aller par douze ou par seize, 
il y auroit encore plus d'ayanlage. Mais le calcul par deux, c'est- 
ä'dire par et par l, en recompense de sa longueur, est le plus 
fondameotal pour la science, et donne de nouvelles decouvertes, 
qui se trouvent utiles ensuite, m6me pour la pratique des nombrefi, 
et surtout pour la Geometrie, dout la raison est que les nombres 
etaut reduits aux plus simples principes, comme et i , il paroit 
partout un ordre merveilleux. Pour exemple, dans la Table 
meme des Nombres, on voit en chaque colonne regner des 
periodes qui recommencent toujours. Dans la premiere colonne 
c'est Ol, dans la seconde 0011, dans la troisieme 000011 il, 
dans la quatri^me OUOOOOOOlUlllll , et ainsi de suite. Et on 
a mis de petits zeros dans la Table pour remplir le vuide au com- 
mencement de la colonne, et pour roieux marquer ces periodes. 
On a mene aussi des lignes dans la Table, qui marquent que ce 
que ces ligaes renlerment revient toujours sous elles. Et il se 
trouve eiicore que les Nombres Quarres, Cubiques et ()*autreß puis- 

vn. 16 



999 



sances, item les Nombres TriaDguIdik*es, Pyramidaux et d'autres nom- 
bres figures, ont aussi de semblables periodes, de sorle qu'on an 
peot ecrire les Tables tout de suite, sans calculer. Et une pro- 
lixtie dans le commencement, qui donne ensuite le moyen d'epar- 
gner le calcul et draller ä l'infini par r^gle, est inliniment ayan- 
tageuse. 

Ce qu*il y a de surprenant dans ce calcul, c^est que cette 
Arithmetique par et 1 se trouve contenir le mystere des lignes 
d'un ancien Roi et Pfailosophe nomme Fohy, qu'on croit avoir vecu 
il y a plus de quatre mille ans et que les Chinois regardent comme 
le Fondateur de leur Empire et de leurs sciences. II y a plusieurs 
figures lineaires qu'on lui attribue, elles reviennent toutes ä cette 
Arithmetique; mais il suflfit de mettre ici la Figure de huit 
Cova comme on Tappelle, qui passe pour fondamentaie, et d'y 
joindre Fexplication qui est manifeste, pourvü qu'on remarque pre- 
mierement qu*une ligne enti^re — signifie Tunite ou i, et secon- 
dement qu'une ligne briste -- signifie le zeto ou 0. 
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Les Chinois ont perdu la signification des Cova ou Lineations de 
Fohy, peut-^tre depuis \>\us d^un millenaire d'aunees, et ils ont 
foit des Commentaires la^^dessus, oü ils out cherch^ je ne scai 
quels sens eloign^s, de sorte qu*il a fallu que la vraie explication 
leur vint maintenant des Europeens. Voici comment: U n'y ague- 
res plfls de deux ans que j'envoyai au R. P. Bouyet, Jesuite Frae- 
9ais c^iebre, qui demeure ä Pekin, ma mani^re de compter par 
et 1 , et il n'en fallut pas davautage pour lui faire reconnaitre que 
c'est la clef des figures de Fohy. Ainsi m'ecrivant le 14 Novem- 
bre 1701, il m'a envoye la grande figure de ce Prince Philosophe 
qui va ä 64, et ne laisse plus lieu de douter de la verit^ de notre 
Interpretation, de sorte qu'on peut dire que ce Pdre a decbiffre 
Tenigme de Fohy, ä Taide de ce que je lui avois commnniqae. Et 
comme ces figures sont peut-etre ie plus ancien monument de 



science qai soit au monde, cette restitution de leursens, apr^s uki 
si grand intervalle de temsi paroitra d^autant plus curieuse. 

Le coiisentement des figures de Fohy et ma Table des 
Nombres se fait mieux voir, lorsque dans la Table on suppiee 
les zeros initiaux, qui paroifiS'eDt superflus, mais qui ser- 
vent ä mieux marquer la periode de la colonne, comme je les y 
ai suppiees en e§et avec des petiCs ronds pour les distingiier des 
zeros necessaires, et cet accord me donne un grande opinion de 
id profondeur des meditafions de Fohy. Car ce qui nous paroit 
aise mainlenant, ne retoit pas' tout dans ces tems eloignes. L'A- 
rithmelique Binaire ou Dyadique est en effet fort aisee aujourd'hui, 
pour peu qu'on y pense, parce que nolre mani^re de compter y 
aide beaucoup, dont il semble qu*ou retranche seulement le trop. 
Mais cette Arithinetique ordinaire pour dix ne paroit pas fort an- 
cienne, au moins les Grecs et les Romains Tont ignoree et ont ete 
prives de ses avantages. 11 semble que TEurope en doit Tintro- 
duction ä Gerbert, depuis Pape sous le nom de Sylvestre II, qui 
Ta eue des Maures d'Gspagne. 

Or comme Ton croit k la Chine que Fohy est encore auteur 
des caracteres Chinois, quoique fort älteres par la suite des tems; 
son essai d'Arithmetique fait juger qu^il pourroit bien s^y trouver 
encore quelque chose de considerable par rapport aux nombres et 
aux idees, si Ton potivoit deterrer ie fondement de recriture Chi- 
noise, d'autant plus qu'on croit ä la Chine, qu'il a eu egard aux 
nombres en l'etablissant. Le R. P. ßouvet est fort porte ä pous- 
ser cette poinle, et trös capable d'y reH9sdr en bien des mani^res. 
Cependant je ne S9ai sll y a jamais ea dans Tecriture Chinoise un 
avantage approchant tle celui qui doit etre necessairement dans une 
Caracterisiique que je projette. C'est que tout raisoonement 
qu'on peilt lirer des notions, pourroit etre tire de leurs Caracteres 
par UDO BiaDi^re de calcul, qui seroit un des plus importans mo- 
yens d'aider Te^prit bumain. 



it 



•IM 



XXII. 



DE DYADICIS. 



ideni s]gni6cet quod simul sumti 



et bO idem sit quod bis 



§ I. Definitio. Numerus dyadice expressus e&l dcba, si 

a 

bO 

cOO 

dOOO 

b, et cOO idem quod bis bina c seu quater c, et dOOO idem quod 

bis quaterna d seu octies d, et ita porro. 

§ 2. Itaque 10 est 2, et 100 est 4, et 1000 est 8, et 10000 

est 16, et ita porro. Palet ex praecederiti, si pro a, h, c, d poua- 

tur I, 1, 1, 1, et generaliter Numerus progressiouis Geometricae a 

binario incipientis exprimitur dyadice per unitatem tot nullitalibus 

praefixam, quot sunt unitates in progressionis Geometricae expo- 

neote seu 2^:3=:I0^ Tabulaque ita stabit: 
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10 
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1000 
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10000 


16 


2« 


100000 


32 


2» 


1000000 


64 


2» 


10000000 


128 


2' 


100000000 


256 


2« 


1000000000 


512 


2» 


10000000000 


1024 


210 



§ 3. Omnis Numerus dyadice potest exprimi, nuUas alias 
adhibendo notas quam et 1. Nam cum omnis numerus fiat ad- 
ditione continua unilatum, et unitas unitati addita faciat 10, ut 
nempe scribatur in sede ultima, et 1 in penultima seu penulti- 
mae addatur, ibi ergo scribetur, si illic sit seu si vacet. Sed si 
ibi jam 1 inveniat, rursus mutabit in facietque tantum 1 addi in 
antepenultima, ut prius in penultima, et ita porro de sede in sedem. 
Unde patet, si semel incipiamus ab 1, uti faciendum saneest, non 
posse alias prodire notas quam et 1, promota tantum sede. 

§ 4. Quoties unilas transferenda seu addenda est sedi se- 
quenli ex praecedente, memoriae ergo in sequenti sede notetur 
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punctum, yerb. gr. si II et 1 (seü 3 et 1) iuunum 
addi debeant, utique in sede ultima 1 et 1 est 10, 
scribatur 0, notetur I per punctum in sede sequenti. 



11 
•I 



100 



Kursus in sede penultima 1 et 1 (nempe quia punctum ibi sig* 
nificat 1) fiet 10, scribatur et notetur 1 in sede antepenultioia. 
Jam in sede anlepenultima non est nisi punctum seu unitas 
translata, quod significat 1 et fiet 100. 

§ 5. Exbibeatur Generatio Numerorum per additionem uni* 
tatis continuam ab 1 ad 16: 
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§ 7. Generalis praxis Additi onis. Si sint quotctm- 
que unitates in una sede expressae numero dyadico edcba, pro 
quavis ex bis notis a, vel b, vel c, Tel d, vel e etc. uiiitateni sig- 
niflcante notetur punctnnoi in sede tantum remota stnistrosom a 
aede praeaente, quantum sedes notae remota est ab altima, coHi- 
gantur antem in ipsa sede praesente per ascriptas uMimae unitati 
cujusqiie progressionis duplae notas nuinerales vulgares. Hocetiam 
obserTabo ut punclum in quans columna flat in prrme loco, si est 
a columna proxime praecedente, in secondo si in altera, m tertio 
si in lerlia, et ita porro, ita enim <emper dignosci potest, unde 
punctum sit ortum, quod prodest revisioni nee possunt plura uno 
puncta incidere in eundem locum ; praefero autem primum locuni 
ab imo ascendendo. Pro notis numeralibus adhibere etiam liceBit 

-^ vel ^. Sil exemplum 10 111 

1111 
n I I 

Lineas hicduxi 
a puDctis ad 
numerosexqui- 
bus oriuntur, 
utrationemred- 
__ derem Proces- 
sus, non quod 
bis ductibus sit 
opus in praxi. 

Praestat pro 
^ veli ^ scri- 

bere 2 vel 3, sed 
malo -^ quaml, 
ne confundatur 1 
significansnotam 
coUeclionis cum 
, ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ipsa columnae 

»0000 001 „•'„it.te. 

In columna ultima «omantar primum unitates maximi 
qui adest numeri progressionis duplae, nempe 4, et quartae seu 
ultimae ascribatur 2 (ob 4 ^ 2^) quod notat punctum signandum 
in columna abhinc secunda (nempe antepenultima), et quidem loco 
secundo seu inter notam ejus secundam et tertiam. Superestnul- 
lus amplius numerus progressionis- duplae, sed 1, itaque debet 1 
notari sub columna infra Iineam sub omnibus columnis ductam. In 
columna penultima rursu^ , asari))9(tnr 2 unitati quartae et 1 
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secundae post baue, nam 43=2^ el 2==2^ Et ob 2 notetur punc* 
tum in loco secundo colurnnae abhinc secundae, et ob I notetur 
punctum in loco primae cohimnae abhinc primae, et sub columna 

0, quia nihil superest. In antepenultima seu 3tia eadem con- 
tingunt; in penantepenultima seu quarta rursus eadem, in ante- 
penantepenultima seu quinta rursus eadem* In sexta occurrunt 
duae unitates, ergo secundae ascribo I, et punctum signo in loco 
primae columnae primae abhinc, et sub columna sexta scribo 0. 
Eadem prorsus fient in 7*"^ columna. At in octava nil superest nisi 

1, quae sub ea scribltur, et prodit lOOOOOOl. 

9 8. Subtractionis praxis haec est, ut si plura sint 
subtrahenda, vel subtrabantur sigillatim, vel prius addantur in unum, 
deittde summa subtrabatur. Utroque modo non nisi unius numeri 
subtractione est opus. Quo facto subtrahatur nota a nota ejusdem 
sedis, et si nota subtrahendä sjt I , sed ea a qua debet subtrahi 
sit 0, scribetur residuum I, sed signetur punctum ad notam sub- 
trahendi proxime sequentem, et si is jam sit unitas, iterum ad se- 
quent($a), et ita porro. Itaque ubi binae occurrunt unitates in 
subtrahendö, baben^r pro 0, ßetque subtractio non nisi ab I vel 
1 ab 1, ex quibus prior relinquit 1, posterior 0. Exempli gratia 

110 10 110 

1 1 1 1 e I 1 



I 1 1 6 1 1 

§ 9. Praxis Muitiplicaiionis« Haec est faciilima, quia 
notne miultiplioantes sunt et ). Jam in nuQierum mulliplican- 
dum fadt 0, et 1 relinquit qualis erat. Sed 1 in sede secunda 
cum sit binarius, duplicat numerum muMpiicandum, id estpromo- 
vet in sedes pro^ime^ sequentes. Et I in sede tertia, cum sit qua- 
teri^arius, quadrMpIicat numerum multiplicandunt, id est promovet 
in $edea tertia«, et ita porro. 

e d Q b a 
110 1 
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6 d c b a 
e d c b a 
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1 i 65 
Natu lOUOOOO esl 64 et 1000001 est 64+1. 

Hiuc in Multiplicando Dyadice non opus est Tabula quam 
vulgo Pytbagoricam appellant, et quam memoriter ediscere opor- 
tet; nee de ea adhibemus nrsi initium, nempe quod seniel unum 
est unum. 

§ 10- Praxis Uivisionis nou minus et facUis, quia quo- 
tiena non potest esse major quam 1. Itaque tanlum opu,s est 
exemplo, ubi majoris claritatis causa vulgari metbodo procedo. 

mi 

^0 00001 1101 



§ II. Series Numerorum naturalium ab 1 ad 
omitti 0, quas non praecedit 1 , adjecimus tamen 
periodorum magis appareret. 



64. Possunt 
ut progressus 
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§ 12. Collatio designationis nostrae cum ea quam reliquk 
Foby, antiquissimus Siiiarum Rex. Quod nos per 0, desigiiavit ille 

per lineam fractam seu interruptam, et quod nos per 1, ille 

per lineam integram — . 
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Simili ratione characterum suorum Tabulas Fohius continuavii iis- 
que ad 64, easque modo in circulum, modo in forma quadrati 
disposuit. Cumque Dyadicas meas notas explicuissem per literas 
R. P. Bouveto, Societatis Jesu missionario ad Sinas, ille statim con- 



seiisuni ciiin Fohianis charaeteribus animadvertit et ad me p«rscrip- 
sii, Tabula simul transmissa qua 64 characteres Fohiani tun in 
qnadrato, tum rursus in circuio circumscripto continentur, hoc tm- 
tum discrimine, quod in quadrato ordinem nostnim »quantur, in 
circulo vero semicirculus unus a summo descendens in sinistrola- 
tere continet characteres a ad 31, sed alter semicirculus rursus 
a summo descendens in dexiro latere continet characteres a 32 ad 
68, i(a enim sibi opponuntur e regione in eadem altitudine ii cha- 
racteres qui non differunt nisi quod sinistrarum prima nota est 
seu {, dextrarum vero ) seu |. Ex. gratia et 82, 1 et 33, 
2 et 34 
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Ita mirum accidit, ut res ante lor et aviplius annos nota in extremo 
nostri continentis Oriente, nunc in extremo ejus occidente, sed me- 
lioribus ut spero auspiciis resuscitarftur. Mam non apparet, antea 
usum hujus characterismi ad augend^un numerorum scientiam in- 
notuisse. Sinenses vero ipsi ne Arithmeticam quidem r^tionem in- 
telligentes nescio quos mysticos significatus in characteribus mere 
numeralibus sibi fingebant.*) 



*) Leibniz hat bemerkt: Caetera ahas prosequar, ostendamque 
generaliter summas seriei periodicac dare seriem periodicam, et colom- 
nas alterius columnae summatrices habere periodum, hoc modo, ut ad 
mininium periodus primae columnae summatricis sit löngitudine dupla 
periodi summandae, seeundae löngitudine quadrupla, tertiae löngitudine 
octupla etc. Tune enim semper incidit in columnae summatricis et 
summatricium praecedentium simul cum fine periodi, ita omnia ab in 
tegro prodeunt ut ante. Hinc apparet statim periodus naturalium 
Ostendam et addendo in unum duas columnas periodicas fieri periodi 
cam. Ergo addendo in unum quotcunque periodicas orietur periodica 
Hinc demonstro numeros naturales et progressionis arithmeticae, et po 
lygonos quosque, tum etiam quadraticos, cubicos etc. periodicas se*- 
ries dare. 
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DEMONSTRATIO, QÜOD COLUMNAE SERIERIJM EXHIBEiNTIUM 

POTESTATES Aß ARiTHMETICIS AUT NUMEROS EX lUS 

COiNFLATOS, SINT PERIODICAE.*) 

OiDfiis series numeroruio rationalium, qui siot arUbmeticorum 
poiesta(«8 ejusdem gradus (exenipli grati« sieijes aninium xS posito 
X esaa progressi^is Arithm^ticae Dumeros), continuatis quantum 
0|Mi8 4itrer«nUdUo«ubus dat differeoliam constantem. 

Id«m e^, ü $eries expriofti posslt per formulam analyticam 
inte^Qi ex poteaiatibus coufldtaro,.verbi gr. 4x^-|-6x^ — 7x+ll. 

IdeiD 4^£il, e(si foriBttla baboat iiiii0ei*os in deno(nii>atore, modo 
tonniDi sinl numeri integri. Nam lauUipücata per denominato- 
rfim cammiuiain dabit differeoliando seriem arithmeticorum, ergo 
%l MH multiplicaUi» id m'm ^qualitateo» differentiae non mutat. 

Exempü gralia numeri — 3— sunt semper integri; itaque boram 

series aliquam differentiam (boc loco secuodam) babet constantem, 
primie yero difierentiae buqI progressionis Aritbmeticae. 

Hinc etiam oitines series Figuratoram continuatis differentia- 
tionihus dabunt seriem Arithmeticorum. Et generaliter omnis 
series Namerorum integrorum, qua Analytice expressa per formu- 
lam, incognfta non cadit yei in denominatorem (ut iit in progres- 
sione Harmonica) vel in Exponenten) (ut in Geometrica) conti- 
nuatis quantum opus differentiationibus dat seriem Aritbmeticorum, 
Tel qnodidem est, vice versa omnis bujusmodi series produci pot- 
est per summationem arithmeticorum repficatam. Omnis enim 
series ex suis differentiis cnjuscunqne gradus continuatis summa- 
tionibus conflalur. 

Hinc jam pergo ad Numeroram expressionem per propor- 
liones Geometricas sive üyadicam sive decadicam aut aliam qualn- 



■ 1 1 1 1 1 1 1 1 



*) Auf dem Entwurf, der dieser Abhandlung zu Grunde liegt, 
hat Leibniz bemerkt: Berolini Novembr. 1701. Haec Do« Angicourt 
demonstravi. 
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cunque. Et cum omnes series Aritbmeticorutn, sed manifeste im- 
prlmis dyadice expressae, habeant columnas periodicas, sequetur 
omnes series potestatum vel Numerorum figuratorum vel aliorum 
supra dictorum habere columnas periodicas, ubi ostensum fuerit, 
omnem seriem summatricem periodicae esse periodicam. Nam ita 
et summatrix summatricis periodica erit. Imo ex hoc seqaitur, 
quod praesupposueramus , Arithmeticam seriem esse periodicam, 
cum sit summatrix seriei conslantium, quae utique periodica est. 
Ut ostendatur, summatricem seriei periodicae esse 
periodicam, quod sit Lemma I, consideremus initio separatim 
quamlibet columnam summandae seriei, tanquam ipsa haec co- 
iumna sola esset summanda. Dico : Si series summanda periodica 
unius esset columnae, seriem summatricem habituram esse omnes 
columnas periodicas, ex. g. seriei summandae constantis ex coliimDa 
N M L A A series summatrix constet ex eolumms LMN etc., 
dico, quia A est periodica, etiam L,M,N etc. esse 
periodicas. Nempe ubi evenit, ut periodo (simplici 
vel replicatae) columnae A respondeat in colum- 
nis summatricibus , omnia in iisdem columnis re- 
deunt ut ante« Id pro columnis L et M fit in loc» 
O9 ubi Simplex columnae A periodus finhur. At 
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l^pro columnis L,M, N id fit in loco D, ubi finitur 
y duplicata columnae A periodus, quae etiam ipsa per 
se integram periodum constituit. Praevideri autem 
potest, quota replicatione periodi columnae A incidal 
in summatricem. Nam constat, quot periodus 
Simplex summandae A habeat unitates, v. g. hoc loco 
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1 




^ ^4. Jam semel 4 dat 100 dyadice adeoque in 

prima et secunda columna summatrice, sed columoa 

duarum periodorum columnae A seu bis 4 est 1000 dyadice, id 

est, dal etiam in tertia columna summatrice etc. Si periodus 

Simplex l:abuisset unitates tres, tunc fuisset 

semel 3 bis B ter 3 

1.3=11 et 2.3=110 et 3.3=1001 et 4.3=1100 etc. 
Et ita primae columnae summatricis periodus foret dupla periodi 
columnae summandae, secundae columnae summatricis periodus 
foret quadrupla periodi columnae summandae, tertiae foret octupla 
etc. idque contingit, quoties summa periodi ipsius A est numerus 
impar. 
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AsstkDioio jam Lemma alterum: Duae velplurescolum- 
naeperiodicae in unum additae, iia ut addatur termi- 
Dus termino respondenti, dant seriem periodicam. Nam 
81 dttae siot coiumnae addendae D,E, semper addetur aut et 0, aut 
G F E D et 1, aut I et 1. Primo casu prodit in seriei conflatae 

F,G prima columna F, secundo casu 1, tertio seu i (t ; 

!j id esto cum translato L iucolumnam sequentem G; 

-|^ nee ex duabus D, E contlatis prodeunt coiumnae 

tiisi binae F et G, et utraque harum sequitur pe- 

riodum coiumnae ex duabus prioribus longibsima 

1 periodo praeditae, quae hie est E. Nam semper 
post hanc redeunt priora. Suppono enim, ut sem- 
per in nostris Dyadicis, periodum majorem continere minorem, esse 
scilicet ejus duplam vel quadruplem vei octuplam etc. [quanquam 
si una alteram non metirelur, tarnen periodus communis (andern 
haberetur facta ex numeris periodicis, ut si una periodus esset 
terminorum 3, altera 4, periodus communis foret terminorum 12]. 
Hinc sequitur lursus etiam tres vel plures alias columnas in unum 
conflatas ita scilicet, ut termini respondentes in unum addanlur, 
dare seriem periodicam, cum utique tertia columna periodica sit 
addendd conflato ex duabus prioribus, quod uti jam ostendimus, ex 
columnis periodicis constat. 
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Hactenus diximus de sola columna A summanda; nunc con- 
sideremus seriem summandam datam posse constare ex pluribus 
columnis A,B,C etc. et quamlibet suas habere summatrices, ut A 
C B A ipsas L,M, N etc., B ipsas l,in,v etc., et C ipsas 
^,72,3 etc.; ipsam autem seriem summatricem ha- 
bere columnas X, Y, Z etc. ; dico X fore L, sed Y 
fieri ex X et M, et Z fieri ex b,jU,N; et ita porro. 
Vel ut clarius res exprrmatur: ipsius coiumnae A 
et caet. summatrices coiumnae L,M, N habeant terminos de- 
7 Y X ^'S^'^^^^ P®^ circellos, ipsius coiumnae B summa- 
trices coiumnae X,jU^v habeant designatos per trian- 
etc. .... gula, et ipsius C summatrices, nempeb,?:)^, habeänt 
^^ designatos per quadratula ; patet X constare ex me- 
ns ctreellis coiumnae L, Y conilari ex circellis co- 
iumnae M et triangulis coiumnae A, Z denique con- 
* flari ex circellis coiumnae N, triangulis coiumnae fi 
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etc. 
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et quadratis oolamnae b, et iu form« Tel 
si verhis enuncies: X prima columoa seri«i 
summatricis XYZ constat ex L (columna prm 
summatrice primae columoae summaodae A^ 
sed Y secunda columna seriei summatricis 
conflalur ex M (secuoda columna sAtnmairice 
primae columnae summandae A) et ex A 
(prima columna summatrice secondae colum- 
nae summandae B), et Z tertia columna seriei 
summatricis conflatur ex N (tertia columna 
summatrice primae columnae summandae A) 
et ex fi (secunda columna summatrice secun- 
dae columnae summandae ß) et deni<|ue ex 
b (prima colunma summatrice tertiae colum- 
nae summandae C), et ita porro. 

Cum autem (per Lemma I) singulae co- 
lumnae conflanles sint periodicae, etiam con- 
flata erit periodica per demonstrationem prae- 
cedenlem seu per Lemma 2, et licet inter 
conflandum rursus aliquid rejiciatur in co- 
iumnas sequenles), manifestum tamen est, ui 
ipsum quoque esse periodicum, adeoque id 
addendo caeleris periodicis columnas landem 
periodicas constitui debere. Q. E. D. 



XXIV. 



ZWEI BRIEFE LEIBNIZENS AN JOH. CH. SCHULENBURG. 
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Etsi Dom. Sanderus plus petieril meo nomine quam ipse 
ego fuissem ausus, qui temj>ore Tuo abuti noUem, plurimum tamen 
lucri inde ad me perveuit literis a Te acceplis hunianissimis et 
muneribus eüani quibus plurimum sum delectatus, et gratias debeo 
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singaUrefl. Utraque disserUtio, quam misisti, argumenü mihi per- 
grali est. Nam uruae repertae 8ub tummlis, de quibus Biumia- 
D«e Theses, anliquilates harum regionum iilustrant. Calculi vero 
Mathematici applicaüo ad usimd, «c praeterea ratiocinia in Metaphy- 
sie» Sefifii-Matbemalica, quae utraque in Knolleanis reperi, plane 
sunt ad palatura meum. Velim delineatas haberi urnas, caeteraque 
quae praefatione manaoras, el Dom. KnoUeum pergere optem in 
bis quae ornare coepit studiis illuslrandis. Ejus meditatio Meta- 
pbysica habere mihi visa est aliquid pulchri et prol'uudi et si hoc 
quoque addere licet congrui ad sensus meos. 

Nimirum fines seu limites sunt de essentia creaturarum, li- 
miles autem sunt aliquid privativum consistuntque in negaiione 
progressus ulterioris. Interim t'atendum est, creaturam^ postquani 
jam valorem a Deo nacta est qualisque in sensus incurrit, aiiquid 
etiam posilivum continere seu aliquid habere ultra fines neque adeo 
in meros limites äeu indivisibilia posse resolvi. Ac proinde etiam 
ex ipsiusmet thesium Autoiis puto sententia postulatum , ex quo 
resolutionem in meros fines seu mera indivisibilia infert, ad crea- 
turam cum ralore sumptam applicari non passe. Atque hie vaior, 
cum consistat in positivo, est quidam perfectionis crealae gradus, 
cui etiam ageudi vis inest, quae ut ego arbitror substantiae natu- 
ratti constituit, adeo ut vaior ille a Deo tributus revera sit vigor 
sen vis indita rebus, quam quidam fnistra negant, non animadver- 
tentes sese ita praeter opinionem incidere in doctrinam Spinosae, 
qui Deum solum facit substantiam, caetera ejus modos. 

Atque haec est origo rerum ex Deo et nihilo, positivo et privative, 
perfectione et imperfectione, valoreet limitibus, activo et passive, lorma 
(i. e. entelechia, nisu, vigore) et materia seu moie per se torpente, 
nisi quod resiftteutiam habet, lllustravi ista nonnihil origine numero- 
rum ex et I a me observata« quae pulcherrimum est fim- 
|0 blema perpetuaererum creationis ex nihilo, 
dependentiae quae a Deo. iNam adhibita pro- 
gressione simplicissima, nempe dyadica loco decadicae 
▼ei quaternariae , omnes numeri exprimi possunt per 
et i, ut in Tabula adjecta patebit, in qua «^enesi 
numerorum, quae maxin)« naturae convenit, muila la- 
tent mira ad meditationem, imo et ad praxin, etsi 
nun pro usu vulgari. 
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Caeteram rogo, ut Dom. Knolleum data occasione etia» meo, 
si tanli videtur, nomine horteris, uti in praeclaris istis meditatioBi- 
bus pergat, qualium similes saepe ab ipso videre veliro siv« in Ma- 
thematicis, sive in Pbilosopbia illa aliiore. ExciUndum etiam pu- 
lern ad colendam illam sublimiorem Matbesin, quae conlinel Scienti^im 
Infinit), cujus elementa quaedam a me sunt prodita, novo calcali 
genere proposito, quem Hugenius aliique praestantes viri non sine 
plausu excepere et que0) nunc illustrarunt inpriniis Dom. BernouUii 
fratres et peculiari etiam dissertatione Dom. Marcbio Hospitalius 
Gallus. Et compertum est, non alia melius ratione aperiri adituin 
a Geomelria ad Naturam, quae per infinitos gradus intermedios in 
omni mutaüone. ut ego arbitror, progrediens cbaracterem babet 
Autoris infiniti. Quae olim mibi de nostro soiis incolatu ex prae- 
ciari Astronomi Dom. Eimmarti piacitis indicari curaveras, veris- 
sima arbilror, si inteiligamus tellurem esse inter planetas seu sa- 
teilites solis; sin altius aliquid subesl, fatebor mentem Autoris mihi 
non esse perspectam. Nevvtonus, Matbemalicus excelleus, astrorum 
vortices lollendos putat, sed mihi, ut olim in Actis Lipsiensiam 
prodidi, non tantum conservari posse, sed etiam puicberrime pro- 
cedere videntur circula^one barmonica, cujus admirandas deprebendi 
proprietates. ^ 

De observatis Eimmartianis veilem aliquando nosse distinctiora, 
ac Tuis etiam doctissimis cogitationibus frui; sed agnosco occupa- 
tiones Tuas laboriosas, et valetudini etiam parum firmae indoleOi 
meliora precatus speransque, modo in tempore Tibi prospicias, 
quod faciendum puto. Vale. Dabam Hanoverae 29. Marlii 1698. 

IL 

Valde Tibi obstructus sum non minus pro egregiis disserta- 
tionibus Tuis, quam pro elegantibus delineationibus urnarum, yel- 
lemque vicissim aliqua re demereri posse. Mentem meam circa 
progressionem dyadicam optime assecutus es, et praeclare eliam ob- 
servasti, quam pulcbra illic omnia ratione procedant. Puto autem. 
et utilitatem babituram ad augendam scientiam, etsi alioqui non 
Sit transferenda ad communem usum calculandi. Certa etiam lege 
procedere deprebendentur notae pro variis proprietatibns numero- 
rum. Nam regola generalis est: Ubicunque principia sunt 
ordinata, omnia etiam derivata ordinate progredi, 
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0000 
de quo jam hie meditari dadum coepi. Ei pri- ^^ 2 
mom patet, numeros naturali ordine dispositos ita 001 i 8 
procedere, ut nota prima dextra sit Ot etc., se- q[q^ ^ 
conda 0011 etc., tertia 0000 IUI etc., quarta Ol 10 6 
000000001111 11 tl etc., quinta (sedecies) 1 (se- %l^ l 
decies), et ita rursus. Atque hoc modo apparet, lOOi 9 
in prima sede periodum semper redeuntem esse Jq^^ ^ 
binariam Ol, in secunda esse qaaternariam 0011, ilOO 12 
in tertia octonariam, in quarta sedenariam, ei sie ^q ^^ 
porro. Verum quod notatu dignissimum est, eadem Uli 16 
lex ordinis observatur, si sumas non omnes ordine ^w^J!)^ ^^ 
numeros, sed uno omisso alterum quemque, nam qqqqqh q 
tuuc proveniunt yel omnes pares vel omnes impa- OQOOIIO 6 
res; imo amplius, si sumas tertium quemque seu 0001001 9 
omnes ternarios sive divisibiles per 3; itemque in 0001100 12 
Omnibus quaternariis, et quinariis, et ita porro, ut ^^iiJi }« 
periodi eaedem sint quae naturaiium. Ecee terna- qqiqIOI 21 
rios in exemplum, ubi in sede dextra prima Ol 0011000 24 
binaria periodus, secunda 0110 quaternaria, tertia 0011011 27 
00101101ocionaria,quarta000111001ll00011sede- OOlIllO 30 
naria,quinta00000011l)1000001lllll00000111Jl, ^J^^2?^ ^ 

ülüülüü OD 

et lU porro. 0100111 39 

Et notandum, hie dimidiam eujusque periodi 0101010 42 

semper habere notas oppositas notis respondentibus al- 0101101 45 

teridimidiaeejusdem periodi, y.g. 0001 11001 II 000 11 0110000 48 

constatex OOOlllOOl .. . .. • , n *i aH^JÄ S 

et ex 11100011 1 "'^* permutalio mter et 1. 0110110 54 

Has aliasque id genus observationes prose- qHIIOO 60 

quendo via aperieiur ad noyas et miras atque etiam 0111111 63 

utiles numerorum proprietates. Ei ut verbo dicam, 1000010 66 

latet in bis quaedam novi ireneris Arithmetica theo- 1000101 69 

retica, quam Tecum possimus divinam dicere, cu- 7/^J^i^/yjY it 

jus tantum primos adhue aditus videmus. Nee du* iqqij^j^q 7g 

bium est, etiam quadraios et cubos et aiios nume- lOlOOOl 81 

ros figuratos certas quasdam suae progressionis * 1010100 84 

leges esse habiiuros* 1010111 87 

p. . ^ .... ,. ... 1011010 90 

Et si baec a yiginti ac amplius annis jam m ]^q]^]^]^q]^ 93 

mente babuerim, ita raro tamen animum hue ad- ilOOOOO 96 
jeci, ut de nominibus imponendis non cogitayerim, 1100011 99 
VII. 16 «^c. 



quia potius soleo enuntiare ad marem vulgaris Ariibmeücae 10 per 
decem, 100 per centum, etsi significent 2 et 4. Obiter adjieiam, 
ex hac expressione sine ulla demonstratiooe sequi, cur Dummi et 
pondera progressionis Geometricae duplae apta sint, ut paucissimii 
datis caetera possint componi. Ex. gr« quinque ponderibus uucia- 
rum 1,2,4,8,16 combiaatis confici potest pondus quodcuaqiie 
unciarum infra 32. Hinc inonetarum exaoiinatorej) bac progres- 
sione in pondusculis suis utuntur. Ejus rei ratiouem varii inda- 
garunt, et Schotenius inter alios in Miscellaneis, sed per ainbages; 
hie verum primo obtutu patet, ex. gr. quia 29 est 11101 , etiaoi 
10000+1000 + 100 + 1 erit 16 + 8 + 4+1. 

Cartesianos praejudicia vetera novis mutasse, dubium nulloffl 
est, Recte quidem iUi omnia phaeuomena specialia corporum per 
Mechanismos contingere consent, sed non satis perspexere, ipsos 
fontes Mechanisroi oriri ex altiore causa, quanquam Interim Male- 
branchio, Sturmio aliisque insignibus viris non assentiar, puUnti- 
bus nihil esse virtutis actionisque in materia. Scilicet non satis 
percepere, quae sit natura substantiae valorisque, quem Deus coo- 
tulit r^bus qui in se invoivit perpetuam actionem. Meo judicio 
longe alicrtl est in corporea substantia quam extensio et loci repie- 
tio, nempe cogitandum est, quid sit illud quod locum replet. Spa 
tium, quemadmodum et tempus, nihil aliud sunt quam ordo pos- 
sibilium existenliarum, in spatio simul, in tempore successiYe, 
realitasque eorum per se nulla est, extra divinam immensitatem 
atque aeternitatem. Vacuum nuUum esse pro certo babeo. Inte- 
rim materiae non tantum extensionem, sed et vim seu aisum ad- 
scribo. Latentque in his alia multo majoris momenti. Fateor 
olim mihi interstitiola yacua placuisse, bodie contra sentioi etsi 
ut dixi materiae naturam non coUocem in extensione. Puto etiam 
a me monstratum, non esse verum quod ajunt, corpus eam quam 
perdit quantitatem motus alteri dare. De potentia tamen motrice 
id verum deprehendi. Et sane potentia aliquid reale est; motu« 
vero nunquam existit, cum nunquam existat totus, non magis 
quam tempus. Reveraque etiam ex alio capite imaginaria involvit 
motus. In quo consistat unio animae et corporis commerctumque 
diversarum substantiarum , problema est quod puto me solvissc. 
Qua de re aliquando amplius. Atque haec ad Tuas dissertationes 
volui annotare paucis, unum hoc addens, causam parbeliorum ab 
itttersectione balonum a Gassendo ailatam mihi quoque placuisse. 
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Et in parbeliorum explicanda ratione Cartesium non recte yersatam, 
apparebit credo qaando Dioptrica Ilugenii, posthumum opus, 
prodibit. 

Specimina calcuii infinitesimalis sive diiferentialis et summa- 
torii a me propositi ante annos complures extant in Actis Erudi- 
torum, ubi primum edidi Anno 1684. lode BernouUi Helvetii, 
Craigius Scotus, Marchio HospitaUus Gallus miro successu sunt 
secuti. Nieuwentyt Batavus partim carpere, partim in se mutatis 
Dotis transferre voluit : utrumque frustra, praesertim cum nou satis 
intellexerit, iiee aliquid per se in ea re potuerit praestare. In 
Germania neminem adhuc satis in haec ingressum esse sum mira- 
tus. Desunt nobis juvenes spei singularis; messis multaest, ope- 
rarii autem pauci. Et cum Hatbematicae arles liberaliter alant 
cultores suos, plerique etiam se discere* velle profiteantur quae 
nqog vä aXtpiia faciunt, tamen magis magisque baec studia inier 
nostros bomines sterilescunt, credo quod nunc plerique inania aut 
in speciem adornata sectantur quae delibare auffielt, a veris autem 
laboribus, quibus peritus excolendus est atiimus, abborrent. Sed 
Tue bortatu atque exemplo et paucorum Tui similium meliora im- 
posterum spero. Vale. Dabam Hanoverae 17. Maji 1698. 
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GEOMETRICA. 



In dem fünften Bande sind die Abhandlungen Leibnizens» die 
sich auf die Characteristica geometrica und auf die Analysis situs 
beziehen, zusammengestellt; von den hier folgenden enthalten die 
ersten noch einige Beiträge in Betreff <)es Ursprungs und der An- 
wendung dieser von Leibniz neugeschaffenen Disciplin« Von dem 
Inhalt der Abhandlung I: De construcüone , ist bereits die Rede 
gewesen*); sie ist insofern von Interesse, als Leibniz darin über 
die Veranlassung und über die ersten Versuche, eine der Geometrie 
eigentbümliche Analysis zu schaffen, referirt. — DieAbhandlimgll: 
Specimen Geometriae luciferae, beabsichtigte Leibniz in der vor* 
liegenden Form nicht zu veröffentlichen ; in ihrem Aeussern gleicht 
sie einem im schnellen Fluge hingeworfenen Tableau, durch das 
Leibniz die Ueberzeugung gewinnen wollte, wie aus den einfachsten 
Fundamentalbegriffen und mit Hülfe seiner geometrischen Charak- 
teristik ein lichtvolleres Gebäude der Geometrie aufgeführt werden 
könnte, als bisher geschehen. 

Die Nummern III und IV können als Probe dienen, dass Leib- 
niz nicht verschmähte, auch den elementarsten Lehren eine ein- 
gehende Aufmerksamkeit zu widmen, wenn es darauf ankam, sie 
auf eine den Forderungen der Wissenschaft angemessene Weisee zu 



*) Bd. V. S. 135 ff. 
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behandeln« Nach seiner Ueberzeugung war dies zugleich der beste 
Weg, sie der grössern Menge zugänglich zu machen. Eine ähnliche 
Tendenz verfolgt Leibniz in der Abhandlung Y, in welcher er die 
Geometrie gegen die Angriffe des unwissenden Haufens in Schatz 
nimmt 

Die folgenden Abhandlungen sind von Leibniz selbst veröf- 
fentlicht worden. 



I. 

DE CONSTRÜCTIONE. 

Ex quo Algebram ad lineas accommodare Vieta inprimis et 
Cartesius seculum docuere, agnitum est a plerisque omnibus, ad 
Bolvenda ioNuroeris problemata in quibus rectarum qua- 
rundam cooiparatione cum aliis rectis designatarum 
valor ac descriptio quaeritur, nihil fingi posse praestantjus, 
eum omnis difBcultas problematis una aequatione inclusa sit, cujus 
tantum radices quaeruntur. Sed illud tarnen seoiper a praestanti- 
bu8 Geometris objeclum est, constructiones Geometricas calculi 
▼estigiis nixas plerumque ab illa simplicitate atque elegantta longe 
abesse, qua Yeteres implicata saepe problemata per synthesin ab- 
solvere. Exemplo nobis esse polest constructio problematum so- 
lldorum ope Circuli et Parabolae quam Cartesius tradidit, ubi 
aequatiouis quadrato-quadraticae aut cubicae secundum terminum 
tolli postuIat, quo facto coustat non mediocriter intumescere ae- 
quationem etiam suapte natura simplicissimam. Et ea tarnen for^ 
mula construeudi Cartesio tantopere placuit, ut omnium quas quis 
exoptare possit perfectissimam et generalissimam affirmaverit. 

Haec cum inter veteres novosque Geometras studio partium 
calentes agitarentur, moderatiores quanquam imperfectionem cogni- 
tae analyseos literalis in constructionibus apparere agnoscerent, 
non ideo tamen repudiandam putavere, tum ob ingentia commoda 
in ipsa inveniendi arte, quae nuilis Veterum Datis supplereniur, 
tum quod spes esset poss^ aliquando ex ipsa Analysi aditum re- 
periri ad artem syntheseos, qua constructiones elegantes et vete- 
ribus dignae redderentur. 
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Mihi quaenam in hoc quoque argumenlum incumbendi fuerit 
ratio, dicam vel ideo, quod plurimum inde lucis ioatituto meo ac- 
cessurum arbitrer. Desarguesius et Pascalius filius, praestantes 
omnium consensu Geometrae, rem Veteribus, quaDtum ex servatis 
eorum scriptis judicari possit, intactam aggressi erant, universa- 
lia Conicorum d^monstratione complecti, qua et harmonia Sectio- 
num colli appareret, et proprietates communes observarentur, et 
coiistructiones problematum quae in his lineig efficienda propone- 
rentur fierent universales. Hoc illi inslitutum si absolvissent, totam 
nobis Geomelriam solidorum sive secundi gradus perfectam insigni 
compendio dedissent. Sed quoniam syntbetica methodo per theo- 
remata praedemonstrata ad propositum eniti voluerant, mirum noo 
est, aditum ad problemata difficiliora reperisse nulluni, destituente 
eos patientia in ea itineris asperitate et anfractuum muititudioe, 
quae Schemata contemplantes et Conum mente versantes fatigabat. 
Quanquam autem opus imperfectum reliquissent, inimitabile tarnen 
reddidisse visi sunt multis. Nam quas ipsi in solido et per syn- 
thesin generaliter demonstraverant Conicarum Lineamm Harmonias, 
eas Analytici postea secuti re in planum traducta (quod bteor 
ingenti labore imaginationem absolvit) nondum exhibuere , ne ipso 
quidem summo Viro Johanne Wittio excepto, qui tarnen ADalysin 
Conicam omnium longissime promovisse videtur. 

Hoc cum mihi de Analyseos ac Syntheseos comparatione sen- 
tentihm dicenti nuper illustris Carcavius objecisset, agnoscentein 
Tera dict ad tentandum excitavit, qua ratione eousque produci pos- 
set Analysis quo Synthesin perventuram pro desperato habebator. 
Aggressus negotium vidi novis quibusdam characteribus opus esse, 
quibus Tariae signorum ambiguilates exprimerentur; vidi indlTiai- 
bile atque infinitum calculo anaiytico misceri debere, quod aouni 
noD satis observasse videtur profundissimus caetera Cartesius; 
denique modum reperi analyticum , quo sectiones conicae perinde 
tractari possint, ac si unicum extaret figurae cujusdam geous se- 
ctionis conicae nomine, cujus figurae natura aequatione uoiversaii 
explicata centra, axes, vertices, focos, abscissas, ordinatas, tangen- 
tes, perpendiculares, nulla specierum Hyperbolae, Parabolae, Eliip- 
seos, Circuli, Rectae mentione, statim prodat; unde theoremata 
universalta innumerabilia in promptu fuere, et ad omnium proble- 
matum conicorum aequationibus comprehensibilium solationeoi 
communem mihi strata est via. 
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Restabat faisügiuin operis, problema scilicet problematum id 
gtDUs omniuiD generale: Formulam reperire, unam se- 
clionibus CoDicis et Aequationum formis omnibus 
cemmynem, construendi problema solidum quodlibet 
ope »ectionis conicae datae et circuli« Hac enim formula 
reperta, problemata conica omnia (modo sursolida non eint) solo 
circulo ^t recia planorum instar con^trui, et quod non minoris est 
iBomenU, soktiope Conicis omnibus communi comprehendi pos- 
sunt Sin desideretur, nee Universalia Conica ad finem perducta 
censeri possunt. Quod ut appareat, exemplum afferri utile est. 
Este problema propositum: ex puncto dato D (fig. BO) mini- 
mam sii^e perpendicularem DY ducere ad Conicam da- 
tarn AY. Patet hoc problema multos complecti casus, nam et 
quinque sunt Linearum Conicarum geuera, Recta, Circularis, Ellip- 
sis« Hyperbola et Parabola, et in qualibet trium inprimis posterior 
mm linearum specie quinque aut minimum quatuor babentur sub- 
distindiones pro vario situ puncti dati D ; unde si quis problema 
pkne solvere volet, in omnibus linearum specierum generibus et 
punoioruin datorum casibus, ei novem minimum calculis constru* 
Gtionibusque separatis opus erit, et frusira sperabit absolute uno 
calcttlo supplere caeteros conjectura : cum a me quidem calculo non 
magis operoso, quam si in uno tantum ex casibus difficilioribus 
foisset laboratum, unica communis omnibus lineis casibusque ae* 
quatio reperta sit. Hanc jam aequationem communem > quae ge- 
neraliter loquendo quadrato-quadratica est, fingamus esse: 

y*+ly*+amy* + a*n+a'p n 0, 
valore scilicet linearum 1, m, n, p ambiguo, ut alibi a me docebitur, 
patet opus esse formula construendi hanc aequationem generali, 
quae neque signa neque valores terminorum moretur, adeo ut qoi- 
▼is ex terminis cognitis 1, m, n, p possit intelligi major minorvt 
alio vel etiam nibilo aequalis; alioquin formula non esset omnibus 
problematis casibus communis. Praeterea formula opus est, quat 
sit omnibus Conicis communis, ita ut ope ejus centrum radiusque 
eirculi, cujus intersectione cum conica data solvi debet problema, 
una eademque methodo investigetur, qualiscunque etiam Sectio co* 
niea in problemate data sit. 

Formulam autem hujusmodi, si dicendum quod res est, hac- 
tenus prodidit nemo. Cartesiana enim- formula Parabolae propria 
est; Amplis8imu& Huddenius aliam pro Hyperbola dedit non minus 



elegantem ; uterque tarnen opus habet praeparatione aequationis, 
qaod caiculos plerumque reddit prolixos. Inter eos quorum ex- 
tant in hanc rem meditationes, longissime omnium progressus est 
lUustris Slusius, cui si in mentem venisset quaerere, quod ego 
mihi hoc loco proposueram, utique elegantius multo absolvisset; 
is ergo unam dedit formulam omnibus aequationum formis com- 
munem, nee praeparatione indigentem, sed non omnibus Gonicarum 
speciebus: coarctatur enim ad intersectionem parabolae datae et 
circuli cujusdam inventi. Unde intelligi potest, rem constructionum 
non ita perfectam esse, uti nonnullis auditu potius aut superficiaria 
]ectione quam attenta meditatione taUa aestimantibus videri posset 

Hihi ergo necessarium visum est rem de integre red-ordiri. 
Quod dum facio, novisque artibus charactemm ambiguonim usus 
institutum urgeo, primum in vias incidi jam impeditas ut pene de 
exitu desperarem; formulas enim prolixiores pro nihilo ducebam, 
nee nisi simplicibus atque elegantibus uti decreveram. Hoc me ad- 
monuit, non esse statim irrumpendum in calculum, sed accurata 
meditatione digerenda primum subsidia esse, unde aptiora eligi 
possint; alioquin evenit, ut in ipso limine superando defatigati aut 
resiliamus irriti coeptorum, aut non nisi recoUecta mente novis vi- 
ribus sumtis, sero ad exitum producamur. Noio errationum mea- 
rum vestigia describere, quanquam id quoque proPecto usus habi- 
turum esset non contemnendos, nisi prolixitas deterreret; suffecerit 
hoc loco itinerarium dare cogitationum mearum , ex quo in veram 
viam coorta subito luce redierant. 

Constructio est determinatio puncti quaesiti ductu linea- 
rum; ergo constructio eo censeri debet elegantior, quo li- 
neae quas ducere necesse est simpliciores paucioresque 
sunt. Simpliciores autem censentur Geometricae mechanicis, et 
inter Geometricas eae quae gradus sunt inferioris, superioribus. 
Si duae sint ejusdem problematis constructiones, quarum altera 
paucioribus, altera simplicioribus lineis utatur, posterior praefe- 
renda plerumque est} malim enim profecto decem describere cir- 
culos, quam conchoeidem unam, cum re accurate considerata ad 
descriptionem conchoeidis infinitis circulis, id est motu circuli in- 
tegri per spatium, opus sit, cujus infinita vestigia pro totidem de- 
scriptis circulis haberi possunt. Hinc patet, non esse utendum 
linea superiore ad problema inferius, nisi ea linea superior jam 
tum adsit sive quod data sit in problemate, sive quod aliaex causa 
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describenda fuerit. Exempli causa, si quaestio sit de ratione in- 
veniendi punctum flexus contrarii in conchoeide, constat probleroa 
sua nalura esse solidum, sive sectionibus conicis efficiendum ; quia 
tameü omnia problemala inferiora lineis superioribus solvi possunt« 
ideo rectius solvetur per conchoeidem datam et circulum; satius 
eoim conchoeide jam descripta uti, quam novam curvam conicam 
describere. 

Ex bis intelligi potest, regulas con$tructionum el^gantium 
easdem esse cum praeceptis parsimoniae ex arte oeconomica pe- 
titis, ne scilicet inutilibus utamur, aut ne quibusdam utilibus in 
uostra potestate sitis non utamur. Unde intelligilur data omnia 
minutim examinanda, ut appareat quid inde erui possit in rem no- 
stram; datae autem sunt tum figurae sive lineae, tum quantitates 
sive yalores quaesitarum linearum earumve potestatum. In datis 
lineis utique mutari potest nibii ; sed quoniam constat, ad eandem 
lineam quaesitam dati valoris varüs modis posse deveniri, pro vario 
datarum linearum usu, ideo quaeritur electio modi cujusdam prae 
caeteris facilis atque elegantis, id est valor simplicior dato factus 
ex dato linearum datarum facili in alias transmutatione. Sed quo- 
niam ad ista non ante veniendum est, quam valor linearum pure 
habeatur, et vero saepe non ipsius lineae, sed potestatis ejus pote- 
statumve diversarum aggregati valor habetur, ideo aequationis inde 
natae quaerendae sunt radices id est valores unus plure«ve, qui 
lineae quaesitae tribuendi sunt ut aequationi datae respondere pos- 
sit, iisque valoribus inventis, tum demum de ratione cogitandum 
est, qua reddi queant simplices. Verum quia saepe valores linea- 
rum quaesitarum puri per calculum exacte haberi non possunt, 
Geometria succurrit defectui Analyseos, et quod ista nominare non 
potest, eificit interseclione quarundam linearum. Hinc apparet, duo 
esae summa genera constructionum in Geometria, quemadmodum 
duo sunt genera operationum in Arithmetica : Algoritbmum 
quem vocant quatuor specierum (qui additionem, subtractio- 
nem, multiplicationem, divisionem el herum combinationes varias 
complectitur) et Extractionem Radicum. Nam si sitx n a — b 

bc 
^ — +d + V^d' P^^^^ ^^ habendam x additione quatuor quantita- 

tum, subtractione unius b, muitiplicatione ipsius b per c et divi- 
sione producti per a, ac denique radice ex da opus esse« Quae 
ul quam compendiosissime fiant, variae artes tum ab ips call- 
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tulo, tum a Geometria suppeditantur : a calculo, ut si ad- 

denda sint la+2a-|-da+4a-^5a n x, ponendo uumeram lermioo- 

ad' 4- da 
mm 5 n d et proxime majorem 6 n d+ 1, fiel summa — 5 — n x 

seu 15a; a Geometria, utsiaddenda sint b^ + c^ tantumrectae 
b extreme uno altera c normaliter imponator, punctisque reii- 
quis duobus extremis alterius cujusdam lineae ductu, erit hujus 
lineae quadratum aequale duorum quadratorum datorum smnmae: 
quam sane praxin non calculus, sed Geomelriae pars a calcolo in- 
depetidens docet, sed artis foret. Ex quo intelligi potest , Geome- 
triam, quanquam calculo Algebraico subordinata si( scientia, suam 
tamen quandam peculiarem analysin habere, qua theoremala ipsi 
propria demonstrentur, et constructiones ultimae, calculo quanlum 
licet contracto, tandem in lineis ef6cianlur. 

Hanc Analysin Geometriae propriam videntur agnovisse nc 
tenuisse Yeteres, cum in eorum scriptis agnoscere mihi videor fe- 
stigia quaedam, Algebrae praeterquam ubi de numeris agebatnr 
nuUa. Et verö quas ilii hac arte detexere propositioues , nisi du- 
dum haberemus, aegre quibus nunc utimur methodis invenirerous. 
Ejus artis prima iineamenta mihi videor assecutus rationeraque re- 
perisse, qua inventis symbolis aptis constitutisque principiis qui- 
busdam caetera quadam calculi imitatione fieri possint, ne lineas ima- 
ginatione persequi necesse sit, quod nescio an habuerint Veteres. In- 
telligo, Clarissimum Aleaumium, Vietae aequalem, peculiarem quandam 
sibi fecisse characteristicam, qua amici ab eo mira praestari agnos- 
cebant, sed cujus post ejus mortem vestigia superruere nulla. 

Ego cum Ettclidis elementa nuper attente legerem, quod fa- 
teor a me fieri perraro, aut potius si de integro libro quaestio sit, 
factum hactenus nunquam, tria esse vidi propositionum genera: 
aut enim ex calculo pendent, quales sunt quae de rationibusafc 
eo demonstrantur, ac de quadratis, atque incommensurabiübuB 
nonnullae; aut ex linearum ductu, quales sunt quae prioribus libria 
habenlur pleraeque, de angulis, de perpendicularibus, de paralküa; 
aliae denique ex utrisque subsidiis inter se juuctis. Hae propo* 
sitiones aut tbeoremata aut problemata sunt. Theorematum ele- 
gantium calculi pariler ac Geometriae haec est natura, ut noo 
possint nisi casu inveniri, nisi quis omnes ordine combinationes 
notionum (delectu tamen aliquo fateor habito quod peculiaris qao- 
que artiflcii est) instituere velit, quo facto eum in tbeoremata in- 
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sigilia OBunia incidere necesse est; at Problematum diversa est ra* 
tio, dato enim problemate desideratur ars quaedam solvendi certa, 
ita ut semper in aostra potestate sit exitum reperire; sin minus, 
oota est scientiae imperfectae. Animadverti autem, multa pro- 
blematum calculi genera esse in nostra potestate, at proble- 
matum Geometriae purae nuUa: nam exempli causa problema iilud 
simplicissimum, rectam lineam invenire cujus quadratum datarum 
duarum linearuro rectarum quadratis sit aequale, quis solveret 
quaeso, nisi tbeorema Pythagoreum jam extaret? Unde intelligitur, 
horum aliorumque muitorum Geometriae purae problematum solu- 
tionem non arti ac metbodo, sed memoriae nostrae deberi, Vete- 
mm autem ingenio ac felicilati; nam forte nee Ulis metbodus fnit. 
Ingenium 4iutem et felicitatem jugenda esse constat, quando metbodus 
deest; metbodus enim bominem niediocrem, quantum adexituscer- 
tiludiAem, aequat ingeniöse qui de suo invenire possit, aut experto qui 
memma ab aliis inventorum polieat, elsi tempore semper distinguan- 
tor, quod inexercitatus ac bebes, sed raetbodo instructus sibi majus 
suo quodam jure postulat. Fatendum est ergo , Analysin Geome- 
triae bactenus perfectam non esse, cum sinl problemata quorum 
soiutio non nisi per synibesin babeiur. Fortasse nulla sunt pro- 
blemata (de iis semper ioquor, quae possunt aequatioiie compre- 
hendi) quae ex iis quae per syntbesin babentur in Geometria pura, 
accedente Analyst calculi, solvi non possint; sed eiegantissimas 
omnium. constructiones eligere ex calculo dato, res est non nisi 
ab Ula quam supra teligi arte symbolica, Geometriae peculiari, 
expectanda. 

Hoc loco vero Symbolicam illam novam non attingemus, cum 
peculiaris sit operae speculatio, nee valores calculo invenire nee 
inventos contrabere docebimus : sed unum nunc explicabimus, quo- 
modo radices aequationum, etiamsi analytice extrabi non possint, 
Geometrica construclione commode deliniantur, ejusque artis spe- 
cialen dabimus, prodita metbodo generali construendi problema 
solidum quodlibet utcunque aH'ectum sectione conica data circuloque 
invento, quam eo pluris faciendam arbitror, quo rariore connubto 
universalitatem junxit elegantiae ac brevilati. 

Quaerimus Constructionem Aequationis solidae cujuscunque 
ope sectiouis conicae cujuscunque et circuli. Quaeritur ergo linea, 
quae siraul ad sectionem conicam indefinitam et circulum ordinata 
esse possit, ac proinde duos babeat valores duabus aequationibus 
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duas easdem incognitas habentibus seu duobus locis eipressos; 
unde una denique unius iiicognitae fiat aequatio, simüis datae, cum 
singuli termioi, singulis terminis aequationis datae coUati, definiaot 
totidem lineas arbitrarias in locis exprimendis assamtas. Unde 
inlelligitur, utile esse multipücare numerum linearum arbitrariarum 
quoad ejus fieri commode polest, nam si quae post omnes aeqoa- 
tiones collatitias resolutas supersint, poterunt a nobis definiri pro 
arbitrio ; unde apparent modi infiniti consiruendi problema idem 
formula eadem*, ex quibus elegantiores eligi possunL Vi autem 
lineae arbilrariae multiplicentur, locus ad Conicam circulumve as- 
snmendus ille est, qui plurimas lineas recipit. 

Quemadmodum inter multa ad eandem curvam loca quidam 
est simplicissimus, ita vidssim alius omnium maxime compositus 
habetur; quemadmodum autem ille ad naturam curvae concipien- 
dam, demonstrandas proprietates, inveniendasque dimensiones, i(a 
alter ad problematum constructionem utilior haben debet. Lineae 
conicae simpUcissimus locus hac ni fallor aequatione liniversali, 

conicis omnibus communi, exprimitur: 2ax =t — x' n y^ positoa 

latere recto, q transverso. Omissa Parabola, Hyperbolae atqiie 

EUipsis communis aequatio simplicissima haec est: a^=l^ — x'^y^ 

et circuli: a' — x' n y^ Compositus maxime locus ad sectionem 

conicam tali aequatione exprimitur: =t — x^+bx+ca n y^+dy, cai 

respondet talis aequatio ad circulum : 

— ^x*+cx+Öa n y'+iy- 
Facile autem cuivis Analytices perito ex ipso harum aequatioiium 
intuitu palet, nullas alias magis compositas ad sectioiiem conicam 
circulumve esse in natura rerum, cum harum qutdem omnia loca 
sint completa, et ad gradus altiores ascendere. non liceat. Tantum 
ergo peculiaris herum locorum descriptio determinatioque exhibenda 
est, ut ipsarum x et y pariter ac caeterarum b, c, d situs co- 
gnoscatur 

Hoc autem via analyseos regia sie obtinebitur, si aequatio 
composita data reducatur ad simplicissimam; duos enim terminoa 
dy et ca tollere in nostra polestate est, quia duas eliam incog^ 
nitas pro arbitrio explicare possuinus, nempe x et y. Quod ideo 
monere volui, quia viam aperit universalem ad loca altiorum etiam 



cufvurum examinanda. Flac enim arte facile inlelligi potest, quae 
loca )M>ftsiiU esse ad eandein curvam quoruni scilicet unus ex alio 
fieri poleat; unde nieUioilus apparet exhihendi loca curvarum altio* 
ris eujusdam gradua simplicisaima, unde certus quoque earuin nu- 
meriis iniiotescel. Cadeio methodo aperitur via ad invesiigandoa 
iBodos describendi curvam datam: saiie enim Bnitus est numerus 
locorum, si rectae incognitae x et y parailelae inter se intelligantur. 
Sed quoniam varios alios earum situs comminisei licet, ut si in 
Trianguiumcoeant circa focos quosdam rolalile, ul fit cum £lltp- 
sis aut Hyperliola ex focis quibusdam describilur, hinc fit ut iofi- 
nita possint inieJtigi ioca ad eandem curvam, quorum tarnen ple- 
raque ad con«tinic(iones firoblematum inepta sunt» ubi duabus cur- 
vis sese intersecantibus necesse est y incognitas non tantum ubi- 
que easdem, sed et x inter se parallelas esse, et coincidere y, vel 
cofitra. Est et aiia Jocorum per aliscissas ordinatasq^e explicato- 
mm praerogativa, ut ad dimensiones inveniendas utilia sint. 

Reliqua tarnen luca ad descriptiones* curvarum organicas usui 
esse possuflt, puncta enim curvae cujusdam datae non tantum re- 
lalione ad quandam diiectricem per perpendiculares sive ordinatas, 
sed et relalione reciarum ad certa quaedam puncta ductarum de- 
signari possuni : quae sane eipressio longe priore simplicior «st, 
cum nou nisi una saepe ordiuata opus habeaL Data jam curva 
punctum quoddam unum plurave invenire, ad quod omnia curvae 
puncta relalionero halieant adeo simpiicem, ut una incognita ex- 
primi possit, probiema credo fueril supra vires humanäs, nisi Syn- 
thesis succurrat Analysi laboranti, nimirum quod supra dixi Theo- 
remata elegantia vi quadam subita eruere non est in nostra pote- 
siate, sed si per combiuätiones idearum minutim procedas, ipsa 
sese ordine oilerunt meditanti. £rgo primum cogitabimus, si una 
recia a quolibet curvae puncto ad idem punctum duci possit, eam 
esae circuiarero; si a quolibet curvae puncto ad duo quaedam 
puncta rectarum ductarum summa vel difl'erentia sit cuidam rectae 
datae aequaiis, lineam esse Ellipsin vel Hyperbolam; si a quolibet 
curvae puncto dato duae ductae iineae brevissimae, altera ad pun- 
ctum quoddam, altera ad rectani quandam, sint inter se aequaies, 
curvam fore Paraboiau). Unde sumtis jam pluribus punctis, aliae 
posaunt eombinationes institui, quibus ordine orones curvas Geo^ 
metricas exhiberi posse non est dubitandum; idque ad Geomelriae 
perfectionem plane necessarium est, ut babealur ratio oninium com- 

Yll. 17 
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modissiroa describendi oirvam. Quo perfecio de caeteris descrn 
bendi modis infiiiitis non eril laborandum, Disi si qui pecuUareB 
quosdam usus habere possint. Quales sunt describendi rationes 
eccentricae, quibus portiones curvarum longissiine a centro focove 
distanles exiguis tamen machinis perfiri possint, quäle quiddam in 
circuli spbaeraeve porüonum eccenlrica iornatione habetur, et mt- 
mini Johaunem Ottiiim, Analyseos peritissimum, siniile quiddam 
Dobis in £Uip8i,*Hyperbola et Parabola proniittere, quoii adaitiores 
curvas generah melhodo produci posse non dul)ito. Mihi remcon* 
sideranti, aptissimus ei usui videtur conus; habtla eniai exigua 
trianguli porlione suffiriente, eiiaai coni sufficiens portio det»cribi 
potest, ex quo secari polest portio * curvae , utcunque focus ^us 
longissime absil; idem ad circulum traduci potest, quia circuius ei 
cono aiiter eliam quam parallele ad axem secari potest, cum sei- 
licet subconl/aria quam vocant Sectio est Porro cunv eadem Sec- 
tio aliquando ex pluribus possit secari coni«, eligendus est com- 
modis&imus in rem uostram. Addenda sunt in eam rem quae 
Hookius de descriptione eccenlrica superliciei sphaerica« explicuil; 
item quam Wrennus invenit admirabilem Hyperbolae proprieti^ein, 
ostendit enim in Conoeidis Hyperbolici superfioie intinilas daei 
posse rectas, idque ad ejus descriptionem applicoil; denaonstraüo- 
nem dedil Wailisius iibro de IViotu. Caeterum videndum est, pos- 
sitne reperiri Conoeidis genus, ex quo omnes aut certe pliurimae 
seeundi generis curvae secari possint. Et credibile est, ex triam 
Gonoeidum, Parabolici, Hyperbolici, Ctliptici, sectiomfms omnes 
curvas seeundi gradus efSci posse. Addo, quemadmodum ex cono 
secari potest non lanlum Parabola, fiUipsis, sed et recta et circu- 
ius, ita ex Conoeide quodam alliore, ul Hyperboiico, forte inleno- 
res quoque lineas, ut ipsas conicas, imo et reciam circulumque 
posse secari, uti de recta id Wrennus oslendil. Haec uiique oon 
sunt usQ vacua ; neque enim despero posse aliquando sectiones co* 
nicas, imo et conoeidicas mechanismis quibusdam tulerabilibus ei- 
hiberi quantum satis est ad sphaericorum vitrorum specuiommve 
eieclus repraesentaodos. 

Sed redeundua^ est ex diverticulo in viam, a locis ad de- 
soriptionem utilibus ad loca construotionibus apttora. Dixi locum 
ad sectionem conicam maxime compositum reduci posse ad sim- 
plidssimum arte analytica tolieudi lerminos duos dy et ca. Seä 
hoc quidem necesse non est, nunc quidem, quoniam jam habetur 
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d08pri|*tio loci ad seciionem conicam, «eque «im^licis^ifii heqne 
composilishinii, ad quem nosler nullo negolio reducilur; id 
vero est: 

^~-tZ^ + ^z n v2 + :3v n ad seclionem conicam indefinham, 

et — w2-f 3w 1 1 y2 -f ^y n ad circulum. 

Quarum descriptio haec est: Sil secllöms conicae dalae cen- 
trum H, Axis seu latus Iransversum primarium duos vertices oppo- 
sitos ronjunf^ens ABC. Centro eodem B rectangulum DEFG 
sectioni conicae inscri batur, i(a scilicet ut aliqaod ejus 
latus DE axi AC parallelum sit et anguH quatuor D,E,F, G in iu- 
sam lineam terminentur. Sumto jam quolihet in linea puncto ut 
H, si perpendicuiaris inde in rectam DE, productam si opus est, 
demitlatur, nempe HL, eril rectangulun» ÜLE ad rectangulum MLH, 
ut sectionis conicae latus rectum RS ad ejusdeni latus transversum 
AC. Quod incirculo Og. Hl, EKipßi fig. 32, Hyperbola flg. 33, Pa- 
rabola ^^. 34 non minus quam in ipsa rei la fig. 35 verum esse 
constabit examin^inti; demon^tr^tionem enim generalem quae pro- 
lixiuscula est, nunc quidam afferre alienum est ab instrtulo prae- 
senti. Tantum in circulo consideranduHo est, quoniam latus rectum 
et transversum aequalia sunt, eliam haec duo rectangula aequari, 
cfiiod et in cer(a llyperbolae specie, quam circularem appdlare 
possis, in qua scilicet latus rectum transverso sive axi aequatur,* 
verum est; adde et in anguio rectilineo ERF, qui et ipse seclio 
superftciei conicae censeri potesi, quando recius est. In Hyperbola 
consideraiidum est harnioniae causa duas oppositas sectiones pro 
una figura babendas, cujus aliquod cenlrum H cogitari potest, non 
minus ac Ellipseos vel Circuli, etsi in hisoppositae portiones con- 
currant an lineam in se redeuntem, quae in Hyperbola anguloque 
rectilineo divergunt. Angulus autem rectilineus eo tantum ab Hy- 
perbola differre infelligi potest, quod latus ejus rectum transver- 
»umque sunt infinite parva, et puncta R, S,A,B, C concidunt. At 
Parabola considerari polest quantum in rem praesentem vdut Hy- ' 
perbola, sed cujus centrum et seclio opposita sint allerius mundi, 
id est infinite distent abhinc; neque enimaliter Parabola ab Hy- 
perbola differt, quam quod latus illius transversum est infinitum; 
etsi ergo puncta B, C, D,(i in Parabola exhiberi non possunt, nee 
linea DG vel AC duci queat, calculus tamen nihilo secius procedit. 

17* 
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In fiß. 35. EN« n — RN^; erit ergo EN n RNV— , et LM seu 2EN 
erit 2 RNJ^, et DE n 2RN. Esto jam ELnx, erit HLn 

q 

x^5^jAsive erit HL n x^— . Reclaogulum DLE erit n 2RN+x,-i 
RIN^ q q 

sive 2RNx + x^; reclangulum vero MHL erit n 2RNV— f xV— »^^ 
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xyl — sive 2RNx— + x^ — ; erit ergo Rectangulum DLE ad re- 

^ q q q 

ctangulum MHL ui q ad a. 
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SPECIMEN GEOMETRIAE LUCIFERAE. 

Saepe notatum est a viris acri judiqio praeditis, Geometras 
verissima quidem et certissima tradere, eaque ita confirmare ut as- 
sensus negari nun possit, sed düd satis iliustrare animum, neque 
fonles inveiflendi aperire, dum leclor se captuni quidem et coa- 
strictum sentit^ capere autem non satis potest*, quomodo incideril 
in*has casses, quae res factt ut homines Geometrarum demonslia- 
tioaes magis admirentur quam inteiligant, nee satis ex illis perci- 
piaut fructus ad iutellectus emendationem, in aliis quoque disci- 
plinis profuturam, quae tarnen mihi potissima videtur demonstrationuni 
Hathemalicarum utilitas. Cum igitur de his rebus saepe medilaiili 
plurima inciderint, quae ad reddendas causas fontesque recluüendos 
facere videntnr, eorum specimen piacet exscribere familiari sermoue 
ac iiberiori structura, prout nunc in nientem venit, se?eriore iila 
exponendi ratione in aliud tempus servata. 

Utuntur vel uti possunt Geometrae variis notionibus aliunde 
sumtis, nempe de eodem et diverso seu de coincidente et noncoio* 
cidente, de eo quod inest vel non inest, de determinato et indetermi- 
nato, de congruo et incongruo, de simili et dissimili, de toto et parle, 
de aequali, majori et minori, de continuo aut inlerrupto , de mula- 
tione, ac denique quod ipsis proprium est de situ et extensione. 
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Doctrioa de coincidente aut non coincidente e8t ipsa doctrina 
logica de forhiis syllogisroorum. Hinc &jamiinus quod quae coinci- 
dant eidem tertio coinoiduni inter. se; si duorum coincidentium 
unum ierüo non coincidat, nee alterum ei coincidere. ItaGeome- 
tra ostendit, punctum quo duo diametri circuli (id est rectae cir- 
culum secantes in duas partes congnias) se secant, coincidere cum 
puncto, quo duae aliae diametri ejusdem circuli se secant. Vid. 
ßg. 36. 

Doctrinae de eo quod inest alteri, partem aliquam etiam de- 
monstrationibus compiexus est Aristoteles in prioribus Analyticis, 
notavit enim praedicatum inesse subjecto, scilicet notionem praedj- 
cati iiotioni subjecti, quanquam etiam contra individua subjecti in- 
sint individuis praedicati. Et plura adbuc demonstrari possint uni- 
versalia de continente et contento seu inexistente, utilia futura 
(am in Logicis quam (reometricis. Quorum et specimen dedi, ubi 
demonstravi, si A sit in B et B sit in C, etiam A esse in C fig. 
37; item si A sit in L et B sit in L, etiam compositum ex A et 
B-fore in L fig. 38; item si A sit in B, et B sit in A, coincidere 
A et B fig B9. Prohlemata etiam solvi, ut plura invenire numero 
qaotcunque talia ut nibil ex ipsis componi possit novum, quod fit 
»i ea continue in se invicem insint, ut si A sit in B et B in C et 
C in D etc. nibil ex bis componi potest novum; quod et aliis mo- 

dis praestari potest, ut si sint quinque A,B,C, D,E, et A(+)B coin- 

cidat C, et A sit in D, et denique B(+)D coincidat E, tunc nibil 
ex iis componi potest novi, utcunque combinenlur. Unde etiam 
ostendo, quomodo plura dati numeri quoad coincideutiam et inexi- 
stentiam sese habere debeant, ut inde institui possint combinationes 
utiles ad componendum aliquid novura. Et in bis versatur pars 
Scientiae Combiuatoriae generalis de formulis universe acceptis, cui 
non Geometriam tantum, sed et Logisticam seu Malhesin unirersa- 
lem de Magniludinibus et Ralionibus in genere tractantem subor- 
dinari alias ostensum est. 

Sequitur doctrina de determinato et indeterminato, quando scili- 
cet ex quibusdam datis quaesitum ita circumscriptum est, ut nonnisi 
unicum reperiri possit, quod bis conditionibus satisfaciat. Daturet 
semideterminatum, cum non quidem unicum, sed plura, certi tamen 
numeri seu numero finita exbiberi possunt, quae satisfaciunt. Sic 
datis duobus punctis A, B determinata est recta AB (fig.* 40) seu 
▼ia minima ab uno ad aliud ; sed si in piano quaeratur punctum C, 
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cujus d(stantiae a punctis A et B ' daiis »int -magtHludinis dafac, 
p^oblema est semidelerminatum, nam duo puncta in eodem piano 
reperiri possunt, iK'mpe C et (C) quae*$atisfaciunt quaesito. At 
non nisi unicus reperiri potest cireiilus cujus circumferenti» per 
data tria puncta A,B,C Iranseat. Et proinde si duo circuli sirtt 
propositi, et inter ratiocinandum reperiatur, unumquemque eorum 
per trra proposita puncta transire, certuni est circuios nomine le- 
nus duos revera esse unum eundenique seu coincidere. Utruiti 
putem conditiones datae sint determinantes, ex ipsismet cognosci 
potest, quando lales sunt, ut rei quaesitae generationem sive pro- 
ductionern contineant , vel saltem ejus possibilitatem demnnstrent, 
et inter generanduna vei demonstrandum semj)er procedalur modn 
delerminato, ita ut nihil uspiam relinquatur arbilrio sive eiectioni. 
Si enini ita procedendo nibilominus ad rei generationem vel pos- 
sibilitaiis ejus demouslrationem perveniatur, certum est problema 
esse penilus determinatum. 

Hinc porro multa insignia Axiomata maximique usus deduxi, 
quae tarnen non satis video observata. Ex bis potissimum est, 
quod delerminantia pro determinato aliud rnrsus delerininanle, in 
hac nova determinatione possunt substitui, determinativ nc hac salvü. 
Sic si rectam indefinitam per duo puncta A et ß (dg. 41) Irans- 
eunlem dicamus esse locum omnium punctorum determinate se 
habentium ad A et B seu sui ad A et B situs unicorum, demonstro 
'inde duobus aliis punctis in eadem recta sumtis ut C et A (faci- 
litatis nunc et hrevitatis causa unum ex duobus prioribus hie rur- 
sus assumando) etiam eandem rectam ad haec duo puncla C el 
A esse determinatam, seu quodlibet punctum in eadem recta' esse 
sui Situs unlcum ad A et C. Demonstratio est talis: sIt recta per 
A et B, cujus punctum quodcunque ut L est sui ad A et B situs 
unicum, ita ut non possit adhuc aliud punctum inveniri eodem 
modo se habens ad A et B (quod est proprietas rectae), seu A.B.L. 
un. (sie enim scribere soleo determinationem) sumaturque in eadem 
recta aliud punctum C, dico quodlibet punctum rectae, ut L, etiam 
esse sui silus unicum ad A et C, seu A.CLun. Nam A. B.L.un. 
(ex hypO et A. B.C.un. (quia C est in recta per A, B); jam in de- 
terminatione posteriore tollatur B ope deterininalionis prioris, pro 
B substiluendo A, L (per hoc praesens axioma, quia B determi- 
.natur ex A.L); itaque iu posteriori determinatione pro A.B.C. 
bsitkebimus A.A^L.C. un. Sed repetitio ifsius A llip es^. inutilis, 



seo si A. A.L.C. est un., etiam A.L.C est un. seu L est sui situs 
uiiicwii ad A et C, quod demonstrandum proponebatur. 

Unde videmus ex hoc exemplo nasci novum gt^niis calculi 
haetenus a nemine morlalium usurpati quem non ingrediuntur ma- 
gBitudines, sed puDcta, et ubi calculus non fit per aequationes, sed 
per determinationes seu eongruitates et coinridentias. Determina- 
tio enim resolvi polest ope congruitatisin coincldentiam hoc modo: 
A. B.L. un. id est si situs A.B.L congruat cum situ A.B.Y, coin- 
cident L et Y. Soleo autem coincldentiam notare tali signo oo, 
et congruitatem tantum tati signo x) . Et proinde A. B. L un. idem 
valet quod propositio condttionaiis sequens: Si sit A.B. LxA.B. Y, 
erit LooY, ubi üteram Y adhibeo pro punelo indefinito , ad imita- 
tionem Algebraistarum quibus ultimae h'terae, ut x,y, significare 
solent magniludines indefinitas. Nam quodounque punctum assu- 
mas, ut Y, quod eodem modo se habeat ad puucta A et B, quo 
L se habet ad pimeta A et B, id necesse est coincidere ipsi L, 
posito sciliceL siium L ad A et B esse unicum, seu L esse in recta 
transeunte per A et B. 

Transeamus igitur ad explicandas eongruitates. Congrua 
sunt, quae nullo modo discerni possunt, si per se spectentur, ut 
in fig. 40 iriangiila duo ABC et AB(C) quorum unum nihil prohi- 
bel alteri applicari, ut coincidant. Sola igitur nunc posilione dis- 
cernnntur seu i-elatione ad aliquod aliud jam pogitione datum , ut 
aliquo puncto L dato fieri polest, ut ABC aliter se habeat ad L, 
yuam AB(C) se habet ad L, verbi gratia si L sit propius ipsi C 
quam ipsi (C)» JNecesse est tamen, ut aliud L inveniri possit, quod 
eodem modo se habeat ad AB(C) quo L se habet ad ABC, ita ut 
congrua sint ABCL et AB(C)(L), alioqui si lale quid iiferi non pos- 
set pro AH(C) quod iieri potest pro ABC (ita ut non posset (L) 
inveniri pro illo, ut L pro hoc), eo ipso discerni possent ABC et 
AB(C) seu non ft»rent congrua. Et hoc ipsum est maximi mo- 
menli axioma, ut si duo sint congrua ABC et AB(C) et aliquid re- 
perialur L se certo modo se habens ad unum ABC, etiam aliquid 
delur .seu possibile sit (L) quod eodem modo se habeat ad alterum 
AB(C). Desigtto autem ita (fig. 42) A.B. CooL.M. N, quod sigm- 
ficat eodem modo inier ae sita esse iria puncta A,B,C, quo tria 
puncta L,M,N. Hoc autem intelligendum est respeclive secundum 
ordiiiem praeseriplum, ut scilicet cum congruere seu coincidere seu 
sibi appUcari posse inteüiguniur.A.B.C et L.M.N, coincidat Aipai 
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L, et B ipsi M, et C ipsi N. Hinc si sit A. B. C vO L. M. N, sequiiui' 
etiam A. B x) L. M, et ita in caeteris. Al vero ut colligamuii 
A.B. C jdL.M.N, opus est prius probari A.BioL.H ei A. Cx L.N 
et B.Gx)M.N, tum demum enim licebit secure coinponendo dicere 
A.B.CxL. M.N. Ita videmus (fig.43) licet triangula ABC ei LMM 
duo Jatera aequalia habeant, AB ipsi LM et AC ipsi LN, tamea 
quia tertia aequalia noii babeiit, BC et MN, noo esse congrua. 
Quomodo autem in Universum congruitas combinationum gradus 
altioris possit coUigi ex congruitalibus combinationun) gradus infe- 
rioris, et quod non opus sit oninibus ternionibus ad inveniendain 
congruitatem quaternionis, sed tribus tantum, et ad colligendam 
congruitatem quinionum, quinque ternionibus; senionum, septem 
ternionibus, et ila porro in infinilum, infra apparebit, ciim de si- 
miJitudinibus dicemus. 

Patet autem quoque generaliter ex respective congruis omnibus 
combinalionibus unius gradus semper colligi posse congruas esse 
omnes combinationes alterius gradus, verbi gratia ex omnibus bi- 
nionibus omnes terniones, quia ex omnibus combinationibus unius 
gradus, verbi gratia ex omnibus binionibus qualuor rerum con- 
gruis, colligi potest ipsa quatuor rerum combinaüo totalis seu 
quaternio A.B. CD congrua cum L. M.N.P. Jam ex congruitate 
combinationum totalium sequitur quaelibet conibioatio inferior seo 
quaevis ternio respondenti congrua, ergo ex omnibus binionibus 
omnes terniones. 

Discimus ex bis insigne discrimeu congruitatum a coincideDliis 
et inexistenliis seu comprehensionibus. Nam (fig. 44) si recta AB coin- 
cidat cum recta LM, et simul recta AC coincidat cum LN, etiam recta 
BC coincidet cum recta MN. Eo ipso dum coincidunl AB et LM, 
coinciduut etiam puncta A cum L, et B cum M ; et eo ipso dum 
coincidunt AC et LN, coincidet etiam punctum C cum puncto N; 
cum ergo puncta A,B, C ipsis L, M,N respective coincidant, adeo- 
que B,C cum L,M, etiam rectae BC et MN coincident. Ex natura 
rectae quoad inexistenlias alibi ostendi, si A insit .ip3i Ly et B ipsi 
M, etiam A(t)B inesse ipsi L(+)M, et si A(+)B insit ipsi L(+)M, 

et A(+)C ipsi L(^)N, etiam A(+)B0C inesstj ipsi L(t)M(+)N, quem 
argumentandi modum in congruitalibus et similitudinibus imitari 
non licet. 

Ex bis jam quae dixinms de discrimine inter eoincidentias et 
congruitates, ratio porro profluit, cur congrua siiit triangula AfiO 



MI5 

el (L)(M)(N)(fig.44), si latera AB et (L)(M) itemque AC et (L)(N) 
GOügrua sint, lioet de tertiis AG et (M)(N) nuUa fiat inentio, modo 
»nguli ad A et (L) congrui sint. Nam si recta (L)(M) sit congrua 
reetae AB, et recta (L)(N) rectae AC, et aogulus quoque »d (L) angulo 
ad A, tunc posaunt rectae (L)(M) et (L)(N) iransferri id AB et AC, 
saivo suo situ, adeoque (L)(M)(N) potesl applicari ad ABC, ila ut 
coincidaut AB el LM, item AC et LN; ergo ex natura coincidentiae 
coincident eliam BC et MN; itaque si tarn rectae comprehendentes 
quam anguli earum sint congrui, etiam hases erunt congruae, to- 
tumque adeo triangulum triangulo. 

Et ex hoc ipso exemplo insigne hoc Axioma magnique usus 
illustrari polest: (|uae ex congruis eodem modo determinantur« ea 
sunt congrua. Sic quia generaliter ex duabus rectis magnitudine 
datis, et angulo eorum positione et magnitudine dato, determina- 
tum seu positione dalum est triangulum, hiuc si duo sint triangnla 
ABC, (L)(M)(iN) data, habenlia crura AB cum (L)(M), et AC cum 
(L) N) congrua, itemque angulum quem comprehendunt congruum, 
angulum A angulo (L), congrua erunt triangula ipsa. Similiter 
quja ex tribus rectis magnitudine datis, irianguli eliam anguli ma- 
gnitudine dali sunt, adeoque omnia determinata sunt, quae diversa 
coogrueniiam tmpediunt; binc si duo triangula tres rectas habeant 
respeclive aequales, ac proinde congruas (reciae enim aequales 
congruae sunt), ipsa triangula congrua erunt. Ethaec attentius conside- 
rata deprehendeturcoinciderecum methodo superposilionumEuciidea. 

Sunt et alia axiomala huc pertinentia, ut quae congrua sunt 
eidem, congrua sunt inter se; et quae congrua sunt inter se, eorum 
unum si lertio incongnium sit, etiam alterum terlio incongruum 
erit, quae tarnen corollaria sunt tantum axiomaium de eodem et 
diverso. In iis enim quae congrua sunt, omnia eadem sunt, prae- 
ter positionem, ita ut solo differant numero. Et in Universum 
quiequid de uno congruorum fieri dicive polest, iil de aitero quo- 
que fieri potest et dici, hoc uno excepto, quod ea quae in uno ad- 
hibentur, numero dißerunt seu positione ab iis quae in alio adhi- 
bentur. Ita congruere intelligemus non tantum duas ulnas seu 
duos pedes, sed et duas libras, abstracto sumlas, duas horas, duos 
aequales gradus velocilatis. Notandum est etiam si duorum corpo- 
rum amhitus congrui sint, eliam ipsa corpora esse . congrua , quia 
si termtni actu cougruant seu coincidanl, etiam corpora coincident. 
At Don nec^se est superficies el lineas coincidere- aut -congruas 



esse, quarum extrema coiiicidunt aut congrua sunt, llhid ta- 
rnen in Universum dici potest, duo exteiisa coinddere aut o»n* 
grua e8se, si coincidant aut congrua sint ea in ipso quae ab 
externo attingi possunt, seu ipsi cum exlernopossunt esse comnu- 
nia. Hinc superficies et lineae cum ubique ab externo attingi 
possint, non vero solida, terminos earum congruos esse aut 
coincidenles non sufficit. In genere autem ea est natura spalii, 
extensi (adeoque et corporis quatenus nihil aliud quam spatium 
adesse in eo concipitur), ul in internis sit ubique congruum et in- 
discernibile (ut si in media aqua agam aut in mediis ten«bris pal^ 
peni nee quic(iuam ofTendam) lantumque per ea discerni possit, 
quae ab externo attingi possunt, seu ipsi cum aiio (cum quo nol- 
lam licet partem communem habet) communia sunt. Hinc quoqoe 
si duae superficies reperianiur uniformes aut Jineae, extremis con- 
gruis aut etiam aclu congruentibus , ipsae congruae erunt Tel 
aclu coincident. 

Ex congruis oriuntur aequalia. Nempe quae congrua sunt, 
aut iransformatione si opus sit congrua reddi possunt, ea dicuntur 
aequalia. Sic in fig. 45 triangula BAD, BCD, BCE, BFC sunt con- 
grua, ideoque aequalia; quia et triangulum EBD aequale est qua- 
dralo ABCD, licet enim congrua non sinl triangulum et quadinitum, 
tarnen lioc casu ex triangulo transpositione partium fieri pol<*st 
quadratum priori congruum, nam si trianguli EBD unam partem 
BCD ir^msferas in congruam BFE, manente altera parte ECB, tuncex 
BFE et ECB fit quadratum BCEF congruum quadrato ABCD. So- 
lemus autem aequalitatem designare signo »=, hoc est A=B sign!- 
ficat A et B esse aequalia. 

Aequalia etiam dici possunt quorum eadem est magnitudo. 
At magnitudo est atliibutum quoddam rerum, cujus certa species 
nulla definitione potest determinari nullisque certis notionibus, sed 
opus est fixa quadam mensura quam liceat consulere, et proiode 
si Dens Universum orbem cum omnibus partibus proportione eadeo 
servata redderet majorem, nullum esset principium id uotandi. 
Una tamen re fixa sumta^ lanquam mensura, hujus applicatione ad 
alias res adhibitisque repetitionum numeris magnitudo quoque alia- 
rum cognosci polest. Atque ita magnitudo determinatur per no- 
meriim partium, quae inter se sunt aequales, vel certa quadam 
regula tnaequales. ' Et licet al^qua res sit incommensurabilis re- 
speetu mensurae vel respectu- remm, quibus menrana repetita 



exaote congruii, tarnen continiiata in infinitum suEtractione 
quoties fiein potest rei ex mensura vel mensuiae ex re, residiiique 
ex eo quod sublractum est, tunc ex progressione numerorum re- 
pelitiones exprimendum cognoscitur rei quantilas res pectu mens urae. 
£t proinde aequalia sunt quae eodeni modo se habent ad eandem 
mensurani res|)ectu repetitionis , eaque eo ipso patet fieri posse 
congnia, ^um in partes congruentes singulas singulis eodem modo 
resoUantur. 

Ex bis etiam inteliigilur, quid Mathematici vocent rationem seu 
pröportionem. Si enim duo sint A et B, et unum .4 accipiatur 
"pro mensura, lunc alterius B magnitudo exprimetur per nume- 
runi aliqueni (vel numerorum seriem certa lege proceden(em) posito 
A exprimi per unitatem. Sed si neutra sit mensura, tunc numerus 
«sprimens B per A, qu;tsi A esset mensura seu unitas, exprimit 
rationem seu pröportionem ipsius A ad B. Et in Universum 
expressio unius rei per unani aliam homogeneam (seu in res con- 
gruas resolubilem) exprimit unius rationem ad aliam, ut proinde 
ratio sit simplicissmia duorum quoad magnitudinem relalio, in qua 
scilioet nibil assumitur tertii ipsis homogenei ad magnitudinem unius 
ex magnitudine alterius suo valore exprimendam. Verbi gratia sint 
duae magttitudines A et B (tig. 46) velimusque earum rationem ad 
86 tnvieem determinare, ponamus A esse majus et B minus, igilur 
ab A detrabamus B quoties id fieri potest, verbi gratia 2 vicibus, 
et restare C; hoc C necessano minus est quam B, ideoque a B 
fpsum € rursus subtrabatur quoties fieri potest, ponamus autem 
subtrahi posse 1 vice et residuum esse D, et a C detrabi posse 
D rursus i vice et residuum esse E, deiiique a D posse detrabi 
E 2 vicibus et residuum esse Nihil. Palet fore A~2B-i-C(l) et 
BittiC+n(2); ergo pfo B in aequ. 1. substituendo valorem ex- 
pressum in aequ. 2. A -=2€ -h 2D + I C(3) seu A=:r 3C-f 2D(4). Rur- 
sus C^ID + E(5); «rgo (ex aequ. 4 et 5) A=r5D-|-3E(6), et 
(ex aequ. 2 et 5) B=2D-fE(7). Denique D=:2E(8). Ergo (ex 
aequ. 6 et 8) fiel A=l:iE(9) et (ex aequ* 7 et 8) B=öE(IO). 
Unde videmus E esse communem omnium mensuram maximam, et 
posita E unitate, fore A=I3 et B^b. Quaecuuque autem assu- 
matur unitas, tarnen A et B esse inter se ut 13 et 5 numeros, 
et A fore tredecim quintas ipsius B seu A— */B (id est A=»y si 
B esset unitas) nempe A est 13E, est autem E quinta ipsius B; 
coQtra B fore quinque deeinias tertias ipsius A seu B - ^^A , nam 
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B'^SE, at E est una tertia decima ipsius A. Patet autem quan- 

titates homogeneas ipsis A et B hie provenientes ordine e^se 

A B C D E 
\'HE 5E BE 2E IE' ^^ nuoieros subtractionum seu qua- 

t i e n t e s esse 2, 1 , 1,2. Quodsi non possimus pervenire ad ulti- 
mum aliquod (ut E hoc loco) quod caetera omnia sua repetitiooe 
exacte meliatur, ita ut A et B in partes ipsi buic mensurae con- 
gruenles, atque adeo inter se, resolvi nequeat, tunc non quidero ad 
valores hujusmodi numeris expressos quos sola unitatum repetitio 
efficit, perveniemus, attamen ex ipsa progressione quotientium co- 
gnoscere possurous et determinare s|>eciem rationis; ut eoim iioc 
loco data serie quotientium 2,1,1,2 datur ratio iuter A et B ubi 
detractionibus factis taKs quotientium aeries prodit, ila etiamsi series 
progrediatur in infinitum, quod fit in iis magnitudinihus quae inter 
se dicuntur incommensnrabiles, tarnen modo seriei progressio data 
sit, eo ipso ratio magnitudinum erit data, et quo longius continua- 
bimus seriem, eo propius accedemus. 

Sed tarnen dantur infiniti alii modi exprimendi magnitudines 
sive per series sive per quasdam operationes aut quosdam motus. 
Sic a me inventum est quadrato diametri existente |, circulum esse 
\ — ^ + \ — l + ^^TT^^^' ^^^ ^^^ ^^ quadratum diametri ponaior 
esse pes quadratus (diametro existente pede), Circulum esse qua- 
dratum diametri semel, demta (quia nimium sumsimus) ejus tertia 
parte, adjecta (quia nimium demsimus) ejus quinta parte, demta 
(quia nimium readjecimus) septima parte, et ita porro secunduAi 
seriem numerorum imparium continuatim intelligendo, series ista 
circuli magniiudine minus differt quam quaevis quantitas data, aca 
proindeei coincidit. Nam si dicamus 1 — ^t error minor est quam 
|, alioqui addito { non adderemus nimium; et rursus si dicamus 
1—4^ + 1, error- minor est quam \; alioqui detracto f non delrahc- 
remus nimium, et ita porro. Semperergo aliquousque continuando 
error minor est quam fractio proxime sequens; at si data sit quan- 
titas quaevis utcunque par?a, reperiri potest fractio aliqua expri- 
mens adhuc minorem. 

Sed inprimis ad usum communem calculandi in numeris et 
praxin confert expressto magnitudinum per numerum partium pro- 
gressionis Geometricae , verbi gratia decimalis. S^d quia ipsa in 
exigua figura bene exprimi non potest, adhibeamus Bimalem» qoae 
et . naturaliter prima et simplicissima est. Nempe rectam AB in 



fig. 47 dtvidamiis in duas partes aequaies seu duas dimidias, et 
quamlibet dimidiam rursus in duas partes aequaies, habebimus 
qualuor quartas, et quartas rursus bisecando habebimus octo oc- 
taras, et ita porro sedecira sedecimas etc. Codem modo possimus 
rectam dividere in 10,100,1000,10000 etc. partes. Sit jara quan- 
litas CD aesUmanda per scalam ^partium aequalium et geonietrica 
progressione descendentium quam i'ecimus. Applicemus ipsam CD 
scaiae AB et C quidem ipsi A, videamusque quorsum in scala no- 
stra cadat altera extremitas D. £t primum conferamus D cum 
punctis majorum divisiouum, inde gradalim progrediendo ad mino- 
res. Ei cum CD sit minor quam scala AB (nam si major esset, 
prios ab ea detraxissemus scalam qiioties id fieri poiuisset) cadet 
D inter A et B; videmus autem esse CD = ^+|-f^<,r-f-^ etadhuc 
aliquid praeterea, minus tarnen quam ^^; itaque si scala non sil 
ulterius subdiyisa, expressio ista sußiciet saitem ad boc, ut error sit 
minor quam -^^. Quodsi adhuc semel subdiviserimus, poterimus 
per scalam Aß talem habere expressionem ipsius CD, ut error 
minor quam ^V* ^^ ^^^ porro. Ita similiter, si scala divisa sit in 
partes 10, 100, 1000, lOOOO, et iia porro, eßicere possumus ut 
error sit minor quam ^\j, ^^o» loöö» töooö «^c. 

Hac melhodo insigne oritur commodum, ut omnes quantitates 
quae per Iractas essent exprimendae, quantumlibet exacte in inte- 
gris exprimantur. Sit enim septima pars pedi«, aut quaecunque 
alia portio vel fractio. Sumamus 100000 etc. idque dividamus 
per 7 continuando quoad iubei, prodibit 1428571428571428 elc. 

seu +=iS+io-o+VoW-^ roSoo etc. seu lx + 4xH2x3 + 8x*elc. 
posito x«|*0, ei X* esse ^l^ seu quadralum de ^\j, et x^ essecu- 
hum de -^^^^ et ita porro. Semperque error minor est quam una 
ex porlionibus ultimis, ubi deslitimus, boc loco minor quam iq^qq, 
ubi id praeterea summe notandum est, quod semper prodit pe- 
riodus, cum (|uantitas unitati proposilae est commensurabiiis, ut 
hoc loco 142857 recurrit in infinitum. Unde perfecte cognoscilur 
natura progressioni;^. Patet autem haec locum habere, sive per 
ealculum sive acluali applicaüone ad scalam propositam magnitudi- 
nem aestimemus. Progressio autem Bimalis hoc habet insigne, quod 
coel/icJefites seu nuuieri per quos poteuüae x,x^x^elc. mullipli- 
cantur, sunt tautum 1 vel 0. 

Sunt adhuc alii modi exprim'endi magnitudines, licet enim ip- 
sae siut iiicommensorabiles uailati, tieri tauien potest, ut quaedam 



earuni potenliae 6«u aliqiia ex ipsis enata unitati sen scalae com^ 
menstirari possint. Quod ut exemplo appareat, inspiciatur 6g. 48^ 
ubi recta est AB, verfoi gratia pes, ejusque quadratum seu pe$ 
quadratus est ABCD. Sit alia recta BD aeqtialis ip^ AB, ita ul 
angulus ABD ad B sit rectus, et ducatar recla AD. Et super rerta 
BD ( - AB) sit quadratum BEFD, aequaie quadrato ABCD (st^u AC) 
ac deiiique super recta AD sit quadratum ADGH. Jam constal 
non tantum ex Euclideis Etementis, sed etiam ex ipsa iuspedione 
ßgurae, quadratum ADGH esse duplum quadrati AC seu aequeri 
quadralis AC et BF simul sumtis. Ductisenim diagonaiibus AG,i)H, 
se serantibus in L, rese utuni erit quadratum ADGH in qualuor 
triaiigula ALD, DLG, GLH et HLA, aequalia et congrua inter se, at 
quadratum AC ducta diagonali DB resolvitur in duo Imjusmodi 
triangula; est ergo quadratum ADGH duplum quadrati AC, et 
proinde quadratum seu potenlia rectae AB (nempe quadratum AC) 
quadrato seu potentiae reclac AD (nempe quadrato ADGHl cooi- 
meusurafi potest. Sed videamus jam an ipsae rectae AB et AD 
commensurari possint, sive ambo per numeros exprimi, rationales 
scilicet numeros, qni per repetitionem unitatis seu certae aticujus 
portionis aliquotae ipsius unitalis (quae repetitione sua unitateiu 
exbaurii) exprimi possunt. Ponamus ergo AB esse 1 (nempe 
unum pedem), quaeritur quid sit AD ; is debet esse numerus qni 
multiplicatus per se ipsum (seu quadratus) producat 2, duplum 
scilicet ejus quod AB quadratus producit. Verum ta4is numerus 
non potesl esse integer. Nam debet esse minor quam 2 (quia 
2,3 vel alii majores quadrati seu in se ducli producunt plus quam 
2, nempe 2 in 2 dat 4 , et 3 in 3 dat 9 etc.), >ed tarnen debet 
esse imijor quam l (quia 1 in i dat i, non 2), cadit ergointer I 
et 2, ideo non potest esse inleger, sed fraclus. Verum nee ullus 
numerus fractus id praestat. Quia omnis numeri Iracti quadralam 
est numerus Cractus, at vero 2 est integer qui debet esse quadra- 
tum ipsius AD, ideo AD neque est numerus integer neque fraclus, 
adeoque nee rationaiis , sed surdus. Et ideo vel exprimitur G«o- 
raetrice ductu linearum , ut in figura, vel calculo et quidem vel 
mechaniee per approxtmationem, vel exacte, ut si dicam esse j JjJ 
seu 1414 millesimae pedis vel accuratius iooooooo ^^^" 141421)6 
decimo-millesimomillesimae), nam baec fractio in se dueta dahit 
IOOOOOOO ^^ paulo plus , ita ut dillPerentia ejus a 2 sit minor una 
millesimo-millesima. Exacte exprimitur AD vel in numeris couimu- 
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nibds per smem in<idilain, vel m numerfs surdis. Quoniodo per 
gariMn infinitam cxprimatiir AD ex AB, hie exponer« prolixius fo- 
ret. Algebraice vel in surdis exprimitur AD per notam faciendae 
extr^ctionis radicis qiiadralicae ex 2, seu posita AB = I, eril ADs^2, 
hoc est radix qnadraUea 4e 2, >eu numerus cujus quadratum est 
2. Quae noia surda utilis est in caiculo, quia per multiplicationem 
in se ips»m evanescil, quod de Nota Trisectionis Anguli vel ali- 
qu9 alia cum calcaio iiibil commune habente dici non aeque 
potest. 

Operae pretium autem hoc loco erit verum aperire fonteni 
quantitatum incommensurabiiium, unde scilicet rpsae in rerum na- 
tura orianlur. Horum igitnr causa est ambiguitas, seu cum 
quaesitum ex datis est semideterminatum (de quo supra) ita ut 
plura (numero tarnten Hnila) satisi'aciant, nee datis aliqua ratio ap- 
plicari possit unum ab aliero discernendi. Quod in hoc ipso exem- 
plo pra«H;edentis para^raph» oslendamus, ubi quaerebamus numerum 
qui in »e ipsum ductus faciat 2. Sciendum autem est tales nu- 
mero« seiiiper es8e btnos, nam 4 tam ex +2 in +2, quam ex 
- 2 in - 2 ducte produci potesl. Iiaque ^4 e»i numerus ambi- 
guus, sigiiilicatque tarn +2 quam — 2; simililer yjd est numerus 
ambiguus stgiiifieatque tam +3 quam — 3. Ergo et ^2 est nu- 
merus ambrguus, tamque salisfacit -i-ij^o Quam — iooo' ^"^ 
natura igilur seu generaliier ^n non polest reduci ad qulddam rati\>- 
naSe quiaomne rationale est determinatum ; per accidens tamen, hoc est 
in quibusdam nu uteri s qui sciiiret per talem invobitioneni sunt orli, 
procedit extractio. In lineis etiam ostendi potest ambiguitas. Sit (üg. 
49) ei reu I US cujus diameter EM sit S et portio ejus AB sit 1. Ex 
ptincio A educatur ad angulos rectos ipsa AI) occurrens circulo in 
D, erit AD~^2 seu quadrat. AD erit 2. Nam ex natura circuli 
quadratum ab AD aequatur rectangulo sub BA seu l et sub AM 
seu 2, quod rectmigulum est 2. Verum haec ipsa construdio 
08tendit pari jure quo punctum D invenimus, potuisse etiam inve- 
niri punctum (D) reclam ab A educendo via contraria, et ideo si 

AD est -♦'tooo' *^*^ ^^^ — looo- Q"^^ causa etiam est cur talia 
problemata non possint per solas rectas solvi, quia recta rectani 
taiitum in uno puncto secat, at circulus a recta sicatur in duoitus 
paocti», ac proinde problemata hujusmodi ambigua solvit. 

imo liae surdae expressiones nobis etiam viaiu praebent quaii- 
titates impoHsibiles seu imaginarias caiculo exprimendi. Nam recta 
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quidein omnis aliam reclam ejusdem plani (nisi parallelae sinl) 
secat; al circulus rectam cujus distantia a centro major est rirculi 
radio, non secat, et problema quod per talem intersectionem solvi 
deberet, est imaginarium seu impossibile , sciiicel in qnanlitattit 
quaesilae valore occurrit ^— aa (vel simiie quid) cujus quadr.itum 
est — aa, quod ideo impossibile est quia talis numerus ^— >aa uon 
est positivus neque privativus, sen iinea quae quaerilur neque motu 
antrorsum neque motu retrorsum exbiberi polest. Sive enim po- 
sitivus esset sive privativus, tarnen quadratum ejus foret positiv um, 
ut jain ante monuimus, cum tamen quadratum ejus negalivum tiat 
Inserviunt tamen etiam ininginariae istae qnantitates ad reales ex- 
primendas adeo ut reales quaedam caiculo exprimi non possint, 
nisi interveulu imaginariarum, ut alibi osten&umest, sed tunc ima- 
ginariae virtualiter deslruunUir. 

Sed nos explicata satis natura magnitudinis alque men&urae 
redeamus ad aequalitatis considerationem , ubi notandumest passe 
duo etiam ostendi aequalia, si ostendalur, unum neque minus ne- 
que majus esse altero, et tamen ea esse homogenea. seu unum 
transformari posse in aliud. Sic sphaerae Archimedes aequalem 
exbibet cylindrum quendam, paraboiae aequale triangulum; patet 
autem utique sphaeram transl'ormari posse in cylindruai, si liqui- 
dum sphaerain implens in cylindrum eiliindatur. Parabolam in 
triangulum transformari posse, seu triangulum et parabolam homo- 
genea esse ostendi potest, quia eorum ratio polest inveniri eadem 
quae reclae, ad rectam. Hoc ita probo: Sinttfig. 50) prismata seu cy- 
lindriformia corpora duo AE et LQ, unius AG basis seu Sectio faori- 
zonti parallela sit parabola ut CDE (vel aliae ei congruae), alterius 
LQ basis sil triangulum NPQ. Ponatur prius AK esse Itquore 
plenum usque ad altitudinem AB, qui si inde efTundatur in LQ, 
ponamus hoc impleri usque altitudinem LH; porlionem ipi^ius LQ 
impletam LMR aequalem esse portioni ipsius AE eodem liquore 
prius impletae, nempe ABF. Jam quantilates talium cylindrifor- 
mium portionum fiunt ex' aliiiudine ducia in basin, seu sunt io 
composita ratione altitudinum et basium, ergo cum aequales sint 
portiones, erunt bases reciproce ut aitiluOines seu CDE paraboin 
ad NPQ triangulum erit, ut reela LM ad reclam AB; quodsi ergo 
aliud fidt triangulum« quod etiam sit ad triangulum NPQ ut recta 
AB ad rectam LM, quod per communem Geometriani fiert posse 
constat (et primo etiam mentis oblutu intelligitur ex itatura simiiium 
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trianguloriiin, de qua xaox\ patet dari aequale triangalum huic para- 
bolae, sea parabolam in triangulum posse traDaformari. 

Etiam ex generatione seu motu cognoscimus magnitudines, 
Qi hoc loco ex motu baseos per altitudinero, qua cylindriforme 
corpus generatur, daUir ratio tale corpus aestimaudi; sie ex ductu 
rectae in reclaui aestimalur rectangulum sub duabus rectis com- 
prehensum. Hac methodo superficies quoque et solida rotatione 
genita aestimantur, el huc pertinet praeclarum iilud theorema, quod 
gtDeratuoi motu altcujus exteusi aequatur generato ex ipso extenso 
ducto in viam centri gravitatis, cujus ampliationes ijuasdam satis 
miras alibi dedL Possunt tarnen hae< veritates demonstrari reduc- 
tione ad absurdum, vel adhibita praecedenti methodo, dum osten- 
ditur aliquid neque majus neque minus esse posse quam dicitur. 

Methodus quoque per indivisibilia et infinita, seu potius per infinite 
parva, seu infinite magna, seu per infinitesima etinfinituplapraeclari 
est usus. Continetenim resolutionem quandam quasi iucommunem 
mensuram, licet data quantitate quavis minorem, seu modum, quo os- 
tenditur negligendo aliqua, quaeerrorem faciunt minorem quovis dato 
adeoque nulium, duorum quae comparanda sunt, unum in aliud 
esse transponendo transformabile. Sciendum est autem non com- 
poni lineaai ex punctis, nee superficiem ex lineis, neque corpus ex 
soperficiebus ; sed lineam ex lineolis, superficiem ex superficiecuiis, 
corpus ex corpusculis indefinite parvis, hoc est ostenditur duo ex- 
tensa posse comparari, resolvendo ipsa in parliculas aequales vel 
inter se congruas, utcunque parvas, tanquam in communem men- 
suram, erroremque minorem esse semper una ex talibus parliculis, 
▼ei saltem finitae ad ipsam rationis constantis aut decrescentis ; 
unde palet errorem talis comparationis esse quovis dato minorem. 
Pertinet etiam huc Methodus Exhaustionum, nonnihil diversa a 
priore, quanquam tandem in radice couveniant. Ubi ostenditur 
quomodo series quaedam magnitudinum infinita sit, quarum haberi 
polest prima et ultima, quae continue ad quandam propositam ac- 
cedunt, ita ut discrimen tandem fiat minus dato , adeoque in ultimo 
nuilum, sive exhaustum sit. Itaque ultima seriei hujus magnitudo 
(quam haberi diximus) aequatur propositae Magnitudini; sed baec 
atlingere tantum hoc loco visum est 

' Nofidom definivimus quid sit majus et minus , quod omnino 
faciendum est. Dico ergo, Minus aliquo esse quod parti ejus ae- 
quale est, seu (fig. 51) si duo sint A et B, el sit p pars ip&ius A 
VU. 18 
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BeqQatis ip&i B, tunc A «ppeilannis Majus, et B Minus« Binc 
statim demoß^rator cdebre illHd Axioma, iotum esse majus sua 
parte, assumta tantiini alio axiomate per se vero seu ideotico» quod 
nimifum iiDaquaeque res qiiantttate praedita tanta est quanta est, 
seu sibi ipsi aequatis «st, seu quod omne tripedaleesttnpedaleeto. 
Demonstratio ono syllogismo comprefaensa talia est: Quicquid 
aequalf^est ipsip partitotiusA, idestminusest quam 
totum A (ex definitione minoris); jam p pars totius A ae- 
qualis est ipsi p parti totius A, nempe sibi ipsi (per 
Axioma »denticum seu per se verum), ergo p pars totius k 
est minor quam totum A, seu totum est majus parte. 

Sed bic jam opus est, ut nonnihil explicemus quid sil toiuiB 
et pars. Equidem manifestum est partem toli inesse seu tolo |)0- 
sito eo ipso partem immediate poni, seu parte posita eum qoi- 
busdam aiiis partibns eo ipso totum poni, ita ut partes una cum 
sua positione sumtae taotum nomine tenus a toto differant, ac Do- 
rnen totius compendii causa pro ipsis tantum in rationes ponatur. 
Sunt tarnen et aliqua quae insunt, etsi uon sint partes, ut punela 
quae sumi possunt in recta, diameter qui sumi potest in dfculo; 
itaque pars debet esse Homogenea toti; et f^roinde si sint duo A 
et B homogenea et ipsi A insit B, erit A totum, et B pars, adco 
que demonstrationes a me aiibi datae de continente et oontento seu 
inexistente possunt translerri a^i totum et partem. Quid auiem 
Homogeneum sit, partim attigimus, partim amplius expUcabirous. 

Ex bis autem delinitionibus aequaUs, majoris, minoris, totius 
et partis complura axiomata demonatrari possunt, quae ab Eudide 
sunt assumta. Totum esse majus sua parte jam oslendimus. To- 
tum aliquo modo ex partibus com|ioiii posse, ammi asßignari post^ 
partes quae simiil sumtae ipsi coinddant, patet ex dictis paragrapKo 
praecedente, ex natura sciiicet inexistentiui». Minus minore est 
minus "majore, seu si A sit minus B, et B minus C, erit A miDHS 
C, seu A+L»B et B + M=C, ergo AH-L+M=C, Axiomala auteoi 
iüa, quod aequalibus addendo yeJ detrahendo aequalia, fiant aequa- 
lia, aliaque Imjusmodi ex eo statjm demonstrantar, qued Aequalia 
sunt quae sunt magniiudine eadem, seu quae »ibi mulno substitui 
possunt salva magnitudine, et si eodem modo resfMCtu nAngnitudi- 
nis tractentnr (secundum omnes raodos tradandi determioatos, qui- 
bus unicum tantum producitur) aequalia prodeunt. Hinc statin 
apparet, aequalia aequalium additione, subtractiooe, multiplicatione 



fieri aoqyalia^' verum si ab aeq[ualibuft radices ejusdem denomina*- 
tioois extrahantur, sive puraf), sive aifiictae, nonnecesse est statin) 
[MTodire aequalia, quia problema extrahendi radices sua natura et 
absolute loquendo est ambiguum. Itaque non licet dicere, quae 
in se ducta vel cum iisdem producant aequalia eodem modo, ea 
esse aequalia. Ita duo po^sunt dari numeri inaequales ( nempe I 
et 2) quorum cujusque residuum a teruario (2 yel 1) ductum in 
ipsam numerum (1 vel 2) faciat aequale nempe 2. 

Nunc tempus est, ut postquam de magnitudine et aequalibus 
diximus, eliam de specie seu forma et similibus dicamus ; maiumus 
eoim simiiiludinis in Geometria est usus, natura autem non satis 
explicata babetur^ unde multa per ambages demonstrantur , quae 
primo statim iutuitu recte consideranti patent. Constat ex Euclidis 
libro Datorum, quaedam esse data positione, quaedam magnitudine, 
quaedam denique specie. Si quid ex quibusdam datis positione 
detur, tunc aliud quod ex iisdem eodem modo (determinato) datui*, 
erit priori coincidens seu idem numero; si quid ex quibusdam 
magnitudine detur, et aliud ex iisdem vel aequalibus eodem modo 
(determinalo) detur, erit priori aequale; si quid ex quibusdam 
specie detur, et aliud ex iisdem vel ^milibus eodem modo deter- 
minato detur, erit ejusdem speciei cum priore seu erit simile. 
Denique quae similia et aequalia sunt, ea congrua sunt. £t quae 
magnitudine pariter et speeie data sunt, ea dici potest exemplo 
vel typ o data esse, ita ut quae ejusdem typi vel exempli sunt, id 
est pariter qualitatis seu formae et quantitatis, ea congrua dican- 
tur. Porro quae nullo modo discerni possunt, neque per se ne- 
que per alia, ea utique eadem seu coincidentia sunt, et talia in 
rebus quarum niÜil aliud quam exten sio consideralur, sunt quae 
eandem babent positionem seu quae eidem loco aclu congruunt. 
At sunt aliqua quae per omnia conveniunt seu ejusdem typi sive 
exempli sunt, et tamen differunt numero, ut rectae aequales, duo 
ova per omnia similia, duo sigilla in ceram uniformem ex eodem 
typo expressa. Haec manifestum est si per se spectentur, nuilo 
modo discerni posse , etsi conferantur inter se« Solo erga situ ad 
externa discernuntur. Ut si duo ova perfecte sint Mmilia et ae- 
qualia, et juxta se locentur, sallem notari potest unum alio orien- 
talius aut occidentalius» vel septentrionalius aut meridionalius, vel 
superius aut inferius esse, vel alteri alicui corpori extra ipsa po- 
•ftito eese propius. Et haec dicunlur congrua, quae talia sunt, ut 
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nibi) prorsus de uno affirtnari possit, quod nonpossibile sit etiam 
circa aliud intelligi solo discrimine numeri seu individui, seu po> 
sitionis quae certo aliquo tempore caique est, quia nee plura eo- 
dem tempore sunt in eodem loco, nee idem in pluribus. 4t si- 
milia sunt, quorum species seu definitio est eadem, seu quae 
ejusdem sunt speciei infimae , ut quilibet circuli sunt ejusdem spe- 
ciei, et eadem definitio cuilibet competit, nee subdividi potest cir- 
culus in diversas species, quae aliqua definitione differant. Etsi 
enim alius possil esse circulus pedalis, alius semipedalis etc., tarnen 
pedis nuUa dari potest definitio, sed opus est typo aliquo fixo et 
permanente, unde mensurae rerum ex durabili materia fieri solent, 
et ideo quidam proposuit ut pyramides Aegypti, quae tot jam se- 
culis durarunt et diu adhuc verisimiliter duraturae sunt, adhibe- 
rentur. Sic quamdiu ponimus nee globum terrae , nee motum si* 
derum notabiliter mutari, poterit eadem investigari a posteris 
quantitas gradus terreni, quae a nobis. Si quae species eandem 
toto orbe et multis secuiis magnitudinem servarent, ut cellae apom 
facere quibusdam videntur, hinc quoque sumi posset constans 
mensura Denique quamdiu ponimus in causa gravitatis nihil mu- 
tari notabiliter, nee in motu sidemm, poterunt posteri ope penduti 
discere mensuras nostras. At si quemadmodum alibi jam diii 
Dens omnia routaret proportione eadem servata, perisset nobis om- 
nis mensura, nee possemus scire quantum res mutatae sint, quo* 
niam mensura nuUa certa definitione comprehendi adeoque nee 
memoria retineri potest, sed opus est reali ejus couservatione. 
Ex quibus omnibus discrimeu inter magnitudinem et speciem, seu 
ititer qüantitatem et qualitatem elucere arbitror. 

Itaque si duo sint similia, ea per se sigillatim discerni non 
possunt. Cxempli causa duo circuli inaequales non discernentur, 
quamdiu unusquisque eorum sigillatim spectatur. Omnia theore- 
mata. omnes constructiones, omnes proprietates, proportiones, re- 
spectus, qui in uno circulo notari possunt, poterunt etiam in alio 
notari. Ut se habet diameter ad latus polygoni cujusdam regularis 
inscripti vel circumscripti in uno, ita etiam se habebitin altero} ut 
circulus unus se habet ad quadratum suum circumscriptum, ita 
etiam alius ad suum; unde statim patet pennutando circalos esse 
ut quadrata diametrorum , nam quia A est ad B ut L ad M (fig. 
52) erit permutando A ad L ut B ad M. Et generaliter hinc pa- 
let, superficies simites esse ut quadrata homologarum rectanim, et 



cerpora siiniiia ut cabos bomologarum rectarum. Hioc el Archime<}es 
assumsit, centra gravi tatis similiuni figuraruin simiiilei* sita esse. 
Itaque ut duo siiniiia, verbi gratia duo circuli» discernantur, non 
opus est eos tantum sigillatiui spectari, et memoria rem geri, sed 
opus est ut simul spectentur jsibique realiter admoveaatur, vel 
commu&is aliqua realis mensura ab uno ad alterum delata ipsis 
applieetur, vel aliquid per applicationera realis niensurae jam men- 
suratum aut mensurandum. Atque ita demum apparebit utrum 
coBgrua sint vel non. Nam si duorum äiroilium aliqua faomologa 
sint cougrua, v. g. diametri duorum circulorum, aut parametri dua- 
rum parabolarum, necesse est ipsa simiUa etiam plane coagrua 
adeoque et aequalia esse. lUud verum non est, si similibus ad- 
dantur similia aul detrahantur, provenire slmilia, nisi addantur aut 
detrahantur eodem modo utrobique. Et generaliter quae ex simi- 
libus sinsiliter seu eodem modo detenninantur, ea sunt similia ; 
quod si semideterminentur, cum prohlema ambiguum est, saltem 
cuilibet semideterminatorum ab una parte respondebit unum ex 
semideterminatis ab alia, quod ipsi simile eriL Quod et de aequa- 
iibus, congruis et coincidentibus dici potest. Si duorum similium 
duo homologa coincidant, duo similia erunt congrua tanium , nam 
quae coincidunt, ea congrua sunt, at homologis similiuro congruis 
existentibus ipsa congrua sunt. 

Porro similitudinem notare soleo hoc modo e^ et AcvsB 
significat A sim« B. Ex sigillatim autem similibus non licet ut 
dixi colligere etiam composita similia esse, et licet sit ABcsvLM et 
ACcv^LN et BCcvdMN, non tainen licet concludere ABCcv^LMN, alio- 
qui cum quaevis recta cuivis sit similis. concludi posiset quamlibet 
figuram cuivis esse similem, cum tameu in cougruitatibus proce- 
dat talis argumentandi ratio. At in ternionibus el allioribus com- 
Unationibus talis argnmentatio procedit, quod est nolabile. Nempe 
si simiies sint omnes teruiones ab una parte omuibus ternionibus 
ab. altera parte, etiam quaterniones, quiniones etc. inde conüatae 
erunt simiies, seu si sit (fig. 53) AB€es»LMN et ABDev^LHP et 
AODrs^LNP et BCDcv^MNP, erit ABGDcv.LMNP. An autem una 
ternionum omitti possit seu ex caeteris concludatur, videamus, verb. 
gr. an omitti possit BCDcvMNP. S'umamus triangulo ABC simile 
LMN et ipsi ABD simile LMP, patet dato ABCD et LMN <quod 
specie datum est) assumto magnitudine et posiloone pro arbitrio 
dari et LlliiP apecie e( magnitudine, ^umque iLM babeatur et po* 



sitione (ob assrnntam LM in LMN) patet P c^dere in circulum 
triangttio LHP circa LM tanquam axem moto descriptuin. In 
piano tarnen hoc non nisi bis asdumi polest P maneDtibus L et M, 
nempe vei in P vei in tt (quia eirculi hajus circuniferentia planum 
in duobtts punctis perforat). Ex quibus tarnen P eligi debere ex- 
cluso n, ostentiit tertia gimilitado, nam ACDn^LNP, neqae enim 
est ACDes»LN7r. Itaque in piano hoc modo omnia sunt determi- 
nata, seu ex solis tribus similitudinibus ternionum respondentiom 
colligitur etiam similitudo quartae ternionis adeoque et qoaler- 
nionis totalis, cumque in figura aseripta A, B, C, D »int in eodem 
piano , erunt utique etiam L, M, N, P in eodem piano. Sed abso- 
lute, in spatio si A« B, C, D utcunque posita intelligantur, videamus 
quid Sit futurum similitudinibus ternionum ad coliigendam siiuili- 
tudinem totalium quaternionum. Itaque cum ex duabas prioribus 
similitudinibus duo habeamus, LMN (assumtam positione etniagni- 
tudine, datam specie) et circulum axe LM puncto P axi firmiter 
cohaerente circa axem rotato descriptam, binc exACDev»LNP, cum 
hablta jam LN, detur LP et NP, dabitar «tiam cireuius axe LN 
puncto P axi cohaerente circa ipsum rotato descriptus. Qui duo 
eirculi non sunt in eodem piano, sunt tarnen ambo in planis ad 
planum LMN rectis, seu sunt ipsi ambo recli ad planum LMN. 
Debent etiam necessario sibi occurrere, alioqui quaesitum esset im- 
possibile, quod tarnen ess« possibile atiunde constat (ex generalibus 
postulatis, quod cuique ubique simUe haberi possit), itaqne hi duo 
eirculi sibi occurrunt. Sed duo eirculi ad planum in quo centra 
sua habent recti, eodem modo se habent respectu plaiii, tarn supra 
hoc planum quam infra planum, ergo cum occurrunt sibi, ooeur- 
rent sibi tam supra quam infra planum, adeoque in puficiis duobiis. 
Superest jam BCD«s>MNP, ubi cum HN detur positione , et MNP 
specie, utique dabitur MNP typo seu magnitudine et specie, seu 
iterum dabitur cireuius axe HN a puncto P descriptus. Cumque 
quemlibet eorum secet in duobus punctis, ei una minimmn inter- 
sectio cum utroque coincidat, seu incidat in punctum ubi duo dir- 
culi priores sese ipsi secant, alioqui problema foretimpossibile, ue- 
cesse «est ut ambae intersectiones coinctdant cum duabus prioribus 
interseclionibus. Unde tertius cireuius nihil exhibei novi, et suffi- 
ciunt proinde tres terniones ad concludendam quartam; sed pro- 
blema est semideterminatum , et res eo reeidit ac -si propositau 
fUisBet datis distanttis unius punot) ajribus puncüs, iovenire illiid 
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quaria«, qMo4 problema est semideiermioatum. Modus autem quo 
id hoc loco demonsirayimus, egregius est et mentalis, melhodus* 
que ipsa qua inde ratiocinationem ad similia instituimus, etiam 
egregiaest, cuoi prius tria puncta partim assumimus, partim obti« 
neuitts qualia oportet, uade problema pro quarto est determinatum, 
ul quaternio sit quaternioni similis. Pro qninione alten simili iu* 
venienda inveniatur primum quaternio una similis, quod fit tribus 
iriangulis seu (ernionibus. Superast ad hoc unum punctum, idque 
plane es datis determinatum esf, datis scilicet distantiis ejus ex 
his quatuor punctis; itaque tantum doabus adhuc opus est ternio- 
nibus seu triangulis, quas novum punctum ingrediatur. Nempe 
ttt oatendimus, 

siat ipsis ABC ABD ACD, eril AßCD adeoque et BCD 

simUia LMN LMP LNP, simile ipsi LMNP simil. MNP 

Quaeritur, ex qnibus praetera condudatur ABCDE simile ipsiLMNPQ. 
Invenimiis prius aliquod LMNP simile ipsi ABCD, hinccum LMNP de- 
tur positione, adeoque magnitudine multo magis, et LMNPQ detur spe- 
cie (quia dalur ei simile ABCDE), necesse est LMNPQ dari etiam 
magnitudine, seu rectas LQi MQ, NQ, PQ magnitudipe dari; ergo 
punctum Q datur positione, nam ostensum alias est, punctum dato 
suo ad quatuor puncta non.in eodem piano posita situ esse determi- 
natum ^eu unicum. Sed ut ad ternioues nostras redeamus, sufficit 
prioribus tribus ternionum similitudinibus addi has 

ut sint ipsis ABE, CDE, ut fiat ABCDE 

similia LMQ, NPQ, simile ipsi LMNPQ, 
ita enim ob ABEcssLMQ, quia datur ABE et LM, dabitur et LQ et 
MQ, et ob CDEcv^NPQ, quia datur CDE et NP, dabitur NQ etMQ. 
Pro duabus ABEcs^LMQ et CDEcoNPQ potuissemus etiam adhibere 
ACEcvLNQ et BDEc^LPQ, vel ADEcv.LPQ et BCEcx,MNQ, obser- 
Tand# semper ut in duabus simiHtudinibus quas coujui^imus non 
nisi E et Q skK communia. Hinc patet etiam ex similitudine 
-trium quaternioiittm dari similitudinem quinionis. Nam ex bis 
qninqne siroilitudinibus ternionum ita coHigo tres quaterniones, 



ex ABC, ABD,AOD 



t»it«il.LMN,LMP,LNP 
eoliigit.ABCDcs.LMNP 



ex ABE, ACE, BCE 



ex ACE, ADE, CDE 



simil. LNQ,LPQ,NPQ 
coli. ACDEes,LNPQ 



simil. LMQ, LNQ.MNQ 
coU. ABCEcv^LMNQ 
Nam tribas minimmn qnatemionibus opus est, ut quinque ternio- 
ues ad qoinionem sufficientes quas lineola subdueta notavimus, 
oMiQeaiiturL Pro senionum similitufline si velimus^ut ABCDEF fit 
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tNvLMNPQR, faciamus ipsi ABCDE<\»LMNPQ, ad quod opus est 
quinque ternionibus supra dictis. Deiade quia omne punctum ex 
situ suo ad quatuor alia dato satis determinatuai est, tantuoi opus 
est ut inveniamus LR, MR, NR, PR, quod 6et eodem modo quo 
supra assuiutis tantum binis ternionuni similitudinibus, nihil praeter 
F et R commune habeotibus, nempe ut sint ipsis ARF, CDF, unde 

similia LMR, NF« 
junctis quinque similitudinibus superioribus colligitur seaio 
ARCDEFeoLMNPQR. Itaque ex tribus ternionibus seu triangulis 
similibus colligi potest quaternionum duarum seu pyramidum ex 
ipsis conflataruro similitudo ; ex quinque ternionibus seu triangulis 
similibus (vel ex tribus pyramidibus similibus) colligi potest duarum 
quinionum seu pentagononim solidorum inde conflatorum similitudo; 
ex Septem ternionibus seu triangulis similibus colligitur duorum 
hexagooorum solidorum ex ipsis conflatorum similitudo, et ita porro 
in infinitum, supponendo plura quam tria ex punctis non esse in 
uno piano. Ex ternionibus seu triangulis similibus 

semel, ter, quinquies, septies, novies etc. 

colligitur similitudo duarum ex ipsis conflatarum 
ternionum, quaternionum, quinionum, senionum, septenionum elc. 
seu solidorum tetragonorum, pentagononim, hexagonorum, septa- 

sive pyramidum gonorum etc. 

ubi nota, ex numero angulorum solidorum non statim definiri nu- 
merum hedrarum. Operae pretium autem erit etiam progressionem 
indagare, qua ostendatur quomodo altiores combinationes ex qua- 
ternionibus seu pyramidibus, et ex quinionibus seu pentagonis so- 
lidis, et ita porro cotligantur suflidenter quod ope ternionum suf- 
ficientium jam inventarum constituere nunc in proclivi est. 

Verum illud hie potissimum notandum est, eadem quae de 
similitudinibus diximus circa altiorum combinationum similitudines 
colligendas ex ternionibus, quaternionibos , quinionibus etc«, 6a 
prorsus applicari posse ad congruitates. Eodem enim modo iave- 
nitur LMPN congruum ipsi ABCD (fig. 5B) quo inyenitar LMPN 
simile ipsi ABCD, hoc solo discrimine quod cum ad simile inve- 
niendum possit assumi primum recta Ltf. pro arbitrio, pro congruo 
inveniendo debet assumi LM aequaJis ipsi AB, habita jam ipsa 
LM, unde jam triangulum LMK habetur typo (quippe simile dato 
ABC) quod deinde assumi potest positione, et locari . übt plaeet* 
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ünde jam cum distanttae puncti P a punctis L, M, N sinl datae, 

baberi polest punctum P, fitque LMNP (soKdum pyramidale) simile« 

vel etiam coDgrnum ipsi ABCD. Et notanda est haec methodus, 

quae enim sufficiunt ad aliquid construendum secundum praescrip- 

lan eonditionem, hoc loco similitudinem vel congruitaiero , ea 

etiam sufficiunt ad colligendam ex ipsis illam ipsam conditionem. 

lilud saltem Privilegium haben! congruitates , quod etiam ex con- 

gruitatibu!« binionum seu rectarum coUigi possunt, at pro simililu- 

dinibus novis ex similitudine binionum seu rectarum nihil polest 

ooUigi, sunt enim omnes rectae similes inter se; at ex similitudi- 

nibus triangulorum seu ternionum coUigi possunt similitudines 

diorum polygonorum eiiam solidorum. Et quia ad telragonum in 

piano aut tetragonum in solide simile concludendum totidem si- 

militudinibus triangulorum opus est, forte et in altioribus polygonis 

8i?e in piano siye in solide similibus coUigendis, eodem nümero 

similium triangulorum opus erit, quod nunc discutere non vacat. 

Caeterum ut duae figurae similes sint, anguJos earum con- 

grnos esse opus est, quod ita ostendo, quoniam alioqui si angulos 

respondentes seu homologos non haberent aequales adeoque con- 

gruos, tuDC per se sigillatim possent discerni, nam si (fig. 54) an- 

gulus A non congruat angulo (A), hinc in AC sumendo AD^^^AB 

et jungende DB, simiiiterque in (A)(C) sumendo (A)(D)s(A)(B) 

et jungende (D)(B), non erit eadem ratio DB ad AB quae (D)(B) 

ad (A)(B), ergo vel hinc discerni possunt ABC et (AXB)(C). 

Contra si anguli omnes sint iidem, triangula ipsa esse similia ita 

ostenditur, quia ex datis uno latere et omnibus angulis datur trian- 

gulum , sunt autem latus lateri simile (recta scilicet oronis omni 

rectae) et angulus angulo congruus, ergo triangula ex similibus et 

oongruis eodem modo determinantur, adeoque similia sunt. Ad 

Tetragona, Pentagona ete» similia efficienda (sive in piano sive in 

solido) non tantum opus est omnes angulos esse aequales, quia 

ex dato uno latere et angulis omnibus non slatim datur polygonum 

trigono altius, et ideo quot lateribus opus est ad tetragonum, pen- 

tagonum etc cum omnibus angulis datis determinandum, eorum la- 

terom etiam ratio eadem assumi potest quae in tetragono et po- 

lygono alio dato, atque inde angulis existentibus iisdem sirailis est 

figura, quoniam ex bis lateribus et angulis etiam construi potest 

figura; et in Universum sive omnia latera omnesque anguli, sive 

KUqua tantum latera et aiiqui anguli modo data sufficientia sint ad 



oonstruendam Hguram, et ppobk^raa ax ipsis sil vel ^»eniltts deter«- 
minatum (vel it<i semideterminatuln ut plora salisfucieiitia sintoen- 
grua aut similia inter se)/ tuuc sujfficit in his daiis nullMi posse 
notan dissimilttudinem, atque adeo angulos utroUqne esse aequales, 
latera autem respontlentia data otrobique proportiooaiia, ut figwae 
utrobique similes oriri cognoscantur. Quodsi autem duorum figo* 
rarum similiam homologa aliqua vel semel siut cougrua, reliqua 
omnia esse congrua jam siipra notatum est. Ex coincfdeatia autem 
una homologorum coincidentia omnimodo colligi noo potest, sed 
pro natura ligurarum plaribns paudortbusve faomolo^oriiiii coind- 
denliis est opus ad omniniodam coinddentiam colligeudain. 

Hac jam arte dum anguli similium figuranmi respondeDtes 
necessario sunt aequales adeoque congrui, eifecere (>eoiDetrae ut 
non opus habeant peculiaribus praeceptis de similitudine atque 
adeö ut omnia quae de similitudinibus asseri possunt in Geomelna 
possinl demonstrari per congruitates. Quod q^idem ad demonstra- 
tiones quae intellectuoi cogunt prodest, sed ita saepe opus est 
magnis ambagibus, cum tarnen |>er considei*ationem ipsius sinutitu- 
dinis brevi manu, et stmplici rnenti« intuitu eadem praenosccre 
lieeat^ analysi quadam mentalt a figurarum inspectioue atque ima- 
ginibus minus dependente. 

Porro eodem fere modo quo ex congriris nascuntur aequalia, 
etiam ex similibus nascuntur Homogenea, quod notare operae pre- 
lium est, ut enim aequalia sunt quae vel sunt congrua vel iraas- 
formando possunt reddi congrua, ita Homogenea sunt, quae vel 
sunt similia (quorum homogeneitas per se manifesta est, ut duo- 
rum quadratorum inter se, vel duorum circulomm inter se) vel 
saltem transformando possunt reddi similia; quae transformatio 
autem fit, si nihil auferatur nee addatur et tani^m fiat aliud , ubi 
quaedam transformatio fit partibus quibusdam servaCis, ut cum 
quadratum A6CD (infig. 10) secamus in duo triangula ABD et 
BCD, eaqtie aliter reconjungendo (verbi gratia ABDtran$ferendo in 
BCE) inde formamus trianguium DBB; quaedam vero (ransforma- 
lio nullas servat partes, ut cum recta transformanda est in curvam, 
superficies gibba in planum, et omnino rectilkieum in curvilinietifli 
vel contra; tunc ergo sola minima servantur, et transformatio est 
cum ex uno fit aliud , saltem minimis iisdem manentibus idque in 
perfecta transformalione reali per iexile auf liqudum ita servatur. 
At in traoeformatione mentali pro> minimis adiiiberi p^^sMt ^uasi 



minima, id est indefinite parva, utfiat quasi (ransformatio, qiioniam 
et pro curviiineo adhibetur qvaai curvilineum , nempe polygonum 
reetiltfieum ; numeri laterum quantuiiilifaet magni quodsi igttur 
qaasi traDsformatio quam quaerimus hoc modo sucoedat; Tel error 
seu differentia inter qnaei traiisformationem et veram semper mi- 
nor atque minor prodeat, ut taodem fiat minor qnofis dato, con- 
duüi polest Vera transformaiio. Et quoniam aequalia sunt, quorum 
unum ex alio fieri potest transformando , palet etiam Homogenea 
esse inter se quae ipsa sunt similia, vel quibus aequalia sattem 
sunt sioiitia. 

Patet etiam Homogenea esse quae ejusdem rei continuo in- 
cremento aut decremento generantur, exeeptis saltem mintmis et 
fflaximis seu extremis. Ita si ponamus motu puncti continue cres- 
cere viam seu lineam, hneae ab uno puncto descriptae sunt ho- 
mogeneae inter se, quin et lineae a diversis punctis generatae, U- 
cel enim siiit dissimiles, patet dissimilitudinem iilam oriri a pe- 
culiarjbus quibusdam impedimentis quae non possunt mutare ho- 
mogeneitatem. Idemque est de bis quae motu lineae aut super- 
Mciei describuntur. Inteliigendus autem est motus, quo punctum 
anum describens non incedit per vestigia alterius puncti descri- 
bentis. Quin et continue imaginari possumus homogenea ex se in- 
vicem fieri, ut circulus transmutatns continue in ellipses alias 
atque ah'as transire potest per eilipses infinitas omniinn specierum 
possibiiium. Et in Universum in Homogeueis tocum habet illud 
axioma, quod transit continue ab uno extremo ad aliud transire 
per omnia intermedia ; quod tamen ad angulum contacius non per- 
tinet, qui revera medius non est, sed aiterius planeque heteroge- 
oeae naturae. 

EucNdes Homogenea aiiter definit, quorum scilicet unum ab 
alio subtrabendo et residuum rursus a subtracto idque semper 
continuando restat vel nihil vdl quantitas data minor. Verum quia 
ista quanlitas data, qua minor restare debet, etiam prius compertae 
homogeneitatis esse debet , compertae autem erit homogeneitatis, 
.si Sit simihs alterutri, vel si alterutram repetendo metiatur. Ita- 
que si duabus datis quantitatibus quasi mensura communis inve- 
niri potest minor vera mensura alterutrius utcunque parva assumta 
iunc dici potest duo illa inter se esse homogenea , quae detinilio 
Vera quidem est, et uitlis ad demonstralioiies cogentes conficiendas, 
sed non peque tHintem illustrat, quam ea quae ex similitudinum 
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coiisideratiotie siimiiur. Cl vero altera ex altera consequiiiir, Uli 
enim quasi resolutione in mensuram quasi commuiieni oslenditur 
posse uDUfli in aliud transformari, yel salteoi in aliquid ei simile 
iia ut error quovis dato minor. Nam omnia quae mensuram com- 
munem habent, ea utique ita transformari posse, ul aiterum aHeri 
sioiile fiat, manifestum est. 

Caeterum et de Contintio aliquid dicendum est e( de Mulatioße, 
antequani ad Extensum et Motum (quae eorum species sunt) ex- 
piicandum veniamus. Continuum est totum, cujus duae quaevis 
partes cointegranles (seu quae simul sumtae toti coincidunt) habent 
aliquid commune, et quidem si non sint redundantes seu nullam 
partem communem hatieant, sive si aggregatum roagnitudinis eoram 
aggregato tolius aequale est» tunc saltem habent communem all- 
quem terminum. Et proinde si ab uno transeundum sii in aliud 
continue, non vero per saJtum, necesse est ut transeatur per ter- 
minum illum communem, unde demonstratur, quod Euclides (adte 
sine demonstratione assumsit in prima primi, duos circulos ejusdem 
plani, quorum unus t^it partim intra partim extra alterum, sese 
alicubi secare, ut si circulus unus (fig. 55) describatur radio AC, 
aller radio BC, sintque AC et BC aequales inter se et ipsi AB, 
manifestum est aliquid B quod in una circumferentia DGB est, 
cadere intra circutum alterum ACE, quia Best ejus ceotruro, sed 
vicissim patet D, ubi recta BA producta circuraferentiae DCB oc- 
currit, cadere extra cifculum ACE, itaque circumferentia DCB, cum 
sil continua et partim reperiatur intra circulum ACE partim ex- 
tra, ejus circumferentiam alirubi secabit El in genere, si linea 
aiiqua continua sit in aliqua super6cie, . sitque partim intra partim 
extra ejus superficiei partem, hujus partis peripheriam alicubi se- 
cabit. Et si superficies aliqua contiitua sit partim intra solidum 
aliquod partim extra, necessario ambitum solidi aticubi secabit. 
Quodsi sit extra tantum, vei intra tantum, et tameo peripheriae vel 
termino alterius occurrat, tunc eum dieitur tangere, faoc .est ioter- 
sectiones inter se coincidunt. 

Hoc autem aliquo caiculi genere etiam exprimere possurnus, 
ut si alicujus extensi pars sit Y (fig. 56) et unumquodque punctum 
cadens in hanc partem Y vocetur uno generali nomine Y, omne au- 
tem punctum ejttsdem extensi cadens extra eam partem vocetur 
uno generali nomine Z, adeoque totum extensum extra illam^r- 
tem ¥ sumtum vocetur Z> patei puncta in ambitum partis Y ca- 
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dentia esse communia ipsi Y ei ipsi Z seu parlim posse appellari 
Y et Z, hoc est did posse aliqua Y esse Z et aliqua Z esse Y. 
Totum autem eitensum utique ex ipsis Y et Z simul componitur 
seu est Y(+)Z, ut omne ejus punctum sk vel Y vel Z, licet aliqua 
sint et Y et Z. Panamas jam aliud dari extensum novum, verbi 
gratia AXB existens in extenso proposito Y(7)Z, et extensum hoc 
DOTuro yoceiiius generaliter X, ita ut quodlibet ejus punctum sit.X, 
patet ante omnia omne X esse vel Y vel Z. Si vero exjdatis eon- 
stet aliquod X esse Y (verbi gratia A quod cadit intra Y) et rur- 
sus aliquod X esse Z (verbi gratia B quod cadit extra Y adeoque 
in Z), sequitur aliquod X esse simul et Y et Z« Unde cum alias in 
genere ex particularibus hoc modo nihil sequatur, tarnen in continuo 
ex iis tale quid colltgitur ob peculiarem continuitatis naturam. Ut 
igitur consecutionem in pauca contrahamus: Si sint continua tria 
X, Y, Z et omne X sit vel Y vel Z, et quoddam X sit Y, et quod- 
dam Y sit Z, tunc quoddam X erit simul Y et Z. Unde etiam 
coiligitur, X(^)Y novum aliqud continuum componere, quüa quoddam 
Y est Z seu quoddam Z est Y. 

Possumus continuum aliquod intelligere non tantum in simtil 
existentibus, imo non tantum in tempore et loco, sed et in muta-- 
tione aliqua et aggregato omnium statuum cujusdam eontinuae mu- 
tationis, v. g. si ponamus circulum continue transformari et per 
omnes Etlipsium species transire servata sua magnitudine, aggre- 
gatum omnium horum statuum seu omnium harum Ellipsium instar 
conlinui potest concipi, etsi omnes istae £llipses non sibi appo- 
nantur, quandoquidem nee simul coexistunt, sed una fit ex alia. 
PossuDiiis tarnen pro ipsis assumere earum congruentes, seu com- 
ponere aliquod solidum constans ex omnibus iliis Eliipsibus, seu 
cuJHS sectiones basi paralleiae sint omnes illae Ellipses ordine 
sumtae. 3i tarnen condpiamus sphaeram ordine transformari in 
aeqaales Sphaeroeides, tunc non possumus exhibere aliquod con- 
tinuum reale ex omnibus istis sphaeroeidibus hoc modo conflatum, 
qiiia non habemns in sola extensione plures quam tres dimensiones. 
Si tarnen velimus adhibere novam aliquam considerationem , verbi 
gratia ponderis, possumus quartam exhibere dimensionem, et ita 
reaJe soltdum exhibere sed heterogenenm seu partium diversi pon- 
deris, qHod suis sectionibus eidem basi paralielis repraesentet om- 
nes sphaeroeides. Verum ne opus quidem est ascendi ad quartam 
dimensionem aut pondera praeter extensiones adhiberi, tantum enira 



pro spbaeroeidibus sumamus figuras reclas ipsis proporiioittles, 
quod ulique fieri potent, et plaoum ind« conflari poteril, cujous fec- 
üones basi parallelae enint sphaeroeidibus ordane respondeota 
proportionales atque adeo repraesentabunt continuam spbaeraein 
sphaeroeides trauamutationeoi. Nam ßulficit nobis adäumi pos» 
aliquam reclam AX (fig. 57) quae percurralur a puncto aliqoo roo- 
bili X, incipiendo ab A , et ponamus cuilibet portiooi rectae seu 
abscissae ut AX respondentem exhiberi posse statiim sphaerae ceiH 
tinue in sphaeroeides iransmutatae salva niagnitudine, repraesenU- 
tum per reclam XY seu ut rectae ordinatae XY sint ordine sphae- 
roeidibus respoudentes , seu ut sit ordine XY ad AB ut ratiooes 
axium conjugatorum (per quas data magDitttdine quae bic semper 
eadein est spbaeroeides determinatur) sunt ad unitatem (nam in 
spbaera est ratio aequatitatis). Sic enim patet, quomodo per rec- 
tarn AX et lineam B¥ seu per planam figuram BAXYB repmesen- 
tetur mutaiio continua, sed si nou magnitudine retenta mulata 
fuisset species, sed retenta specie magaitudo, ipsae XY foreni ipsis 
magnitudinibüs seu statibus proportionales. Nunc vero ubi species 
mutatur, saltem proportionales sunt cuidam speciem determinaoti. 
Verum re expensa sufticit sola recta AX, ita ut concipianius ciü- 
iibet logaritbnio rationis axium conjugaturum respondeütem sami 
posse portionem rectae, quae in A seu casu aequalitatis evanescit. 
Si vero non logaritbmis, sed rationibus velimus respondentes sa- 
niere abscissas^ tunc abscissa pro casu sphaerae vei circuli assumi 
debet CA, repraesentans unitatem, quae continue cresoet, dum ra- 
liones axium crescunt. Continue autem decrescit cum ratioiies 
decrescunt, evanescit autem in C) quaudo circuius in £llipsin vd 
spbaera in .sphaeroeidem transformatur iongitudinis infinitae parvae. 
Atque baec si in ti^ansmutando fii mutatio secundum unam tantum 
considerationem, ut hoc loco, sola mutatur ratio axium, quia El* 
lipses servata magnitudine non nisi uno modo variari possunt, sedsi 
variare jubeamur circulum, infinities infinitis mod^, nempe tarn secua- 
dum maguitudinem, quam secundum speciem, ita ut transire debeatper 
omnes ElUpsiuro typos, tunc mutatio isla repraesentand« erit üqb 
per rectam seu lineam, ^ed per aliquam superficiem ; idem est ai 
servanda fuisset magnitudo eirculi, sed transformari debuisset ia 
E&Upses secundi gradus, quarum non tantum infioitae suot speciea, 
sed et infiuita genera, et sub quovis genere infinitae species, ad* 
eoque species infinities infinitae. Quod si jiibeas drcuium non 



iantiun peir «inoes Ellipsiura 8ecandi gradus species transmutari, 
H«d el magDiUidinem variare, adeoque traiisire per omnes typos 
fillipsium $ecundi.gradus, tunc Status circiiii erunt infiiütis vicibus 
iii6ittlie$ infioili, et mutationes omnes repraesentandae sunt per 
aUqood solidum, Quodsi circulus traosire debeat per omues ty- 
po9 EUipsium sive Ovaliuin tertii gradus, non possunt exhiberi ora- 
nes variatiooes in uno cantinuo nisi per quartam dimensionem, 
adbibito verbi gratia pondere, vel alia heterogeneitale extensi. Et 
Ita porro. Necesse est autem hoc modo uno momento infinita$, 
imo aliquando et infinities infini(as fieri mutaiiones, aüoqui una 
aeternitas omnÜMis variationibus percurrendjs non sußiceret. 

Itaque ex bis eüäm mutationis continuae natura inteiligitur, 
neifue vero ad eam sulficit, ut inter Status quoslihet possit repe- 
riri ioiermedius; possunt enim progressiones abquae excogitari in 
quibus perpeiuo prpcedit talis interpoJatio , ut tarnen non possit 
inde conflari aliquod continuuiQ, sed necesse est ut causa continua 
intelbgi possit, quae quovis momento operetur, vel ut cuivis reclae 
aiid^Ms indefinitae puncto respondeus aliquis Status assignari pos- 
sit quemadmodum dictum es^ Et tales mutationes intelJigi pos- 
sunt in re^peclu loci, speciei, magnitudini.<^ velocitatis, imo et alia- 
mm quaikatum, quae huJMs considerationis non sunt, ut caloris, 
luc^. Hinc etiam Anguius . contactus nuUo modo bomogeneus est 
aogulo commuui, imo ne ei quidem est avyyavijg^ ut punctum li- 
jieae» sed se babet ad eum quodammodo ut angulus ad lineam; 
neque enim aliqua continua generatiq certae legis excogitari potest, 
quae aequ« transeat per angulos' conlactus et anguios rectilineos. 
Idem est de angulo osculi a me invento, aliisque altiorihus. An- 
gulas nioiirum sectionis. duarum linearum se secantium idem est 
qui re€t.arum eas twagenlium, angukis contactus duarum linearum 
se iangentium idem est qui angulus contactus duorum circulorum 
Itneas oßculaotium, ut abbi ostendi. 

Antequam binc abeamus, etiam aliquid dicendum est de Re- 
iatione sive babitudine rerum inter se, quae multum a ratione seu 
proportione differt, quippe quae tantum una aliqua ejus species est 
simplicior. Sunt autem relaliones perfectae seu determinantes, per 
<iua8 unum ex aliis invenjri potest ; sunt relationes indeterminatae, 
quando quid ita se habet ad aliud, ut tarnen notitia ejus babitudi- 
als ad unum ex aUo dato determinandum non sufticiat, nisi acce- 
daai novae res aut novae conditiones. Interdum autem tantum ac^ 



cedunt novae conditiooes, interdum vm> el novae res. Polest 

etiam in relationibus spectari liomoeoptosis et heteroeoptosis. Ni- 

mirum si si( relatio quaedam inier res homogeneas A, fi, C, el 

una qiiaeque harum irium renim eodem modo se babeat, iU ut 

permutando eorum locum in formuki, nibil aliad a priore relatiooe 

orialur, Itmc relatio erit absoluta quaedam Homoeoptosis; polest 

tarnen et ßeri, ut quaedam tantum rerum homogenearuro in reiatio- 

nem cadenlium se babeant homoeoptote, verbi gratia A et B, lioet 

C aliter quam A vel B se babeat. Atque haec Homoeoptosis ma- 

xinii est in ratiocinando momenti. Fieri etiam potest ut sit rela* 

tio quaedam inter A^et B (ubi tarnen oportet adhuc alia ipsis ho- 

mogenea reJationem ingredi) ubi ipsum A ei dato B sit delermi- 

natum, at vero B ex ipso A sit tantum semideterminatum, imo ut 

sit indeterminatum prorsus, Exempio haec iltustrare placet Sil 

quadrans circuli ABCYA (fig. 58) cujus radii AC ?el CB vei CY 

magniludo vocetur a, at sinus recli YXmagiiiludo vocetury, simis 

autem compleroenti CX magnitudo vocetur x. Patet quadralum 

ipsius CY aequari quadratis de CX et de YX simul, seu aequalio- 

nem haberi xx + jy = aa, quae exprimit relationem imer bas ires 

res homogeneas x,y et a, cujus ope ex dato a el x seu ex dalo 

radio et sinu oomplementi haberi potest y seu sinus reclus. In 

hac relatione patet x et y se habere homoeoiitote , at a se habere 

modo ab ipsis diverso. Patet etiam relationem esse semidetermi- 

nantem quoad positionem, etsi sit absolute determinans quoadino^ 

lern; nam y^V^^ — ^^> qu od est ambiguum et significai taut y=^ 

-f V^a— XX quam y=r — ^aa — xx, quorum priore significante X¥, 

posterius significat X<^Y). Sunt lamen XY et X(Y) congruae seo 

moie aequales. Patet etiam a seu magnitudinem rndii esse con- 

stanlem. seu eodem modo se habere, et quaetibet x et y indefiniti, 

quemadmodum enim ex dato CX et XY habetur radias (extrabeudo 

radicem ex quadratorum ab his summis) ita ex C2X et ^X^Y eodem 

modo habetur radius. Quales constantes magnitudiBes eodem modo 

se habentes ad alias indefinitas parametri solent appellari. 

Quemadmodum vero bic exposuimus relationem punctorum 
quadrantis ut Y ad puncta recta X, seu modum quomodo dala 
radii magnitudine el punctis A, B, C dalis positiene, ex puncto X 
rectae possit inveniri punctum respondeus Y circuli (licet gemino 
modo seu semidelerminate), ita poterimus etiam reiaüofiem aliaui 
dare simpliciorem, quomodo ex punctis unius rectae positione dalae 
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pnncta respondentia aUerius rectae, eiiam positione datae, in eodem 
piano ordine determinari possint, quae relatio reperieiur multosim- 
plicior. In fig. 59 sint rectae X et Y ejusdem plani ses«s secantes 
in puncto A, ita ut aliquod X sit A, et aliquod Y sit etiam A, 
eoque casu sit XocY. Jam datis positione rectis X et Y et puncto 
communi A, dabitur et angulus quem faciunt, adeoque et ratio 
rectanim AX et XY posito XY esse ordinatam normalem ad AX; 
ea ratio exprimatur per numerum aliquem n eritque aequatio AX 
ad XY (seu x ad y) ut 1 ad n seu ut unilas ad hunc numerum 
fielque y^rnx. Unde patet relationem istam inter x et y tarn esse 
simpiicem, ut non opus sit assumi tertium aliquod ipsis homoge- 
neum, seu alia aliqua linea, multo minus extensio altior; nam n 
quod assumsimus est numerus tantum seu magnitudo nulla indi- 
gens positione, sed sola specie seu notione determinata nee rectis 
illis bomogenea. Et haec simplex relatio duarum Homogenearum 
magnitudinum nibil aliud est quam ratio, hoc est data est relatio 
inter duas has rectas, in eodem piano dato existentes X et Y, quia 
si una ex ipsis positione sit data, et datum sit punctum commune 
ipsis A, ratio denique inter XY et AX seu inter ordinatam y et 
abscissam x eadem quae inter n numerum et 1 unitatem; data 
erit positione etiam altera recta. 

Omnem autem relationem inter duas homogeneas solas seu 
inter duas tantum res magnitudine praeditas homogeneas ita ut 
nibil aliud praeterea accedat quam numeri, esse rationem sive pro- 
portioneni, etsi aliquando involuta sit ut alterius naturae appareat, 
exemplo oslendam. Sit aequatio x'-f 2xy=yy(l), quam nulla alia 
magnitudo realis ingreditur, quam bae duae inter se homogeneae 

y 

x et y, quas ponamus esse rectas, ergo scribamus -^=n(2)itaut 

n sit ratio ipsius x ad y, vel saltem quotiens seu numerus rela- 
tionem illam exprimens. Jam ex aequ. 1. divisa per xx prodibit: 

1-1 — i ~ 11(3) hoc est (per aequ. 2.) l + 2n~nn(4); res ergo 

X XX 

reduGta est ad solam rationem, seu numerum eam exprimentem 
inveniendum; adeoque ex aequatione 1. nihil aliud datur, quam 
ratio inter y et x, hcet lila hoc loco detur surde seu ambigue , fit 
enim nn — ^2n + l=2(e)) seu extrahendo radicem — n+l= ^2 seu 
n=:l±V2(6). linde talis modus deduci potest, ex data x seu ma- 
gnitudine ipsius CX (fig« 6ü) invenire y seu magnitudinem ipsius 
vn. 19 



CY vel ipsius C(Y). Fiat triangulum rectangulum isosceles CIA 
cujus basis sit CXaex, et centro A radio AX describatur circulus 
X(Y)Y rectam CA productam bissecans, D<impe in Y et in (T), 
dico rectam €Y vel C(Y) esse quaesitam seu ejus Diagnitudinem 
exprimere y in aequatione xx+2xy=yy. Si CX sit x, tunc CY 
vel CCY) fore y; est enim CY ad CX ut V2 + 1 ad 1 et C(Y) 
ad CX ut V^ — ^ ^^ ' y ^^^ ^^ posita unitate sive 1 erit CY 
= CA(V2)-I-AY (seu 1) =W2+l et C(Y) = CA(V2)— A(Y) (seu 
— i)=ry2 — 1, Itaque posita x unitate, erit y summa vel differen* 
tia ex bis duabus ^2 el ) , ubi tarnen notandum, radicem unam 
debere intelligi privativem seu falsam, id est etsi moles ipsius C(Y) 
sit V2 — 1, tarnen huic praefigendum esse signum — , ut fiat — ^2+1- 
Unde y est vel 1 + V2 vel 1 — ^2. Patet etiam hinc porro, io- 
cum omnium punctorum Y esse rectam CY, si locus omnium 
punctornm X sit recta CX, modo talis sit rectarum angulus, ut 
ducla quacunque parallela ipsi primae XY jam inveotae ut ^XjY 
semper sit etiam C^X ad C2Y, quemadmodum diximus, seu secuo- 
dum rationem quam aequatio 1 vel ratio invenra in aequ. 6. ex- 
primit, Possunt autem relationes diversarom linearum inter se 
non tantum exprimi per rectas parallelas ab una ad aliam ductas« 
sed et per rectas ad unum punctum convergentes, et una saepe 
relatio alia est simplicior« Ita si (fig. ßl) sit Cllipsis, cujus duo 
oci sint A et B, sumaturque quodlibet in Ellipsi punctum Y, tuoc 
ea proprietas est Ellipseos, ut semper AY + BY sit aequalis con- 
stanti rectae, nempe CD axi majori Ellipseos, atque adeo ut A¥ 
+BY et A(Y) + B(Y) sint aequales inter se. 

Porro ut lineae AYB (Hg. 59) natura commode exprimi. duabus 
rectis normalibus YX et YZ ex uno ejus puncto Y emissis ad duas 
quasdam rectas posilione datas, inter se normales CA et CB, ita 
(fig. 62) lineae Y(Y) in nuUo certo piano manentis natura exprimi 
potest, si ex puncto ejus quocunque ut Y in sublimi posito tres 
rectae normales in tria plana CXA, CZB, CVD inter se norroalia 
ducantur, nempe YX, YZ, YV, quas vocabimus x, z, v. jQuodsi jam 
duae dentur aequationes, una verbi gratia inter x et z, altera inter 
X et V, satis determinata erit natura lineae Y(Y). Prior aequatio 
exprimet naturam lineae Z(Z) a linea Y(Y) in planum CZB pro- 
jectae , posterior naturam lineae V(V) ab eadem linea Y(Y) in pla- 
num CVD projectae. Possunt tamen tria plana esse non tantum 
normalia inter se, sed et qualiacunque anguli dati, unde si duo 
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saltem assumantur plana normalia, lertJum vero ut CVD anguli in- 
definiti, possumus iovenire utrum non tota lipea Y(Y) cadat in 
aliquod planum, quod fiet si planum CVD arbitrarium tale sumi 
possit, ut linea V(V) et linea Y(Y) coincidant, seu ut rectae y 
fiant infinite parvae sive eyanescant. 

Hinc patet etiam natura locorum, nempesl punctum V (fig. 59) 
in piano positum sit denturque distantiae ejus YX et YZ a duabu9 
rectis indeünitis CX et CZ in eodem piano positione datis, pro- 
blema est determinatum , licet ambiguum, hoc est dantur certa 
puncta numero quatuor in eodem piano, quae satisfacere possunt. 
$i vero distantiae ipsae non sint datae , sed tantum relatio earum 
inter se invicem, cujus ope una ex alia data determinatur, tunc 
problema est indeterminatum, seu fit locus» verbi gratia in fig. 59. 
circuUis, dicimusque puncta Y omnia esse ad circulum, si talis sint 
naturae, ut ductis a quocunque eorum ordinatis conjugatis norma- 
libus YX et YZ ad duas rectas normales inter se CX et CZ, qua* 
drata ordinatarum conjugatarum simul sumta semper tantundem 
possint seu eidem quadrato coustanti aequentur, talium enim pun* 
Ciorum locus erit ad circulum, cujus ceutrum est C, radius vero 
est potentiae seu quadrati constantis latus. Similiter in solido 
(fig. 62) si puucti Y distantiae YX, YZ, YV a tribus planis CXA, 
CZB, CVÜ sint datae, determinatum est pi^oblema, licet ambiguura, 
certa enim puncta numero finita (nempe quatuor) satisfaciunt. 
SciendunQ autem est, datas e^se magpitudines assumta aliqua uni- 
tate, si tot sint datae aequationes, quot sint quaesitae; itaquesipro 
tribus rectis x, z, y inveniendis tres etiam dentur aequationes (a se 
invicem independentes), ipsae datae intelligeutur, problemaque erit 
deteuninatum; quodsi vero duae tantum dentur aequationes, pro* 
blema est indeterminatum primi gradus seu punctum quaesitum Y 
determinate non habetur, sed Y seu locus omnium Y seu linea Y(Y) 
cujQs omnia puncta bis conditionibus satisfacient. Si vero pro 
tribus illis magnitudinibus seu rectis inveniendis tantum data sit 
uobis una aequatio quam bae tres rectae ingrediuntur, tunc pro- 
blema est iofinities indeterminatum, seu est indeterminatum secundi 
gradus, et locus est ad superficiem seu superficies aliqua determinata 
habetur (vel semideterminata seu ambigua, nempe gemina, aut terge- 
mioa» .aut quadrtgemina etc.) cujus omnia puncta satisfaciunt huic con- 
ditiooi sive relationi per hanc aequationem expressae. Unde jam intelli- 
gimus, quid sint loca ad punctum, lineam, superficiem , et quomodo 
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datis aequationibus sive relationibus per aequationes expressis 
puDcta, liiieae, superficies determineniur. 

Haec eadem per composiiiones moluurn rectilineorum quoque 
expiicari possunt. Nam (fig. 63) si per rectam X incedal regula 
RX in eodem semper piano et eodem semper angulo servato et 
interea in ipsa regula moveatur punctum aliquod Y, ita ut si in 
puncto A seu X seu Y incipiat moius ulriusque, et deinde regula 
peryeniente in ^X^sXetc. punctum perveniat in 2Y, j|Y, 4Y (id est 
si in primo situ A|R quievisset regula, in 2Z, s^, 4Z) linea aliqua 
Y seu 1Y2Y3Y etc. composito hoc motu describetur, cujus data est 
natura ex data reiatione inter AX et AZ respondentes ; exempü 
causa si AZ sint ipsis AX proportionales seu si sit A^X ad A^Z 
(seu ad 2^2^) ^^ ^a^ ^^ ^a^* ^^ ^^^ porro, seu si sint A2X, A3X, \ 
A4X ut A2Z, A3Z, A4Z, linea AYY seu Y erit recta; si AZ sint m | 
duplicata ratiorie ipsarum AX seu ut earum quadrata, linea ¥ { 
erit parabola quadratica, si in tripiicata, erit paraboia cubica ete. 
Si AZ sint reciproce ut AX seu AjX ad A3X ut A3Z ad A2Z, id* i 
que ubique, linea Y erit Hyperboia, cujus Asymplotae sunt X et Z. 
Atque ita porro aliae atque aliae iineae oriri possunt, quae perse* 
qui hujus loci non est. 

lilud in genere notare praestat, quomodo ex hoc motu intel- 
ligatur, ad quas partes linea cavitatem autconcavilatem vertat, utrum 
habeat flexum contrarium, verticem seu punctum reversionis, mit- 
ximasque aut minimas ejus periodi abscissas vei ordinalas. Pri- 
mum ponamus in fig. 64 velocitates regulae seu ipsa abscissarum 
AX incrementa momentanea ^X^X, 3X4X etc. (quae indefinite parva 
sunt) ipsis velocitatibus respondentibus puncti seu abscissarum 
conjugatarum AZ (seu ordinatanim XY) incrementis momentaneis 
2Z3Z, SZ4Z etc. proportionales, lunc AYY est recta; sin minus, li- 
nea erit curva. Quodsi jam (fig. 63) ponamus velocitate regulae 
manente unit'ormi seu abscissarum AX incrementis momentaneis 
2X3X, 3X4X etc. manentibus aequalibus velocitatem puncti crescere 
seu incrementa abscissarum conjugatarum seu ordinatarum AZ in- 
crementa momentanea ^L^.^Tj^Tj etc. crescere, vei velocitate re- 
gulae crescente velocitatem puncti quae antea cum velocitate regu- 
lae eadem faciet, magis crescere ; seu incrementis momentaneis ab- 
scissarum crescenttbus incrementa momentanea ordinatarum magis 
adhuc crescere, tunc linea AYY (fig. 63) convexitatem obvertit di- 
rectrici AX, si amb# simul, tam abscissae scilicet quam absdssae 
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conjugatae seu recessus a puncto fixo A tam regulae quam piyidi 
mobilis in regula crescunt; quod ab initio supponendum est, si 
quidem initio tam regula quam punctum in ea mobile ab A rece* 
dere intelliganlur. Itaque idem est si contra ambo tam regula quam 
punctum in regula continue accedere inleJliganlur ad A et velocitas 
ipsius regulae seu appropinquationes momentaneae ad A eaedem 
maneant, vel minus crescant quam velocitates seu incrementa mo- 
menlanea ipsius puncti in regula. Sed cum hoc modo punctum 
tantum priorem viam relegere intelligatur, hoc annotare nihil attn 
net imposlerum. Quodsi contingat lig. 65 velocitatibus regulae aeu 
incrementis momentaneis abscissarum, ipsis scilicet iX^X etc. d&- 
crescentibus, velocitates puncti in regula seu incrementa momenta- 
nea ordinatarum 2^1^ etc. uniformia manere, vel crescere, vel saltem 
minus decrescere quam ipsa 3X3X etc., tunc eliam curva AYY ipsi 
directrici AX obvertit convexitatem. 

Ex his jam conira statim patet, si incrementa momentanea 
abscissarum magis crescant, vel minus decrescant, quam incrementa 
iDomentanea abscissarum conjugatarum seu ordinatarum , tunc 
curvam concavitatem obvertere directrici (seu rectae in qua ab* 
scissae sumuntur) si modo ponamus curvam tam a directrice 
AX quam directrice conjugata AZ recedere, seu ad eam acce- 
dere, hoc est tam in una directrice quam in altera recedere a 
communi eorum puncto A vel ad id accedere, patet hoc inquam 
ex praecedentibus, si modo in fig. 63 vel 65 mutemus directricem 
et abscissas ejus in directricem conjugatam et abscissas conjugata« 
vel contra ; manifestum enim est si curva uni directrici obvertit 
concavitatem , conjugatae ejus obvertere convexitatem et contra, 
quando scilicet simul reeedit ab ambabus. 

Hinc patet porro, quomodo oriatur curvae flexus contrarius. 
Nam fig. 66 si X punctis directricis ab A recedentibus etiam re- 
spondentia Z puncta directricis conjugatae ab A recedant, et cum 
antea 2Z3Z etc. incrementa abscissarum conjugatarum magis c^evis^ 
sent vel minus decrevissent, quam abscissarum principalium incre- 
menta ^XjX ab A usque ad 3Y, at in 3Y incipiat fieri coutrarium, ibi 
linea habet flexum contrarium et ex concava fit convexa, quoad easdem 
l>artes. Hoc est si ponamus rectangulum 4X4Z secari a linea A3Y4Y in 
duas partes A4 X4Y8YA et A4Z4Y3YA, tunc cum lineae secantis pars 
A3Y concavitatem obrerterit parti spatii posteriori, altera pars SY4Y 
convexitatem obvertet parti spatii priori, boc est cum recta seu 
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diorda qiiaevis in lineae parte A3Y ut A^Y, sYjY, ceciderit in spa- 
tii partem posteriorem, nunc chorda quaevis in lineae parte 3Y4Y 
cadit in partem spalii priorem. 

Quodsi vero porro ponamus vel ambarum abscissanim, prin* 
cipalis scilicet et conjugatae, vel alterius saltem incrementa coniinne 
decrescere, aumamusque eam quae sola vel saltem magis decrescit, 
ejusque velocitatem ponemus tandem evanescere, atque ita porro 
continuata mutatione mutari in contrariam, hoc est lineam curvam 
respectu ejus abscissae non amplius recedere ab A, sed ad A po- 
titts accedere, ibi habemus puncta reversionum. Exempli causa 
fig. 67 velocitas ipsius X decrescit usque ad 4X, ubi evanescit, 
nempe iXjX, 2X8X,8X4X quae velocitates repraesentant continue 
decrescunt, donec eyanescant in 4X, ubi velocitas progredieodi 
mutatur in regressum, et X a 4X tendit in 5X, ^X rursusque acce- 
dit ad A, crescente rursus (ali<}uamdiu saltem) velocitate regressus, 
interea vero Z unirormi velocitate progreditur; ordinata aulem 
4X4 Y ex loco reversionis puncti X^ nempe ex 4X ductaad curvam, 
eam tangit in 4Y. Potest fieri ut puncta X et Z simul revertantttr 
versus A, sed hoc singulare admodum est, eoque casu curva in 
puncto reversionis infinitas habet tangentes, ut fig. 68 patet, curvam 
AYH simul tangi a dnabus rectis ad se invicem perpeudicularibus 
XY et ZY ; unde patet cum tota curva cadat intra rectangulum XZ, 
ideo omnem rectam per Y ductam extra triangulum cadenlem, 
curvam tangere, et dubitari videtur posse, an sit una curva an 
potius duae AY et HY se secantes in H ; verum cum taies genera* 
tiones pro una curva excogilari possint, et exempium habeamus in 
cycloidibus secundariis, nihil prohibet, quin totum AYH pro una 
curva habeatur. Quodsi autem curva non habeat infinitas tangentes, 
seu non X et Z simul revertantur, seu si in fig. 68 linea AY non 
tendat ad H, sed ad L, tunc patet, una ordinata ab X, nempe XY, 
curvam tangente in Y, alteram ZY, quae utique ipsi XY adeoque 
tangenti est perpendicularis, ipsi quoque curvae AYL esse perpen- 
dicularem, adeoque esse maximam vel minimam ordinatarum hujus 
periodi, maximam quidem quando curva in Y ipsi AZ directrici ob- 
vertit concavitatem, minimam vero cum ei obvertit convexitateni. 

Jam porro inter se conjungamus ambas variationes lineae, 
unam quae est secundum convexum et concavum, alteram quae est 
secundum accessum et recessum respectu directricis. Equidem 
potest linea tarn accedere quam recedere respectu directricis, cui 
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concavitatem aui convexitatem obvertil« ul fig. 69 in (H) concava 
reeedit, in (B) concava accedit, in (C) convexa recedif, in (D) con- 
vexa accedit; verum si duabus directricibus simul conferatur, tunc 
quando ab ambahus reeedit, uni obvertit concavit>item, alteri con- 
vexitatem, ut in (H) et in (C); quando vero uni accedit, ab altera 
vero reeedit, Innc ambabus concavitatem vel ambabus convexitatem 
obvertit, ut in (B) et (D). Atque ideo ad casum nunc veniendum 
est, quo linea ab una directrice reeedit, ad alteram vero accedit, 
seu quo X quidem ab A reeedit, at Z ad A accedit, ubi linea T ambabus 
directricibus obvertit concavitatem vel convexitatem, convexitatem qui- 
dem ut in fig. 70 si s^s^ ^^ 3^^ recedendo ab A minorem ra- 
tionem habeat, quam JL^Z ad 3Z4Z accedendo ad A, seu si veloci- 
tatibus recedendi in una directrice aut crescenlibus aut manentibus 
aut decrescentibus, velocitates accedendi in altera minus crescunt 
aut magis decrescunt. Contra in fig. 71 concavitatem linea utrique 
directrici obvertit, si 2^3^ ^^ s^4^ recedendo ab A majorem ra- 
tionem habet quam jZgZ ad 3Z«Z accedendo ad A, seu si veloci- 
tatibus recedendi in una directrice crescentibus aut manentibus aut 
decrescentibus, velocitates accedendi in alia magis crescunt aut 
minus decrescunt. 

Hinc intelligitur, quomodo fieri possit, ut linea quae antea 
directrici obvertit convexitatem, nunc ei obvertat concavitatem, vel 
contra, licet non habeat flexum contrarium, sed maneat ad easdem 
partes cava, quando scilicet in ea directrice occurrit reversio ut fig. 72 
si motus ipsius X sit aXfX recedens ab A et 4X5X accedens ad A, ubi 
patet ex (H),(B),(C),(D),(E),(F),(G),(K), quamvariis modis fieri pos- 
sit reversio, ut eidem rectae aX, cui concavitas prius obversa fuerat, 
postea convexitas obvertatur, vel contra, ubi patet in (H) et (B) 
linea recedente ab AX et ab AZ et in reversionis puncto recedente 
adfauc ab AX, sed accedente jam ad AZ, prins convexitatem postea 
concavitatem ipsi AX obverti; idem est in (B), ubi linea prius ac- 
cedit ad AX, deinde semper ab eo reeedit, accedit in 1, reeedit in 
(B) et in 2, et ab AZ reeedit usque ad (B), deinde ab eo reeedit. 
Verum in (C) ad I prius concavitas obvertitur ipsi AX, deinde ad 
2 convexitas, et utrobique receditur quod obtinetur ope ventris, 
qui unuim conlinet regressum respectu AZ, sed binos regressus 
respecttt AX. Tale quid etiam in (D) inclinate posito. Caetenim 
venire in punctum evanescente ex (C) fit (E), et ex (D) fit (F), et 
ideo reversiones tarn secundum AZ quam secundum AX ibi coin- 
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ciduDt, uade in puncto iilo infinitae possunt esse tangentes, quäle 
quid jam attigimus supra. At si idem venter simul conlineai 
flexum contrarium, ut in (G) et (K), tunc venire illo evanesceole 
ut inde nascatur (L) vel (M) vel (N), alqua ita flexu iconlrario 
coincidente cum puncto reversionis fit ut non obstante reversione 
linea conveiitateni aut concavitatem ei obverlal cui prius, cum 
enim duplex concurrat causa mutandae obversionis, se mutuo tol- 
tunl et manet obversio qualis an(e erat ad directricem AX, sciiicet 
(L), (M), (N) ipsi tarn ante quam post regressum obvertunt conca- 
vitateo) ; si inverterenlur, (am ante quam post regressum obverte- 
rent ei convexitatem. 

Caeterum hinc inteliigitur, quod duplex causa est cur linea 
mutet obversionem» et quae ante concavitatem directrici AX obver- 
terat, nunc obvertat convexitatem: una, regressus puncti X in illa 
directrice moti (ut fig. 73), linea ¥Y a 3Y ad «Y obvertit ipsi AX 
convexitatem, at post regressum in 4Y obvertit ei concavitatem in 
5Y, quia punclum X ab A recedit a ^X ad 4X1 sed ad A accedit 
item seu regreditur a «X ad 5X; altera vero causa est flexus eoo- 
trarius, cum ipsa linea revera ex convexa fit concava, vel contra, 
ut in fig. 74, ubi linea in 4Y habet flexum coutrarium^ ita ulrecta 
tangens cum prius cecidisset ad unum latus curvae post 4Y cadat 
in aliud latus, in ipso autem puncto 4Y tangens est nulla vel po- 
tius tangens el una secans coinciüunt, nam (fig. 75) recta tangens 
lineam flexu contrario praeditam in L secat eandem alibi in N, 
cumque continue magis magisque sibi admoveri possint L et Bl, 
fit ut tandem coincidant in N, ubi nulla est tangens, aut potius 
eadem simul est certu respectu tangens et secans, unde et in pun- 
cto flexus contraril tria curvae puncta alioqui diversa in unum 
coinciduiit, duo ob tangentem (omnis enim tangens inteiligitur se- 
care lineam in duobus punctis coincidentibus), unum ob secantem. 
Et apparet in puncto flexus N duarum partium LN et MN coinci- 
dere, quemadmodum si duae curvae diversae LNS, MNR obversis 
convexitatibus se tangerent in N, unde transeundo ex una in alte- 
ram fieri potesl flexa LNM vel flexa RNS. 

Ex his autem duobus modis inter se diversis, quibus obversio 
lineae ad aliquam directricem mutatur, poterimus definire periodum 
intra quam inteiligitur aliqua esse maxima aut minima, cum enim 
curva multos flexus contrarios multaque puncta reversionis habet, 
diversas habet maximas aut minimas pro sua quaque periodo. 
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Nimirum (fig. 76) linea T recedit a sua directrice AX iisque ad B, 
inde rursus accedit, ordinata igitur ad ß est maxima (si Ibi curva 
directrid obvertit concavitatem); porro linea a B accedit directrici 
AX, simulque recedit a directrice AZ usque ad C, ubi est punctum 
reversionis, seu ubi accedit quideni adhuc ad AX, sed non am* 
piius recedit ab AZ; sed n C (ubi ordinata ad AX tangit curvam) 
usque ad D accedit simul directrici AX et directrici AZ, ubiiterum 
Incipil receflere a directrice AX, sed adhuc pergit accedere ad AZ 
usque in £, ubi tarn ab AZ quam ab AX iterum recedit. Perio- 
dos igitur faciunt puncta reversionis, quae obversionem mutant 
Sic prima periodus est ABC qua linea directrici AX obvertit con- 
cavitatem, cujuj$ periodi maxima est ordinata ad B, altera periodjus 
est GüE, ubi linea directrici AX obvertit convexitatem cujus mi- 
nima est ordinata ad [). Porro linea CDE producta seipsam se- 
care potest in F. Et si totus venter coincidere intelligatur in 
punctum, ibi coincidil duplex reversio respectu directricis AZ cum 
simplici respectu directricis AX. Atque ita quia duplices rever- 
siones se mutuo tollunt, hoc modo fieri potest ut linea (Y)(B)(F)(G) 
(in eadem fig. 76) quae a (B) usque ad (F) recessit ad directricem 
AX, post (F) rursus ab ea recedat, sine ullo ilexu contrario pari- 
ter ac sine uUa reversione respectu alterius directricis conjugatae 
AZ, quorum tamen alternatio alias opus est, ut linea a directrice 
ad quam accessit iterum recedat. Sed redeamus ad priorem li- 
neam AYBCDEFG, et post duas periodos ABC et CDE quaeramus 
tertiam EGH a puncto novissimo reversionis E ad punctum flexus 
eontrarii proximt H, cujus periodi maxima est ordinata ad G. 
Quarta penodus est HJK a puncto flexus eontrarii H ad novum 
punctum reversionis K, cujus periodi minima est ad punctum J. 
Obi notandum est, etsi duae periodi sibi immediatae, quarum quae- 
Jibet suam habet maximam aut minimam respectu ejusdem direc- 
tricis AX, Hiter se distingui debeant vel puncto aliquo reversionis 
respectu directricis conjugatae AZ vel puncto aliquo flexus con^ 
trarii in ipsa curva, tamen neque punctum reversionis directricis 
conjugatae neque punctum flexus eontrarii statim periodum facere 
quae maximam vel minimam habeat, imo nee plura puncta flexus 
eontrarii facere necessario periodum novam, ut patet ex serpentina 
KLM, verum plura nova puncta reversionis ad directricem conju- 
gatam AZ necessario faciunt periodum .novam aut periodos novas 
maximarum aut minimarum pro hac directrice AX, si flexus con- 
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trarii in curva abdint. Quod ita demonstro, quoniam piioctofum 
reversionisr ad directricem conjugatam sunt ordinalae maximae et 
minimae ad directricem conjugatam, hinc si piura ifeuiur puncta 
reversionis ad directricem conjugatam, dantur plures ordinatae 1a- 
les ad directricem conjugatam, ergo et periodi maximarum aut 
minimarum pro directrice conjugata, quia quaevis maxima aut mi- 
nima habet propriam periodum; liae autem periodi ad directricem 
conjugatam AZ necessario limitantur vei per puncta flexus contrarii 
vel per puncta reversionis ad directricem primam AX, absunt au- 
tem hie puncta flexus contrarii ex hypothesi, ergo adesse debent 
puncta reversionis respectu directricis AX, adeoque et maximae et 
minimae atque adeo et periodi respectu directricis AX, quod asse- 
rebatur. Denique notandum .est, periodos (ad eandem direclricem) 
regulariter tales esse ut maxima et minima sese aiternis excipiant, 
exceptio tamen est in casibus quibusdam, ut in linea (YXB)(F)(G) 
eadem figura 76 sese immediate excipiunt duaemaximae, ordinata 
a B ad AX et ordinata a G ad AX (nisi ordinatam ex F simiil 
velimus computare, quae tamen periodum propriam nuilam habet, 
quippe quae evanuit), cujus ratio est quodj ibi duo puncta rever- 
sionis tacita sunt seu sese mutuo supprimunt, quae si expressa 
inteiligantur numerenturque, vera manet regula aiternationis. Simi- 
liter fieri potest ut punctum reversionis et flexus contrarius coin- 
cidant, et ita alternatio. Ut si in eadem figura IN nova sit perio- 
dus KLMNP a puncto reversionis K ad punctum flexus contrarii 
P^ ejusque periodi maxima sit ordinata ex N ad directricem AX, 
et rursus nova periodus PQR a P puncto flexus contrarii ad R punctum 
reversionis, cujus periodi maxima est ordinata ex puncto Q ad di- 
rectricem AX , inde rursus nova periodus RST a puncto reversio- 
nis R ad punctum T (quod quäle sit ex conlinuatione lineae patere 
deberet) cujus periodi maxima est ordinata ex S ad directricem AX. 
Et hactenus quidera semper servatur alternatio maximarum et mi- 
nimarum; sed si totus venter VPQRV evanescere ponatur in anum 
punctum V, tunc ordinata ex V ad AX non poterit diel maxima 
aut minima ordinatarum, quia lineam NVST non secat, sedtangit; 
ergo periodi MNV maximam ordinatam, nempe ex N in directricem 
AX, excipit statim periodi VST maxima ordinata» nempe ex S ad 
directricem eandem, scilicet quia R et Q puncta reversionis et 
flexus contrarii in unum coincidentia sese mutuo compensant et 
toilunt. 
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Atque ita hie semina quaedam jecimus, ex quibus generatia 
quaedam curvarum elementa enasci, curvaeque a sua forma in cer- 
tas quasdam dasses dispesci possint. Possunt mutta alia ex his 
principiis demonstrari, ut quod eadem est directio puncti curvam 
describentis, quae rectae tangentis; possent etiam elementa expli> 
cari curvarum linearum quae in soHdo describuntur compositione 
trium motnum, dum scUicet (fig. 62) planum unum CD incedit in 
alio CB a CE versus BF, et in piano CG movetur regula CG, ac- 
cedit ad ED vel inde recedil, et in regnia CG movetur punctum C 
versus G vel recedit a G. Potest et ex his modus quoque duci 
curvarum ducendi tangentes inveniendique maximas aut minimas ; 
sed nonid hoc loco agimus, nee plenam tractationem , sed gus- 
tum quendam atque introduclionem damus. 

Tantum hac vice. 
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Quaereham*) aliquando demonstrare Theorema Pytha- 
goricum ex natura triangulorum simüium. Itaque hoc usus sum 



*) Leibniz hat auf dem Manuscript bemerkt: Hie specimen dare 
placuit Analyseos ADagogicae a vulgari Algebristis usitata, quam Me- 
tagogicam seu transsultoriam vocare possis, diversae, in demonstrando 
theoremate rednctione continua ad alia theoremata simpliciora per gra- 
dus, cum vulgaris Analysis eat per saitum« Et cum Pappus dixerit, 
quaesitum vel demonstrandum assumi in Analysi pro vero, atque inde 
deduci alias enuntiationes donec incidatur in jam notas, quod Conrin- 
gius et alii reprehendunt, volui hie evidenti speeimine ostendere quod 
oiim Gonringio respondi, etsi alias ex vero falsum duci posset, nihil 
tale hie esse metuendum, quia non adhibentur nisi ratioeinationes re- 
ciprocae ; itaque hie modum loquendi mutavi nee dixi ut initio volebam, 
ex Pytbagorico Theoremate sequi articulum (6), ex hoc (supposita 
triangulorum similium proportionalitate laterum) sequi articulum 10 
aliunde jam demonstratum vel demonstrabilem, sed malui dicere el 
ostendere verum fore Theorema Pythagoricum, si verus artieulus (6), 
et hunc rursus, si verus artieulus (10). Ita Analysis ista non minus 
rigorose demonstrat quam ipsa Synthesis. 
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processu Analytico: Assumo quaesitum et video iinde possit duci. 
Erit aulem verum (I) AB^ßC^^AC» (fig 77), si (2) AB^^iVC^ 
— BC2, seu si (3) AB2=«AC+BC, AC— BC. Jani ceniro C radio 
CA describatur circulus secans rectam B(J productaoi io D el in 
E, et erit (4) BE = AC+BC et (5) BD=AC— BC. Ergo (3) erit 
verum per (4 et (5), si verum (6) AB esse med. prop. interBD 
et BE. Theorema ergo propositum reduximus ad hoc, quod in 
circulo ordinata est media propor tionalis inter seg- 
menta diametri. Hoc vero rursus verum erit, si (7) angu- 
lus DAB = ang. AEB, ita enim triangula rectaRgula ABD et EBA 
erunt similia adeoque DB ad BA ut BA ad BE, utt habet articul. 
(6). Jam quia (8) ang. AEB + ang. EAß = recto (ex eo quod 
trianguii reciaiiguli EBA tres aoguli sunt 2 rectis aequales) et (9) 
äng. HAB + ang. EAB = ang. DAE, ergo erit verus artic. (7) per 
(8) et (9) si (10) ang. DAE (in seitiicirculu) sit rectus. Nam per 
(10) et (9) erit (II) ang. DAB -f ang. EAB ^ recto. Ergo per 
(8) el (II) erit DAB = ang. AEB, ul habebat artic. (7). Res re- 
ducta est ergo ariicuio (10) ad hoc theorema, quod angulus- 
DAE in semicirculo est rectus. Quod sie ostendemus. Es 
centro C in AE agatur normaiis AF. Ergo si verum sit (12) esse 
angulum ad centrum ACE dupium anguli ad circurofe- 
rentiam ADC, ideo cum (13) sit angulus ECP dimidius anguli 
ACE, erit per (12) et (13), (U) angulus ADE aequalis angulo ECF. 
Ergo (15) reetae AD, FC sunt parallelae. Ergo (15) cum ex con- 
structione angulus CFE sit rectus, erit (16) etiam angulus DAE 
rectus, ut habebat articulus (10) Res ergo iterum ad aliud theo- 
rema reducta est est in articul. (12), cujus itidem facilis est de- 
monstratio. Nam (17) ang. DCA + ang» CDA=2rect., ut per se 
patet. Sed ( 18) ang. DCA + ang. CDA + ang. CAD = 2 rect., ergo 
per (17) et (18) erit (19) ang. ACE = ang. CDA -f ang. CAD. Jam 
(20) ang. CDA = ang. CAD, ergo ex (19) et (20) sequitur arlic 
(12) seu angulum ad centrum (DAE) esse dupium anguli ad cir- 
cumferentiam (ADC), ubi tantum assumsimus artic. (18) trian- 
guii tres augulos esse 2 rectis aequales. Quod ipsum 
si quis demonstralum velit, ita faciie satisfiet. Ex C ponatur duci 
CF parallela ipsi DA, erit (21) ang. FCE = ang. ADC, sed rursus 
(22) ang, CAD = ang. ACF cum sinl alterni. Ergo ex (21) et (22) 
fit (23) FCE + ACF--ADC-fCAD«(24)ACE. Ergo per (44) el 
(17) habetur artic. (18) seu demonstratum est, in Triangulo tre« 
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anguios esse 2 rectis aequales. Quodsi adbuc desideretur demon- 
stratio arlic«(22) seu theorematis, quod alterni aequales, id 
faciilime fiel. Producantur CA in 6, et BA in H« Ob paralieias 
AH et CF sunt (25) anguli ACF et GAB aequales. Sed (26) ae- 
qaales sunt oppositi GAH et CAD. Ergo per (25) et (26) aequan- 
tur alterni ACF et CAD, ut habebat artic.(22). Omnia ergo re- 
duximus ad veritates evidentes, quales sunt: Trianguia similia ha* 
bere iatera proportional ia (ad 7), CF normalem ad AE bisecare 
attgulum ACE in triangulo ACE, quod ob circulum cujus centrum 
€ est isosceles (ad II) et 20), iiem anguios qui sibi deinceps DCA 
et ACE aequari 2 reclis (ad 17 et 24), paralieias ad eandem fa* 
eare anguios aequales ad easdem partes (ad 16 et 25). 



IV. 

EFISTOLA AD VIRUM CELEBERRIMUM, ANTONIUM MAGLIA- 
BECCIÜM, UBl OCCASIONE QUORÜNÜAM PROBLEMATÜM A 
BATAVIS FLORENTIAM MISSORÜM DE USÜ ANALYSEOS VE- 
TERUM LINEARIS ET IMPERFECTIONE ANALYSEOS PER 
ALGEBRAM HODIERNAE ÜISSERITÜR, NOVUMQUE TRIGONO- 
METRIAE SINE TABULIS INVENTUM ATTLNGITUR. 

Vorbemerkung. Von einem Ungenannten waren den Ma- 
thematikern zwölf Aufgaben vorgelegt worden, an deren Behand- 
lung der Neapolitaner Antonio de Monforte sich versucht hatte. 
Er verößenllichte seine Lösungen in einem an den berühmten 
Magliabecchi gerichteten Sehreiben, das „Neapoli nono Cal. Jami. 
an. 1676'* datirt ist. Dieses Schriftchen gerieth in die Hände 
Leibnizens ; er machte, wie er zu thun gewohnt war, seine Bemer- 
kungen darüber und stellte sie in dem folgenden ebenfalls an Ma- 
gliabecchi gerichteten Schreiben zusammen. 

Das Programm, in welchem der Ungenannte die zwölf Auf- 
gaben bekannt machte, lautet wie folgt: 

Geometra post labulnm lalens, quae sequunUir Problemata, 
Matheseos Professoribus resolvenda proponit. 



1. Data differentia segmentorum baseoa, una cum ratione 
quam habet alterutrum laterum cirea verticem ad differeoliam 
eorundem, (datoque alterutro angulorum ad basim, reperire 
triangulum. 

2. Data difierentia segmentorum baseos, una cum ratione 
quam habet laterum «iggregatum circa verticem ad ilneam aiiquam 
datam, datoque allerutro angulorum ad basim, reperire triangulum. 

3. Data difierentia segmentorum baseos, una cum ratione 
quam habet aggregatum laterum circa verticem recta data mullaluin, 
ad rectam aiiquam itidem datam, datoque alterutro angulorum ad 
basim, reperire triangulum. 

4. Data differentia segmentorum baseos, una cum ratione 
quam habet dilTerentia laterum circa verticem ad alterutrum hie- 
rum, datoque alterutro angulorum ad basim, reperire triangulum. 

5. Data differentia segmentorum baseos, una cum ratione 
quam habet leclangulum sub lateribus circa verticem ad datum 
planum, datoque alterutro angulorum ad basim, reperire triangulum. 

6. Data differentia segmentorum baseos, una cum ratione 
quam habet quadratum unius e lateribus circa verticem auctum 
rectangulo sub iisdem, vel piano ulcunque ejusdem multiplici ad 
quadratum alterius lateris, datoque alterutro angulorum ad basim, 
reperire triangulum. 

7. Data differentia segmentorum baseos, una cum ratione quam 
habet liiterum aggregatum circa verticem ad alterutrum e lateribus, 
datoque alterutro angulorum ad basim, reperire triangulum. 

8. Data differentia segmentorum baseos, una cum ratione 
quam habet quadratum lateris alterutrius circa verticem ad rectan- 
gulum sub aggregato ex differentia praedicla et latere minori et 
sub eadem quoque differentia, datoque alterutro angulorum ad ba- 
sim, reperire triangulum. 

9. Data differentia segmentorum baseos , una cum ratione 
quam habet quadratum aggregati ex praedicta -diffierentia et latere 
alterutro circa verticem ad excessum, quo idem supererat quadra- 
tum praedictae different^e, datoque alterutro angulorum ad basim» 
reperire triangulum. 

10. Data differentia segmentorum baseos, una cum ratione 
quam habet aliquota pars rectanguli sub lateribus circa verticem, 
datum planum assumens ad ahud datum itidem planum, datoque 
alterutro angulorum ad basim, reperire triangqlum. 
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11. Data diifereRtia segmentorum baseos, una cum ratione 
quam habet aggregatum quadratorum e lateribus circa verticem 
ad datum planum, datoque alterutro angulorum ad basim, reperire 
triangulum. 

12. Data differentia segmentorum baseos, una cum ratione 
quam habet quadratum aggregati iaterum circa verticem, assumens 
datjim planum ad datum itidem planum, datoque alterutro angulo- 
rum ad basim, reperire triangulum. 



Viro Celeberrimo 



Antonio Magliabeccio. 
Inctdit*) nuper in manus meas inscripta Tibi Epistola doc- 
tissimi ut apparet Antonii Monfortii, Quam cum evolvissem, vidi 
daodecim problemata Trigonometrica Lugduno Batavorum summissa 
ab eo tractari, quae Geometra nescio quis, qui se post tabniam 
latere ait, Mathematicis solvenda proposuit, qnibus omnibus hoc 
commune est, ut in Triangulo quaesito detur differentia segmento- 
rum baseos, et angulus aiiquis ad basim: Dantur praeterea in 
probl. I. ratio lateris circa veriicem ad differentiam eorundem, 
probl. 2. ratio aggregati horum laterum ad rectam datam, probl. 
3. ratio ejusdem aggregati recta data multati ad rectam datam, 
probl. 4« ratio differentiae horum laterum ad alterutrum laterum, 
probl. 5. (secnndum ordinem solutionis) ratio aggregati ad latus 
alterutrum, probl. 6. (secundum ordinem solutionis) ratio rectan- 
guli sub dictis lateribus ad planum datum, probJ. 7. (secundum 
eundem solutionis ordinem) ratio quadrati unius lateris rectangulo 
laterum aucti ad quadratum alterius lateris, probl. 8. ratio qua- 
drati lateris minoris (semper circa verticem intelligo) ad rectangu- 
lum sttb aggregato ex data differentia segmentorum basis et latere 
minore et sub ista data, probl. 9. ratio quadrati ab aggregato 
istins datae dictae, et lateris majoris ad excessum hujus quadrati 
supra quadratum ejusdem datae, probi. 10. ratio aiiquotae partis 
rectanguli sub lateribus dato piano aucti ad datum plaimm, probl. 
II. ratio aggregati quadratorum a lateribus ad datum planum, 



*) Letbniz hat auf dem Manuscript bemerkt: Optimum erit non 
nominari Monfortium^ quia laudari non potest. 
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prob). 12. ratio quadrati ab aggregato iateniin dato piano aucti 
ad datum planum. Quanquam autem problemata ipsa plane in po- 
testate sint hominis analylica docti, qualia ego quidem aggredi non 
soleo cujus in eo polius versatur Studium, ut ipsa Analyticae artis 
pomoeria profer^m ad ea quae Algebram transcendunt, quooiam 
tarnen Tibi inscripta video et Monforlianae soiutiones quibusdam 
animadversionibus indigent, credidi veniam apud Te pariler et.Cl. 
Moniortium liheitali meae paratam fore, si providere studeam ne 
quid Matliematica exactitudo dissimulatione nostra detriraenti ca- 
piat, eaque occasione alia quaedam majoris momenti admoneam, 
quibus Geomeli'iae conteniplatio pariler et usus magnopere augeri 
possit. Et primum quanquam exiguum hoc sit, moneo tarnen (ne 
imposterum in ailegando confusio orialur) in programmate propo- 
nentis, ut edidil Munforiius, problema seplimum esse id quod sol- 
vit MonCorlius ioco quinto, ideo quintum et sextum proponenüs 
sunt sextum et septimum Monfortii; caetera consentiunt. Illud 
vero magis nolari merelur« problema primum et quartum esse uuuio 
et idem, nee dilTere nisi verbis, quod miror non animadvertisse Cl. 
Monfortium, quemadmodum alia incongrua quae mox oslendam. 
Primum enim problema est: Data ditferentia segmentorum baseas 
una cum ratione quam habet allerutrum lalerum circa verticem ad 
differenliam eorundem datoque alterulro angulorum ad basin, re- 
penre triangulum; problema quartum est: Data differentia seg- 
mentorum baseos una cum ratione quam habet differentia lateruui 
circa verticem ad alterulrum iaterum datoque alterulro angulorum 
ad basin, reperire triangulum. Haec duo problemata in eo solum 
differunt, quod in primo datur ratio lateris alicujus ad iaterum dif- 
ferenliam, in quarto vero ratio differenliae Iaterum ad aliquud la- 
tus, cum tamen nemo ignorare possit, data una ratione quae di- 
recta est, utique dari et alteram quae reciproca est. Quid est 
frustra pi*oblema{a mulliplicare, si hoc non est? Non tanien video, 
quomodo alicubi (pag. 22) Cl. Monfortius velit, omnia probleinala 
duodecim reduci posse ad unum, cum conslet, ut mox ostendam, 
pleraque quidem ex iilis esse plana, nonnulla tarnen »olida, quae 
ulique diversi sunt generis a planis. Caelerum sunt et alia , quae 
mihi in ipso modo quo problemata haec concepla sunt, displicent. 
Exempli causa in probl. 2. datur aggregali Iaterum ratio adreclam 
daiam , nolum autem est, cujus ratio ad dalum dalur, id dari ip* 
summet. Cur non ergo proponens dixit potius, dari ipsum aggre- 
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gatum quam aggregali rationem ? an detorquendo nonuihil problema 
credidit se id difflcilius reddere? Idem est de problernate lertio, 
quod si recte inspicias, nihil dilTert a secundo. Nam in lertio 
datur aggregati laterum recta dala mullali ratio ad reclam datam; 
cujus autem ratio ad datum datur, id ipsunimel datur. Datur ergo 
aggregatum laterum recia data multatum. Quod vero dato multa- 
tum datur, Id ipsummet datur; datur ergo aggregatum laterum. 
Redimus ergo ad problema secundum. £odem modo in probl. 6. 
datur ipsum rectangulum laterum. Similia ut ita dicam ayecofjLevQi]- 
fiara in probl. 9, 10, 11, 12notari possunt. £t quideni problema 
decimum non nisi specie verborum differt a sexto secundum ordi- 
nem Monforlii vel quinto secundum ordinem proponentis. Nam. si 
datur ratio aliquotae partis reclanguli sub lateribus datum planum 
assumentis ad datum planum , dabitur haec aliquota pars datum 
planum assumens; ergo dalur ipsa aliquota pars. Üala aliquota 
parte reclanguli sub lateribus, dabitur ipsum et recidimus in pro- 
blema sextum. 

Venio ad ipsas solutiones doctissimi Monfortii, quibus tamen 
nescio an satisfactum sit Geometrae proponenti. Primum enim vi- 
datur IS, qui simpliciter proponit probleuidta Geometrica, postulare 
solutiones Geometricas, non vero Arithmeticas , lineas scilicet seu 
lineares constructiones, non numeros. Deinde videtur is, qui 
proponit problemala generalia^ postulare etiam solutionis pro- 
blematis gefierales; Monfortius autem certos casus pro arbitrio 
assumrl, in quibus problema est rationale, eosque solvil. £t sane 
tertio foret hoc aliquid, si methodum generalem exposuisset sol- 
vendi haec problemata in uumeris rationahbus, quoties fieri potest; 
sed iile si quid credi potest sumsit exempla aliunde nota, eaque in 
speciem tantum methodo analytica investigavit. Quomodo autem 
infinita exempla reperiri possint, quibus problemata trigonometrica 
bujusmodi (quae scilicet non aiiae rectae ingrediunlur, quam latera, 
segmenta basoos, perpendicularis et ex bis orla, nempe summae, 
dilTerentiae, raliones, rectangula e(c.) in numeris rationalibus exhi- 
beri queant, id quoniam Gl. Montlortius non docuil, et usum tameii 
saepe habere potest, exponam quia lacile est. Nimirum (fig. 7b) 
si duo sint in numeris rationalibus triangula rectangula ADB et 
CDB liabenlia unum latus circa rectum BD commune seu aequale, 
ex Ulis in unum compositis tiei triauguium ABC, quod non latera 
tantum, sed et altitudinem et segmenta baseos, adeoque et quae ex 
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bis oriuntur rationalia habebit: sed quomodo babebimus duo trian- 
gula rectangula rationalia latus circa rectum commune habentia? 
Respondeo, id quoque facillimum esse; datis enim duobus trian- 
gulis rectangulis rationalibus quibuscunque, inde bis fabricari pot- 
erunt duo alia triangula- rec(angula rationalia latus circa rectum 
commune habentia. Cxempli causa duo sunt simplicissima triangula 
rectangula rationalia in numeris integris, npmpe unum cujus latera 
circa rectum 3 et 4, hypotenusa 5, alterum cujus latera circa 
rectum sunt 5 et 12, hypotenusa l)). Quodsi volumus inde fa- 
cere duo triangula rectangula latus unum circa rectum commune 
habentia, multiplicemus per crucem, triangulum 3, 4, 5 per § et 
fiet 15, 20, 25, et triangulum 5, 12, 13 per 3 et fiet 15, 36,39. 
Idem aliter praestare possumus ex iisdem assumtis, multiplicando 
triangulum 3, 4, 5 per 4 et fiet 12, 16, 20, 
triangulum 12, 5, 13 per 1 et fiet 12, 5, 13. 
Possunt tanien et aliis modis reperiri duo triangula latus circa 
rectum commune habentia, scilicet generaliter quot modis fieri 
potest in numeris rationalibus, ut sit ab aeq. cd, vel ut sit aa — bb 
aequ. cc — dd, vel denique ut sit 2ab aequ. cc— dd, habebuntur 
enim duo triangula rectangula rationalia quorum latera 

2ab, aa — hb, aa + bb 
2cd, cc— dd, cc-fdd 
babentia unum latus circa rectum commune, tot igituretiam modis 
haberi potest triangulum rationale, cujus altitudo et segmenta ba- 
sis sint rationalia. Et sunito ex infinitis ejusmodi triangulis quocun- 
que, quodcunque ex problematis a Cl. Monfortio hicsolutis eodem modo 
solvi poterit, quo ab illo factum est ; quod sane nulla analysi in- 
diget, cum ea ratione jam tum notum sit quod quaerltur, licet 
tractetur perinde ac si i^notum ndhuc et quaerendum esset. 

Sed nunc a nohis jure postulari videbitur, ut solutiones 
geometricas exhibeamus. Quod ut cum fructu aliquo fiat, in re 
alioqui sterili, placet modum ostendere quomodo pleraque solvi 
queant sine calculo, et viam inin*, quae praebeat specimen analy- 
seos cujusdam linearis, ab analysi algebraica sive caiculatoria plane 
diversae; ita simul fortasse lucem aliquam analysi Veterum affun- 
demus, quae consistebat in usu Datorum, cui juvando etiam li- 
brum suum de Datis Euclides sciipserat, in quem extat Marini, ve- 
teris philosophi, V7i6(xvrif,ia. Prohlemata igitur primum et (Mon- 
fortiano ordine) quintum haec sunt: Data differentia segmentorum 
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baseos AD, DG (% 79), ralione lalei is AB ad differentiam vel ag- 
gregalum laterum AB et ßC et denique angulo A, invenire trian- 
gulum ABC. Quod sie vestigabimus : In segmento majori AD su- 
matur DE aequaiis minori segmento ÜC, eril AE difTerentia seg- 
meotorum data; juugatur BE. Datur ratio lateris AB ad difi'erenliam 
(s^^egatum) laterum AB et ßC, ergo datur ratio laterum AB, ßC 
inter se, quemadmodum notum est. Et ob datum angulum A da- 
tur ratio BD ad ABj jam datur ratio AB ad BC (ut pauIo ante 
osteodimus), ergo datur ratio ex bis composita BD ad BC, ergo 
datur angulus C. Datis jam trianguli duobus angulis A et G, da- 
tur et tertius ABC. Omnes ergo trianguli quaesiti ABC angulos 
habemiis. Porro datur angulus CBD, supplementum ipsius inventi 
C ad rectum; ergo et datur angulus EBD (ipsi CBD aequaiis, quia 
E)D et CD aequales), datur et angulus ABD (supplementum ipsius 
dati A ad Rectum), a quo si invenlus angulus EBD auferatur, ha- 
bebilur residuus ABE. Trianguli ergo BAE habebuntur anguli duo, 
A et ABE, ergo et tertius AEB. Habentur ergo omnes anguli 
trianguli BAE, habetur et unum ejus latus AE (differentia segmen- 
torum baseos data), ei quibus habitis habetur ipsum triangulum 
BAE (et geometrice quidem, ut ostendam in solutione sequenti), 
ergo et latus ejus AB, ergo et trianguli ABC, cujus etiam omnes 
anguli habentur; habetur unum latus AB, habetur ergo ipsum Trian- 
gulum ABC quaesitum, quod desiderabatur. Ex hac analysi lineari, 
quemadmodum alias ex calculatoria, facile fuisset constructionem 
elicere, eamque synthetice demonstrare, dissimulala analysi seu 
inveniendi ordine; sed haec non tarn problematis, quod tanti non 
est, quam analyseos causa attuhmus. 

Problema quartum nihil differt a primo: problemata secun- 
dum et tertium non dilTcrunt inter se, ut ostensum est. Solutio 
eadem quoque melhodo facile habebitur, sine ullo calculo, per so- 
lam analysin linearem. In triangulo ABC (fig. 80) dato angulo C, 
et data FG differentia inter AD et DC, segmenta baseos, datpque 
Cü aggregato (vel etiam differentia, quanquam id inter problemata 
proposita non sit) laterum AB, BC circa verticem, quod aggrega- 
tum GH habetur si in producta CB sumatur BH aequal* AB, quae- 
ritur triangulum. Jungatur FH. In triangulo FCII datur angulus G 
et duo latera CII, GF, ergo datur triangulum et quidem nontanlum 
trigonometrice seu per Tabulas, sed et geometrice, nam ex F ducia 
FG perpendiculari ad GH, habemus duo triangula rectangula FGC et 
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FGH, et in priore dato uno latere FC et uno angulo C, dantur re- 
Hqua ut constat, nempe latera PG, GC. Habita jam recta GC, de- 
trahatur a data GM , habebilur HG. Habitis HG et FG, habetur 
PH. Habemus ergo trianguH FCIJ tria latera CH, CF, FH geome- 
trice, ex dato angulo et duobus lateribus, quod jäm in problematis 
primi solutione assumseramus. Ergo dalur et augulus ejus FHC. 
Jam triangulum HßP est isosreles (qnia tarn BH quam BP aequa- 
les ipsi AB , ergo cum detur angulus ejus PHB (sive FHC j, dabitur 
et ei aequalis HFB. Datis ergo trianguli HBF duobus angulis et 
basi FH, dabitur ipsum, et geometrice quidem ad modum eorum, 
quae proxiine ostendimus. Datur ergo et latus HB vel BF, id est 
AB. Quod si aut'eratur a dato GH, dabitur residuum BC. Habe- 
mus ergo AB, BC et angulum A, unde caetera statim habentur. 
Solvimus ergo probleniata secundum et lertium, quae huc redire 
ostendimus. El alia eis similia, si scilicet differentia aggregalo sub- 
stituaiur. Problema quinlum solvenlis Monfortii seu septimum 
proponentis solutum est cum primo 

Quod sexto loco a Cl. JMonfortio traclatum est, ejus calcu- 
lum assurgere ad quadrato-quadratum ostendit ipse Monfortius, 
ac proinde innuit sua natura ei»se soiidum, etsi in quibusdam 
casibus facilioribus studio quaesitis, qualem exhibet Monfortius, de- 
primi queat. Inuere autem videtur sequentia sex esse etiam so- 
Jida, quia negat se plus quam sexies eandem methodum ponere 
velle. Et sane in speciem taiia sunt, sed non animadvertit omnia 
deprimi posse et esse plana demto uno decimo, quod coinddit cum 
sexto. Et sane, si quid judico, a Cl. Monfortio problematum solu- 
tionem aggredienti expeclandum saltem erat, ut quae plana, quae 
solida essent, judicaret. Quod certe aut omnino non fecit, aut non 
recte fecit. Ego vero deprebendi omnia esse plana praeter dicta 
duo, quod in singulis ostendam. Nonum itaque, ut hinc neglecto 
ordine incipiam, etsi solidi specfem habeat et caicuium ad quadrato- 
quadratum altoUat, tarnen planum esse sie ostendo: In eo duo 
sunt quadrata, unum ab uno latere recta data aucto, alterum a recta 
data. El dicitur ratio dari prioris ad excessum suum supra poste- 
rius , sive dicilur dari ratio unius ad differentiam ab altero. Jam 
vero quoties hoc fit, tolies dalur ipsa duarum quantitatum ratio 
inter se. Dalur ergo ratio quadrati ab uno latere recta data aucto, 
ad quadratum rectae datae. Sed data ralione duorum quadrato- 
rum, datur et ratio lateruni, ergo dalur ratio lateris recta data 
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aucti, ad rectam dalam ; et redivimus ad problema planum, omnium 
bacienus traclatorum facillimum. Nam cujus datur ratio ad datum, 
id ipsum datur, datur ergo unum latus recta data auctum. Quod 
autem dato auclum datur, id simpliciter datur. Datur ergo unum 
latus. Problema ergo 9. reductum est ad hoc: Dato uno angulo 
ad basiii, uno latere ad verticem, et diiferentia segmentorum baseos, 
invenire Triangulum, quod utique facillimum est Nam si datum 
latus Ab (fig. 81) sit ad datum angulum A, dabitur utique et (ob 
angulum datum) ratio AD ad datum AB, ergo datur et AD; unde 
caetera habentur. Quodsi detur angulus A et latus BC, tunc in 
basi si opus producta sumatur DP aequal. AD, erit CF differentia 
segmi'Utorum baseos data. Jungatur BF quae erit aequalis ipsi AB, 
et angulus F angulo A dato. Itaque in triangulo BFC datur an- 
gulus F et duo latera BF, CF, ergo datur triangulum geometrice 
per supra ostensa. Ergo dabitur et latus BF seu AB, unde ob 
datum angulum A habebitur et AD, adeoque et AC, id est dupla 
AD ademta data GF. 

Eodem fere modo et problema duodecimum sive ultimum 
solvetur. Nam datur in eo ratio quadrati ^b aggregato laterum, 
piano dato auctum, ad planum quoddam datum. Datur ergo qua- 
dratum ab aggregato laterum piano dato auctum. Ergo datur ip- 
sum quadratum ab aggregato laterum. Dato autem quadrato dabi- 
tur id cujus est quadratum. Datur erga aggregatum laterum, et 
recidimus in problema 2. supra solutum. Sed et probl. 8. planum 
esse comperietur: Nam datur in eo ratio quadrati a latere minori 
circa verticem ad rectangulum sub data et sub eodem latere eadem 
data aucto. Ergo datur ipsum latus per constructionem planam, 
quod sequi sie ostendo. Posito enim id latus esse y, datam esse 
a, dabitur ratio: yy ad y + a in a seu ad ya-|-aa, eadem cum data 
ratione b ad a, ergo fiet yy:ya+aa :: b :a seu yy aequal. by + ba, 
quae aequatio plana est, cujus constructio simplicissima et satis 
nota. Habemus ergo latus y. Dato autem latere uno trianguli 
circa verticem, angulo uno ad basin, et differentia segmentorum 
basis, dari triangulum paulo ante ostendimus. Habetur ergo solu- 
tio problematis 8. Quod de latere minori ostendimus, eodem modo 
praestari potest et in majori. Unde proponens problema incongrue 
de solo minori concepit. 

Quin imo et problema septimum (Monfortiano ordine, at sex- 
tum proponenüs) quod maximam solidi speciem habet, planum esse 
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comperi. Datur enim in eo ratio quadrati lateris unius cum rect- 

angulo sub lateribus , ad quadralum lateris alterius. Sed hinc 

ajo dari rationem lalerum inter se. Sunlo enim latera z et y, erit 

ratio zz+zy ad yy eadem datae b ad a. Sumaturalia rectaequae 

ev eevv ew 

Sit ad a, ut z ad y, fiet: z aequ. — eritque — ^ + — -:yy ::b:a 

et fiet ee+ae aequ. ab; habetur ergo e per constructionem planam 
simplicissimam jam satis noiam, adeoque et ratio ejus ad datam 
a, ac proinde etiam ratio z ad y, seu ratio duorum laterum circa 
verticem. Recidimus ergo in problema 1. Ergo etproblema sep- 
timum solutum habetur. 

Postero inveni et problema undecimum planum esse, in quo 

datur aggregatum quadralorum laterum circa verticem. Insistendo 

literis Cl. Honfortii sit (fig. 82) AB, z et BC, y et CD, x et difTe- 

rentia inter AD et CD data sit a, nempe ^F vei AG, et angulus A 

vel GAF etiam datus. Hinc data quoque ratio AB ad AD seu z 

ad X -|- a sive AG seu a ad AH seu b. Denique datum aggregatum 

laterum zz + yy, quod sit aequ. cc quadrato a recta data c vel AL 

Ex natura trianguli diflerentia quadratorum laterum zz — yy est ae- 

qualis 2ax + aa sive rectanguio sub intervallo segmentorum a et 

basi AC, 2x4-a. Ergo 2zz est aequ. 2ax + aa+cc, seu zz aeiju. 

aa + cc _, . . a— — b 

ax + — ^ — . Est autem z aequ. -^x-f*a , ergo x aequ. — z — a. 
2 b a . 

Habemus ergo: zz aequ. bz — aa + '^+-5- seu zz aequ. bz-f — ^ — . 

Unde facilis constructio est, nam si triangulum rectangulum fiat 
cujus latera circa rectum sint dimidia AH, et alia recta quae pos- 
sit dimidium excessus quadrati ab AL super quadratum ab AP, 
ejus trianguli hypotenusa, assumens dimidiam AH, erit latus AB 
trianguli quaesiti ABC, unde caetera habentur. 

Restant duo tantum problemata, sextum ordine soiventis Mon- 
fortii (quod proponenti quintum est) itemqife decimum, sed supra 
ostendimus derimum ab hoc sexto reapse non differre. Iptum 
autem sextum, qui generaliter solvere volet, solidum esse depre- 
henderet, cum scilicet praeter segmentorum baseos differeDtiam et 
unum ad basin angulum datur rectangulum sub lateribus circa ver- 
ticem. Servatis enim iisdem literis eodemque (qua licet) calculo, 
quem paulo ante adhtbuimus, habemus: zz — yy aequ. 2ax + aa, 
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X aequ. — z — a ob data omnibus problemalis noslris communia, 

unde litr zz — yy aequ. 2bz — 2aa-|-aa sive zz-yy aequ. 2bz aa. 
Jam ob data hujus probleoiatis propna esto rectanguium zy ae- 

quäle piano dato cc, fiel : y aequ. — et yy aequ. — , quem valorem 

z zz 

c^ 
sübstituendo in aequ. praecedenti fiet: zz aequ. 2bz — aa, toi- 

zz 

lendoque fractionem atque ordinando z^ — 2bz^4-aazz aequ. c^. 
Quae aequatio (tractabilior Monfortiana) licet sit quadrato-quadra- 
tica, cum tamen sit admodum »impiex, nee proinde ullo praepara- 
tionis artificio indigeat, facillime per Circulum et Parabolam, vel 
per Circulum et Hyperbolam construi potest secundum methodos 
Yulgo notas. Itaque immorari istis supervacuum foret. Quod au- 
lern problema generaliter ac per se sit solidum, ita ostendemus: 

Pro z substituatur — , habebitur yv aequ. aa seu 

y yy y 

y* — ayy + 2bccy aequ. c*, quam generaliter et per se solidam esse 
sie demonstro. Omnis aequatio quae in aliquo exemplo estsolida, 
ea generaliter sumta seu per se solida est, vel quod idem est, ge- 
neraiem depressionem non patitur. Utique enim alias generalis 
illa depressio speciali exemplo accomodaretur contra hypotfaesin. 
Nostra autem novissime dicta exemplum habet, quo indubitabiiiter 
solida est. Ponatur enim primum in casu aliquo speciali esse b 

aequ. — , tunc 2bcc erit aequ. 2, et loco proximae aequationis 

habebimus: y*— aayy-|-2y aequ. c*. Kursus in eodem exemplo 
{)onamu8 praeterea esse a aequ. 0, et c etiam aequ. 0, tunc eva- 
nescent termini aayy, item c^, et restabit tantum: y^ + 2y aequ. 
sive y' aequ. — 2, quod problema est solidum, nam radix ejus 
negativa est una duarum mediarum proportionalium inter i et 2, 
sive habetur per duplicationem cubi. Problema igitur sextum ad- 
eoque et declmum sua natura solidum est. Atque ita praestitimus 
circa haec problemata omnia quicquid poterat desiderari. Quae so- 
lida sint, talia esse demonstravimus, eaque aequatione tarn simpliei 
expressimus, ut notis et apud Cartesium Slusiumque extantibus 
reguiis brevissime construi possint a quovis Tirone, itaque construc- 
tionem ipsam huc transcribere foret tempore abuti. Caetera et 
plana esse demonstravimus, et quomodo ex aliis problematibus jam 
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datis dentiir, oslendimus, ut nihil praeterea addere operae pretium 
sil. Addidiinus tarnen, quomodo exempla solutionum in nameris 
rationalibus infinita nullo uegotio habeantur. Caetera praestare (i- 
roDis exercitationi magis conveniet 

Velim autem in bis problematis quae plana oslendimus, ani- 
madverti usum analyseos linearis Veterum, qui sane tantus est, utsi 
quis ea npglecta sine discrimine solam recentiorum algebram adhi- 
beat, in caiculos ingentes se induere possit. Saepe enim altissime 
assurget et anxius inquirere cogetur depressiones, nisi paulo ante 
problema profundius inspiciat; plerumque etiam in constructiones 
incidet contortas et minime naturales, quas evitabit si cum Veten- 
bus subinde usum Datorum adhibebit et cum analysi recentiorum 
opportune miscebit. Sciendum enim est, quod pauci aniaiadverte- 
runt, duplicem esse analysin, unam qua problema unumquodque 
resolvitur per se, et incognitae habiludo ad cognilas investigatur, 
aKeram qua problema propositum reducitur ad aliud problema fa- 
cilius, quod fit usu Dato r um, quando ostenditur uno dato ha- 
ben et aliud. Et prior quidem Methodus Algebraica est, quam a 
Yieta et Cartesio maxime celebratam, recentiores hodie solam ana- 
lysin esse putant, cum tamen altera methodus et Yeteribus usitala 
faent, quod multis exemplis ostendi posset, et suas quoque cerlas 
et constantes regulas babeat, et dilTicultatem magis div>dat in par- 
tes, atque ideo soleat feliciores exhibere solutiones magisque natu- 
rales, et intellectum non per symbola sed ipsas rerum ideas ducat. 
Unde aestimandum tibi relinquo, Vir Clarissime, quam longa adhuc 
absit analysis, quae hodie passim in usu est,.a perfectione Tulgo 
jactata. 

Quod vero Cl. Monfortius ad te scribit se problemata haec aggres- 
sum, ut vim analytices experiretur in bis quoque, ubi inter data habetur 
angulus, quibuscasibusGhetaldus et ßeaugrandius Analysin Speciosam 
haerere putent ; item hinc disci posse artem solvendi problemata tri- 
gonometrica sine usu tabularum , id meo judicio admitti non potest. 
Quanquam enim non meminerim, quae sit horum scriptorum sententia, 
illud tarnen scio, Geometras cum negant caiculum circa angulos in 
potestate esse, non intelligere angulos ita datos, ut hoc loco cum 
Monfortio et aliis assumsimus, cum scilicet angulus rectus determinatur 
(ut cum positione dantur rectae AB, AG (fig. 88) angulum A com- 
prehendentes, vel cum datur ratio iaterum AB, AD in triangulo rect- 
aogulo ADB) et nihil aliud quaeritur, quam aliae rectae ex datis 
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reeiis, sed tum demum Geometras difficuHatem agno8c<>re, cum an- 
gulus datur per ivumerum graduum, sive per rationem arcus BE 
cui ex centro A insislit, ad totam circuli circumferentiam, et quae- 
ruutur inde latera seu rectae, vel contra cum lateribus datis vel 
rectis determiiiantjbus numerus graduum seu ratio arcus ad cir- 
cumreVentiam desideratur, tunc enim Geometrae hactenus omnes ad 
tabula« quas vulgo Sinuum vocaot, recurrere coacti sunt, (assi ne- 
que Algebram neque Geometriam constantes solvendi regulas piae- 
bere. Quod adeo verum est, ut asseram ego algebram in bis non 
tantum imperfectam sed et impossibilem esse, sive ut rem exemplo 
explirem, dato sinu toto AE et BD sinu anguli BAE, ajo Impossi- 
bile esse per algebram invenire sinum FG anguli FAE, posito ar- 
cum FBE esse ad arcum BE, ut diagonalis quadrati est ad latus. 
Tale enim problema, quemadmodum facile demonstrare possum, 
neque. est planum neque solidum, neque tertii aut quarti aut quinti, 
aut ullius aherius gradus, nee proinde per ullamearum curvarum, 
quas solas Cartesius in Geometriam recipi voluit, construi polest. 
Quod rursus signum est, non tantum analysin Geometricam (quae 
sola algebra nititur) esse imperfectam, sed et alias adhuc curvas 
Genmetricas excogitari debere, quae Algebraicae quidem non sint 
(nee proinde relationem habeant ordinatae ad abscissam ex ax<^, 
aequatione quadam certi gradus explicabilemX possint tarnen motu 
continuo describi. Ubi vero curvas excludo, cycloidi similes, etsi 
enim accurate describi possint, tamen assumunt curvae malerialis 
applicationem ad planum tangens vel quod eodem redit e^tensioneui 
fili curvae materiali applicali in rectum, quod perinde est ac si 
quis Geometra spbaeram aqua replens et eandem aquam mox inde 
in rectangulum solidum effundens, se spbaeram cubasse dicat. 
Hujusmodi enim constructiones a Georoetris non desiderantur, etsi 
rectae sint, et probae, et nonnunquam adhibendae donec meliores 
ioyeniamus. Assero autem posse inveniri novum curvarum Geo- 
metricarum genus, quae solo reciarum materialium seu regularum 
motu constante et ab uno principio dependente, continuo tractu 
describantur, ac proinde aeque sint Geometricae ac ulla earum 
quas Cartesius exhibel; bis curvis ajo problemata algebram trän- 
scendentia solvi posse perficique Geometriam. In locum quoque 
Aequationum Algebraicarum , quae scilicet sunt certi gradus, ut 
plana«, solidae, sursolidae etc., novum plane calculum introduco pro- 
blematibus transceudentibus inservientem , adhibitis aequationibus 
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infinitis. Quod inveutum, cum sit inter praestantissiina G«nsendum, 

maximique in Iota re Mathematica usus, exemplo illustri declarabo : 

Anguli BAE vel arcus BE sit tangens EH, secans AH; hanc tau- 

gentem EH vocabo l, radium AB focabo r, et arcum BE vocaboa; 

t* t* t*" l* 
ajo lianc aequationem haberi a aequ. t — h r-^ — T*"^ — » 

— nTiö ®^^' *" infinitum. Ope hujus aequationis in Triangulo re- 

ctangulo AEH ex datis lateribus habebunlur anguli, sine ullis tabu- 

lis, caicuio lani exacto quam quis velit, modo radius r sit latus 

circa rectum majus et tangens t minus, et quidem aequatione ejus- 

modi exaclus conlinetur vaior arcus, quia continentur in ea om- 

nes appropinquationes simul in infinitum. Nam si terminos priores 

t» t* 
quollibet ut t — — + ^ assumas, error semper erit minor ter- 

mino proxime sequenli ut ^-^ , ergoque tam parvus quam ve- 

lis, nam posito t esse minorem quam r, patet terminos istos t, 

t* t* t^ 

— 1 -;4» -ß etc. continue decrescere in progressione geooietrica: 

quae autem sie decrescnnt, ea satis promte evanescere constat. 

Arcu autem in numeris quantumlibet exactis hac ratione invento, 

dabitur etiam ratio ejus ad circumferentiam numeris Ludolphi Co- 

loniensis expressam; ergo quantitas anguli seu numerus gra- 

duum t et r, seu AE et E(H) sunt aequales, quod fit cum arcus 

(B)E est quadrans circuli, tunc loco aequationis prioris (B)E seu 

t' t' r r r 

a aequ. t — - - + ^ etc. fiel (B)E aequ. "^ ~ a + "«" — if ^^' 

ac proinde, si radius circuli sit I, erit arcus quadrantis f — ^-f{ 
— 4^ + ^-^TT®^^» vel si quadralum diametri sit I, erit area circuli 
I — ^H-^ — l+i — iV ®^^" Quod a me inventum theorema sum- 
mos Geomelras, quibus ostendi, mirifice delectavit. Nee puto in 
numeris ralionalibus simpliciorem atque elegantiorem magnitudinis 
circuli expressionem reperiri posse. Appropinquatio autem subita 
non ab bis, sed a generali Iheoremate petenda est, assumendo ar- 
cum quadrante minorem, cujus data sit ratio ad circumferentiam, 
ut tangens quoque in numeris quantum satis est exactis babeatur. 
(iuodsi Ludolphi Coloniensis tempore nota fuisset haec methodus, 
ne centesima quidem laboris parte ipsi opus fuisset. 
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Contra ex datis angulis et uno latere reliqua latera invesli- 
gaturus alia opus habet aequatione infinita, quae iieque facilitate 
nequß elegantia priori cedit: eam vero alias exponam, nunc s|)eci- 
men dadisse contentus, uade intelliges, quanta hinc geomelriae 
etiam praeticae accessio habeatur. Cum eaim nihil sit trigonome- 
tricis problematilms frequentius atque utilius, quae hacteuus sine 
tabulis saus exacte expediri non possunt, labularum autem libros 
per terras et maria circumferre »on sit in potestate; nos inveutis 
regulis facillinois, et quarum semel perceptaruai ue oblivisci quidem 
possi;» si velis, et quibus nuUo nej^tio etiam ultra ipsam tabularum 
exactitudinem ire liceat, scientiam tarn indecora Servitute absolvi- 
mus, ac nunc denique effecimus, ut Geometra ingenio fretus libris 
carere possit. 

Atque haec quidem, Vir Celeberriroe, ideo tibi scribenda pu- 
tavi, primum ut tuo judicio probata, quod multorum instar est, 
per te, si tanti tibi videntur, ad aliids perveniant, in Italia inprimis 
vestra doctos viros> quorum sententias libenter audiam , deinde ut 
ifli qui sibi persuäsere Analysin Mathematicam nihil ab Algebra 
diferre, aut jam ad vestigium pervenisse, noxio scientiae augmentis 
errore liberentur. Scio summos in lialia esse Geometras, Romae 
Riccium et Grandium, qutbus P. Honoratus Fabry et si adhuc ibi 
agit Joh. Alphonsus Borellus addi posse videntur, Florentiae Vivia- 
num, Petavii Renaldinum , ut alios taceam. Hi etsi Algebrae in- 
telligentissimi , mecum tarnen opinor persuasionem damnabunt, 
quam in quibusdam locis maxime inter eos qui Cartesiani appel- 
lantur, iiivalescere video, quasi in Algebra, quam vocant Speciosam, 
inprimis qualem Cartesius tradidit, omnium problematum solutio 
coDtineatur, quoniam sei licet Cartesiani vulgo fere non nisi minoris 
momenti ususque problemata attingunt, qui si vel trigonometriam 
r9Cte oonsideraasent, aliter sentirent. 

Porro yera Algebrae incunabula Italiae jam a superiori seculo 
debentur. Primarius enim finis Algebrae est, invenire valorem in- 
cognitae quantitatis, sive formulam quandam si licet finitam , qua 
exacte exprimatur radix aequatiönis. Et quidem ejusmodi formula 
jam satis habebatur ex Veteribus, quando aequatio non excedebat 
quadratum. Sed quando aequatio est cubica, primus formulam 
radicig invenii Scipio Ferreus et post eum Nicolaus Tartalea, a 
quo didicit Cardanus. Nam si aequatio cubica generalis a secundo 
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termino liberata sil 

x*+px aequ. q, 
radix generalis erit 



X aequ. »f^q rVtqq+VrP* + Vk-Viqq+AP*, - 
quod invetitum ego inter prHestantigsima censeo. Proximum est 
inventum Ludovici Ferrarii BoDoniensis, qui Cardano familiaris fuil, 
et cujus vita eliam extat inter Cardani opera. Is primus iDvemt 
modum reducendi aequationem quadrato-quadraticam quamlibet ad 
cubicain. Ilis duobus inventis omnia problemata solida per alge- 
bram absoluta habentur, et revocaotur vel ad trisectionem anguli, 
vel ad inveiitionem duarum mediarum proportionallum inter duas 
datas. Neque quisquam bactenus generalem pro altiori aliqua ae- 
qualione radicis formulam dedit, quanquam ego aditum ad eam rem 
reperisse mihi videar, cujus et specimina habeo, sed prolixi calculi 
necessarium taedium devorare nondum vacavit. Yieta autem et 
Cartesius cum ultra progredi non facile possent, aüo flexere, ille 
quidem ad Bxegesin numerosam, hie vero ad linearem. Quod vero 
proprie Algebraicum esset, nihil admodum adinvenere, etsi summos 
fuisse Geonietras et usum inprimis Algebrae in Geometria eos pro 
parte aperuisse non negem. Quae ideo adjeci, Vir Clarissime, ut 
populäres tuos autoritate tua excitem ad colendam porro scientiam, 
quam majores eorum tantis incrementis auxerunt. Vale. 
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DISSERTATIO EXOTERICA DE STATU PRAESENTI ET INCRE- 
MENTIS NOVISSIMIS DEQÜE ÜSÜ GEOMETRIAE. *) 

Quae cum saepe mihi cum variorum studiorum booiioibtts 
communicatio est, audire subinde fecit quereias de vanitate Geo- 
metriae, quibus illa irustra opponat demonstrationes suas, quando 



*) Leibniz hat später darüber geschrieben: De usu Geometriae 
Statu praesenti ac novissimis ejus incrementis. 
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non de veritate, sed usu qaaeritur. Scilicet non inepte jactatur, 
laborare nos inieniperanlia studiorum, unde nihil redundet in vitam ; 
utüia pleraque dudum iiiventa esse, aut si qua supersint, non esse 
speranda a Georaetria. Pro Scholasttcoruni nugis (sie enini illi vo- 
cant , oescio an jure) nunc passim explusis alias introduci nugas, 
magis speciosas, sed et magis difficiles. Parum accessurum generi 
humano, si duae proporlione mediae inveniantur inter duas datas, 
nisi forte redeunte oraculo Delpliico pestent aliquando accurata cuhi 
duplicatione depeili regionibus passe credanius, lllam vero tolies 
imprudenter jactatam, toties vane promissam circuJi Quadraturam, 
quid landem producturam putemus, an forte aurum philosophicum 
sive Lapidem illum mirificum quatuor Elementoruni velut Jateribus 
in unius circuli circumferentiam coeuntibus indissolubiliter compa- 
ginalum, quemadmodum disserebat Michael Mayerus Chymista, 
Rosae Crucioruni assecla, pecuiiari tractatu de circulo quadrato. 
Sunt qui vix risum contineht si de parabolis aut hyperbolis Io> 
quare; quid facerent si scirent, geometras ad quartas dimensiones 
et sursolida ascendere, quae adeo nusquam suni, ut nee intelligi 
possint. Campuni aliquem metiri, aut horoiogium solare describere, 
aut castelli formam delineare» in eo omnem Geometriae laudeni 
silam putant* Algebrae vero sunt qui nee nomen ferre possint, 
quemadmodum de se ait Fortinus de la Hoguette in testamento. 
Scilicet crucem iiigeniis figi, et novas excogitari scientias, quasi non 
satis veteres praebeant, quod aganius, aut quasi vita longa sit, ars 
brevis. Et memini egregios quosdam vires mirari Cartesium de 
se fassum, quam male ut multis videri possit tempus collocaverit, 
sex septimanis integris in una Pappi quaestione cotisumtis. Alii 
qiiando Geometras ad naturae opera explicanda accedere vident, et 
de apum cellis aut sexangnla nivis forma, aut aquae salieiiiis.limen 
ratiocinari, Aristophanis jocos renovant, qui Socratem introducit 
puiicum saitus curiose metientem. De mechanicis autem ita sibi 
aiiisque persuadent, parum profici Geometrarum subtiiitatibus, qui- 
bus materia reluctetur: inulilem eorum diligentiam fuisse, qui Gar- 
tesii autoritate aut rationibus persuasi, hyperbolas polire aggressi 
sunt) et inventa pulcherrima casui potius aut superficiariis ratioci- 
nationibus quam Math^fnaticorum profunditati deberi testinionio 
esse posse tubi optici concinnatorem primuni hominem literarum 
expertem. Denique Cartesium ipsum in flexu aetalis, versis ad 
physicam studiis, Geometriae soleuniter renuntiasse. Haec et his 



fortiora dicuntur pasftim a viris etiani docti«, et prudentjhus, dum 
vero inprimis clam causas irarum habent, ut Scaliger in Clavium et 
Vjetarn, nee abnuo subesse aliquid veri, et saepe plus promittere geo- 
roetras, quam praestare possit Geometria, et magna theorematuin 
farragine memoriam obrui et acriore figurarum conteinplatioDe 
animi vigorem labefactari, qui rebus agendis servari debet; quare 
operae pretium erit paucis exponere quantum ab accuratis rerum 

aestimationibus *) quis sit verus e]u^ io 

vita usus, et quousque ab homine indulgendum videatur sdentiae 
pellaci. 

Geometrae oomen, ut binc ordiar, semper latius apud erudi- 
tos, quam apud vulgus patuisse. Geometria enim plerisque videiur 
scieutia figurarum tantum, de Uneis, de TriauguUs, deCircuiis, de 
Solidis, de Cylindro, Cono, Sphaera« Docti vero ita judicaut, unam 
eaudemque esse scienliam iUam quae per omne rerum gpous dif- 
fusa accuratas el in longum protractas ratiocinatiopes exercet 
Quemadmodum enim Oceanus idem est, qui prout varia litora alluit, 
nunc Atlanticus, nunc Aetbiopicus, nunc Indicus appellatur, itaea- 
dem sciendi ars omni argumeuto apta variorum tbeoreniaium vei- 
ut sinus facit. Unde constal Veleres cum ApollonHim getmeirae 
nomine velut praecipuo bonestassent, ompibus doctrinae solidioris 
laudibus a se cumulatum credidisse: et bodieque si quem hoc no- 
mine homines in bis studiis versati appeJienl, ab ingenio iilo ma- 
tbemStico lau4lare quod per longinqua et difßcilia non tentandi aite 
aut divinandi felicitate, sed quodam animi vigore sibi viani facit; 
itaque et Aristotelis Analytica guometrice scripta dicere ausim. <iuae 
in demonstrationes redigere non difficile, et si quis res Melaphp- 
cas pari rigore traclaverit, ei Geometrae laudem non abnuerini, 
etsi nee aequaliones unquam nee, figuras cogitaril. Diopbantuffi 
quoque fateor et Fermalium in mediis numeris Geofuetras egisse, 
et Arcbimedem ac nostro tempore Galilaeum non rainora in He- 
cbaniciä quam in Tetragonisticis aul Centrobarycis Geometriae spe- 
cimina dedisse, Cartesium autem magno ingenio id egisse, utpbjf- 
sica ipsa quantum licet Geometrica esset. Nee dubilem de eo quod 
justum aut utile est, de numero habitantium, de pretio rerum, de 
re mercatoria aliisque mullis dici posse quae Geomelriam sapiafl^ 
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certitudine pariter dogmatum el erueiidi difficult^te. Geometriam 
ergo tueri idem est ac ratiocinandi severitatem defendere, quae 
longo mentis itinere characterum aut figurarum auxilio incorrupta 
recurrat^ Unde siml aliqui qui se geometras esse Ignorant ipsi, 
cum severe tarnen et profunde in eo quod intelligunt argumento 
ratiocinentur. 

Ego qui me non ante autores capere arbitror, quam origines 
iotelligam fontesque unde egregia cujusque inventa manarint, duo 
eorum qui inventores habeulur summa genera notavi, aiiisque in- 
genia geomelrica, aliis combinatoria esse. Qui geometrico sunt in- 
geni<f, eorum inventa difticilia sunt et profunda, et multa medita- 
(iune ezpressa. Qualia nee facile enunlianlur nee statim a quovis 
audiiore aut spectatore intelligunlur* Exemplum elegans habemus 
in machina textrice, nunc passim frequentata, Scoti cujusdaip in- 
vento, quod novennio integro occupavit antorem suuni, aut in 
arithmetico instrumento, quod omnem animi laborem in rotas 
transfert. 

Combinatoria ingenia plus habent felicitatis, minus laboris; 

simplicia sunt inventa eorum et paucis verbis tota dicuntur, ut 

plerumque animadversione potius quam medilatione indigeant ac 

levi magis animi ictu, quam subtili indagatione parentur. Petuntur 

enim fere ex rebus e medio positis, certa quadam relatione con- 

nexis, aut experimentis quae haclenus pro sterilibus habita, felici 

conjunctione subito usum inveniunt. Acus magneticae vim di- 

rectricem, credibile est, diu incultam jacuisse opinione inutilitatis, 

donec genius aliquis non vulgaris vidit, quanti esset notam sem- 

per habere mundi plagam. Quid facilius quam vaporem e rebus 

calore sublatum in coipus densare, exempla balneorum ante ocu- 

ios erant, nemini lamen Graecorum Romanorumque in meutern 

venit spiritum e vino elicere. quamvis testatus esset Galenus, quan- 

tum Uli debiturus esset qui separationem partium vini docere 

posset, qualis lactis jam tum habebatur. Quod nuperprodiit arti- 

ßcium motus aequabilis pure mechanicum, felicis tantum combina- 

tionis opus est, ut mirari queas nulli in mentem venisse, fieri 

posse iit dum elateria per vicesagunt,. prima in eundem semper 

statum restituantur, antequam ad ipsa revertatur ordo, quo fit ut 

post breves admodum periodos ad eandem plane Ibrmam machina 

redeat, adeoque idem quoque redeat elTectus periodi(|ue fiant aequi- 

diuturiiae. Unde inlelligi potest, aliquando homines longinqua perspi- 
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cere, quae ante pedes sunt non \idere. Saepe tarnen non combi- 
natione simpliti, sed experiniento opus est, ut aliquid egreghim 
eruatur, quo casu manifestum est, fortunam venire in partetn ju> 
ris, tantum enim quisque invenisse videhitur, quantum praejudicare 
poluit ante lentamentum: et hujui^ generis inventa fuere quorun- 
dam Alchymistarum qui saepe frivolis admodum rationibus ducuii- 
tur et destituti non ideo absistunt, quod si aliquando iu noimullis 
quae ipsi non quaerebant eyentus respondeat conjecturae, tum Uli 
vero mirifice triumpliant et prudentiam vendilant suam, cum mi- 
sericordiam potius naturae parentis laudare deberenl, quae tarn 
assiduos sui cultores noluil esse perpetuo infelices. 

Sed Uli prae caeteris apti ad indagationem veritatis, pariter 
et inventa vitae utilia in lucem producenda, qui conibinalorio in- 
genio Studium acre Geometriae et profundae meditationis aut etiam 
si materia poslulet experiundi patientiam junxere. Nam si paucae 
quaedam ac faciles paratu combinationes tot praeclara nobis in 
venta dedere, dubilari non dcbel, majora erutum iri, cum inlerio- 
res rerum latebrae excutientur. Medicam cerle artem nemo speret 
nisi ab ingenia utrumque complexo valde augeri posse: subtilior 
est causarum implicatio, quam ut levi inspectu delegi possit, el 
nisi in natura rerum, geometrarum exempio theoremala conilantur, 
et morosa diligentia consequentiae in longinquum producantur, semper 
in cortice haerebimus. Unitemur summos viros, Pytliagoram, Democri- 
tum, Hippocratem, Aristotelem, Archimedem, Galilaeum, Cartesium, 
Pascalium, quibus habet quos addat tempus praesens. Geometriam 
exempio Conditoris in ipsa natura exerceamus, consideremus quantum 
illa Copernico profuerit etKeplero, quantum a Scheinero el Cartesio in* 
crementi acceperit optica, quid mecbauici Stevino debeaul el Galilaeo, 
quam ipsis medicis Sanctorius praeluxerit Cocbleae cylindriceae sive 
ut vulgo vocant fine carentis utique fortissimae potentiarum usus uni- 
formitate ejus nititur, qua fit, ut sibi per omnia congruat; alioqui 
enim nee moveri posset Cochlea, nisi linea ejus in suis ipsa veali- 
güs labi posset, quod praeter ipsam soll linearum rectae ac circu- 
lari datum est. Hoc vero consideratio utique geometrica erat. 
Pulcherrimum antliae genus cochieiforme, in qua corpora ipso in 
speciem descensu atlolluntur, ad Archimedem fama publica referl, 
quanquam memorabile sit quod de Mediolanensi quodam cive re- 
fert Cardanus, qui prae nimio gaudio in delirium incidil, quod 
primum a se invenlam putaret. Speculorum urentium miracula 



etoi fiinia inferiora, magna tamen nee nisi geomelriae operatrjcis 
effecta sunt. Graphicen qui imaginationi potius ielici quam geo- 
metriae tribuit, videat qiiantum inter nostratum et Cbinensium de- 
linealiones iutersiU Cbinensibus natura favens coiores admirandos 
suppeditat, quorum gratiam facile nostri arte vincunt: arte, inquam, 
filia geometriae. Graeci non ante artes coluere, quam geometriam, 
et Arabes tum maxime in bis studiis exceliuere, cum potentia 
Asiam atque Africam complexi sine aemulis floruere; et non ante 
barbaries desiit in occidente, quam redux ab eslio Geometria, 
etiam arcbitecturam el pictoriam et statuariam adduxit. Astrono- 
nomia autem quid nisi spbaericae doctrinae translatio est ad mun- 
dum, et pianetariae bypolheses geometrica ratiocinia sunt, quo motus 
astrorum calculo subjicerentur; quod vero trigonometria mirabiiius, 

cujus nemo indoctus, utcunque summo ingenio praeditus 

iotelligat. Quis cnim credat, campum mensurari posse ex duabus 
fitationibus dati intervalli, aut quis Indis persuasisset, Coiumbum ex 
£phemeridibus potius quam coelesti instinctu eclipsin praedixisse? 
Certum est, solam fuisse geometriam astiouomiae habitu indutam, 
quae Cbristianis aditum aperuit in Sinas, et si Martinio credimus, 
nibil magis affecerat ingeniosos quosdam Mandarinos, quam invio- 
labilis certitudo geometricorum quorundam theorematum, quae apud 
Societatis Jesu patres didicerant. Quid navigatoriam scientiam et 
velificatoriam artem memorem, perpetuum exercitium geometriae 
cujusdam nonscriptae? Limenereutica longius fortasse provecta es- 
se t, quam quidam sperant, si praesidiis geomelriae quantum licet 
uteremur. Hoc enim unius geometriae oflGcium est, quae ex datis 
duci possint docere: cum ostendat quaenam problemata determi- 
nata sint, et ex ipsis indeterminatis aliquid eliciat certum, locum 
fidlicet cujus omnia puncta salisfaciant, quo fii, ul datis binis so- 
lutionibus aut aliquando pluribus imperfectis inter se diversis, una 
perfecta inveniatur. Quanii hoc sit, sciunt taüum intelligentes. 
Mihi certe semper ita visum est, notum jam et Veteribus artificium 
de Locis inter humanae sublilitalis specimina censeri debere. Quid 
pulchrius aut utilius hydrostaiica Arcbimedis, quam Torricellius et 
PascaUus geontetrae tantis accessionibus auxere. Circa pneumaticen 
autem egregius Gerickuis nostras aniliae aereae autor primus, et qui 
fertilis ingenii felicitate uulii facile cesserit, celeberrimus Boylius, saepe 
ratiocinia vere geometrica et irrefragabiles demonstrationes dedere. 
Quod ipsi nobis supra objeceramus, telescopium hominis plebeji 
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tnatfaematica iiidocti opus esse, non aeque cerlum est ae cpiidam 
putant. Gerte Melius ille quem Gartesius memorat, in re optica 
specolisque ac lentibus conficiendis erat diu versatus, ul credibüe 
sit, radiorum naturam et epticas demonstrationes intellexisse, nia- 
thematicis enim noii inepti sunt etiam aliarum literarum imperiti. 
Sed aliud habeo quod de hoc negotio dicam, yel ideo.memorabiie 
quod a paucis video adverti. Keplerus in Epistola ad Galilaeum, 
qua Nuntio Sidereo respondet, haec narrar, Rudolphum Imperatorem, 
qui ut constat'his studiis mire delectabatur, jam dudum antequam 
de teiescopio qurcquamf auditum esset, ostendisse sibi descriptionero 
machinae duofous vitris instructae, inter Portae colleclanea reper- 
tarn, obscuriuscule traditam; haue se obiter considerasse, ait Kep* 
lerus, et fainiliari erudilis fastidio, quoties aliena et suspecta inventa 
offeruntur, stalim rejecisse: nunc vero poenas dare teraeritatis et 
jttdicü praecipitati. Quae cum ita sint, credibil« est, telescopii idean 
esse foetum optici rationalis, sed cujus conatibus, ut seiet, fertuna 
non respondit : unde cum aliis forte communicasset iaborem, ex quo 
nihil amplius speraret, quid vetat coiisilii rationem afque in priim 
executoris ac Fortae manus venisse. Gerte Porta jam a decimo 
octavo aetatis anno se devoverat conquisitioni arcanorum, omni 
librorum genere luslrato, itineribusque susceptis. Porro microsco- 
pium, quanUim intelligere potui, inventum est summi artilicis Cor- 
nelii Drebelii Alcmarensis. Satis ergo vindicasse videbor indo- 
striam geometrarum, ubi unum chronometron adjecero. Mirum est, 
omnium hominum oculos ad Galilaeum u&que adeo fuisse ayiw- 
fieTQi]tovg, ut de isochronismo oscillationum penduli, quo nihil 
frequentius pculis observatur, nemo somniaret. Galilaeum autein 
non conjectura quadam ievi inducturo, sed rational! via progressun 
mirabile usque adeo arcanura produxisse, patet ex illa quam teouit 
inquirendi ratione. Scilicet a motu uniformi et uniformiter aoce- 
ierato orsus arcana descensus graviuin aperuit primus; quae cum 
piano inclinato applicuisset , ingeniosi sinie pervenit ad praeclarum 
illud theorema, quod chordis quotcunque intra circulum ductis ad 
idem punctum in inio concurrentibus, descensus a circumferentii 
circuli ad punctum imum per chordam quarolibet minorem majo- 
remve sit isochronus. Unde sequebatur, cum oscillationes pendu- 
lorum exiguae essent, circuli auiem quos describerent magni, de- 
scensum in cborda a descensu in ipsa circumferentia sensibiliter 
non difierre. Huc usque rem produxit Galiiaeas, duoque posteritati 
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absolrenda reliqtiit, applicationem penduli ad horologium, quo nu- 
merandi abesset iabor, et invenlionem Kneae curfae, cujus evolu- 
tione alia rursus curva describeretur a peiidulo, quae chordarum 
circuli proprietaiem haberet, id enim arcus circuli praestare non 
poterat, unde repetitae diu vibrationes pendulorum haud dubieer- 
roneae fiebant. Porro alterum praestare combinatorii, alterum geo- 
nietrid irtgenii erat, ntrumque immortali opere Hugeiiius putcber- 
ritne. absolvit. 

Satis experientia praeter ttorum conflrmasse rideor usuiii in 
Tita geometriaeprofnndions; nunc paucis addam superesse Uli etiam* 
num, qu€d agere possit, ne quis sibi persuadeat trigonometriam 
ant siDuum canonem ad egregia praestanda sufißcere. Sane non est 
dubium, elafteres et sonos et ipsam musicen geometricis legibus 
subjicr; et artem projiciendi perfici posse, et len»pus venttirum quo 
ignis jpse jugum subibit , quod caetera elementa jam patiuntur 
Miilta restaut dicenda de motu liquidorum, quae geomelram ex- 
pectajit, sed et in solidis detrimenta, quae macbinae a frictiune 
patianuir, aliaque quae vulgo experientiae committuntur, aestimatio- 
nem ferunt, quae ubi absoluta erunt, perfeclum de macbinarum n 
Judicium in nostra potestate erit: nunc enrm iliud saUem possumus, 
ne nimium promittamus, tunc Jicebit machinas caiculo subjicere 
ad imtar numerorum, ubi primum experimenta quaedam tunda- 
mentalia dtligenter capta erunt. Porro observavi, probiemata plera- 
que mecbanicae subtilioris, ubi ad geometriam puräm reducta sunt 
re^olvi in quadraturas et certorum qiiorundam spatiorum curvüi- 
neorum dimensionem* Unde necessitas quaedam nobis imposita 
est haue geometriae partem imprimis perficiendi, vei ideo quod 
noBdum in calcuJi potestate est, nee ex Cartesii inventis pendet. 

Dn^x est ^eometriae utilitas , nam iina ad augendas vitae 
commoditates pertinet, altera in ipsa mentis perfeciione consisüt. 
De priore tantum diximushactenus: quam quivis capit, posteriorem 
non nisi intelligenles aestimabunU lllani geometrae omnibus com- 
municant, hanc servant sibi, ul scilicet sit aiiquod illis pretium 
operae, etiam^ nemo gratiam haberet. Nemo dubitare potest, po*^ 
4i88tmam unieoique esse meutern ejus; qui vero profundius ista 
contemplantur, etiam iliud ajunt quod nos ipsos esse dicimus, id 
Bientem esse. Perfectio ergo nostra potissima eadem est cum per- 
fectione mentis, praesertium cum mens perpetua sit, corpus visi- 
btle dissolvatur. Perfectio mentis Tera et solida consistit in inve- 
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niendi atque judicandi facultate maxime aucta. Utrainque puram et 
in se reductam pulcliemmis speciminikus perficit geometria. Nam 
el si quid iDveniendum sii, oatendit quanUim sit in potesUte, 
quave sit eundum via, et ubi de demonstralione ac judicio agitor, 
severissimae ratiocinationis exempla praebet. Geometria una om- 
nium iormas illas medias et in caduca licet materia aeteroas ac 
per se subsistentes contemplatur, quarum ideae menti nostrae vehit 
insitae perire non posdunt, etsi omnis scientia historiarum et ex- 
perimentorum extingueretur. Potest enim in eum m^s nostra 
venire atatum, ul experimenU sumere non possit, aut eorum nal- 
lam habeat rationem quae in hac vita sumsit, aed ut extensionis 
et motus aliarumque fonuarum separatarum ideas exuat, fierinullo 
potest modo. Itaque inventum de circulb ad omnem meuüs sta- 
tum pertinet; contra experimenla *naturae corpori ac aensibus illi- 
gatam supponunt animam , certumque est, neque colores neque so- 
nes nisi cum relatione ad sentientis organa intelligi posse, et alüs 
alia apparere. Ex quibus facile intelligi potest, ad perfeclionem 
menlia perpetuam non conferre quae memoriam nostram locuple- 
taut, sed quae cogitandi facultatem cogitanL Quod mirifice fadt 
geometria. Ea vero ratio est, ni fallor, cur Veteres tanti pula?e- 
rint sejunctas a materia formas coutemplari, et cur prope indignum 
facinus duxerint, res divinas in mortales usus prostitui. Nam Py- 
thagoras et Socrates persuasi erant de immortalitate animi, dein- 
sitis ideis incorruplibilibns, unde Platonem Arcbytae pene indigna- 
tum ajunt, quod geometriam in machinis exerceret, et ArchimedeiD 
referunt non nisi aegre Hieronis precibus ad ea quae in commuai 
nsu versantur descendisse. Ego qui motus ideam inter formas il- 
las aeternas censeo (nam et circa motum non minus quam circa 
iBgaram demonstrationes habemus} machtnae elegautis inventionem 
inter pulchra theoremata numerari posse puto, nee video cur mi- 
nus memorabiiis sit generatio parabolae per motum projectoniin, 
quam per coni planique sectionem: et naturae indagationem (quae 
in perpetua geometriae applicatione consislit) ad perpetuam qooque 
mentis perfectionem pertinere arbitror, nam quoües divina illa artifida 
penitus inteliigimus, quibus admirandos quosdam effectus praestitit 
autor rerum, non tantum admiratione ejus percellimur et amore 
inflammamur quod ad voluntatem regendam pertinet, sed et artem 
inveniendi discimus a summo praeceptore, intellectusque nostri fa- 
cultatem augemus. Illud enim pro certo habendum est, naturam 
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rerum simplicissiaias problematum constructiones semper elegisse. 
Pbysica ergo, qualenus perficere mentem potest, desiuit in geome- 
triam/oec ante uüuoa phaenomenon penitus in corporibus intelli- 
gimus, quam ex primis iigurae motusque ideis deriyavimus. Uaec 
DOD tantum a niaxiaiis viris, Galilaeo et Cartesio, ne Democritum 
et Aristoielem memorem, ioculcata $unt, sed et agnita illustri viro 
Francisco fiacono, cui illud tarnen concedo, pbysicaoi experimentis 
solis comprebensaai, utcunque menteoi non afficiat, tamen et sensus 
recreare et plurimum ad vitae commoditates posse, et quemadmo- 
diim contemplationes ad amorem Dei referuntur, ita experimeuta 
utilia caritatis illius quam homo homini debet instrumenta esse. 
Gerte medkinam plane rationalem reddere, non nostn certe, forte 
nullius seculi felicitas erit; ego semper semi-empiricam. fore credo, 
in tanta causarum complicatione, quas etsi intelligeremus fortasse, 
non possemus caiculo subjicere ob nimiam prolixilateml, tametsi 
illud pro certo habeam, ab bominibus sagacibus et severe atque 
ordine et ut ila dicam geometrice ratiocinantibus, et experimenta 
non casu sed consilio sumentibus, plus efßci posse uno decennio, 
quam mullorum decursu seculorum actum sit. 

Ut hanc ergo concludam traclationis nostrae partem , magni 
usus Geometriam esse arbitror, non tantum ob ingentia beneficia, 
quae inde accepit aut expeclat humana vita, sed et quod animum 
ad altiora et divina et a materia sejuncta elevat et accuratis ra- 
tionibus assuafocit. Credo esse bomiues qui nunquam^ quicquam 
in vita certo et accurate sibi persuasere praeter sensibilia, defectu 
geometriae, quod vel ideo periculosum, quoniam unicuique et autor 
rerum Deus, et natura animae et offida virtulum, non imp^lsu quo- 
dam fortuito aut consuetudine, sed firniis rationibus explorata esse 
deberent, quales in rerum natura esse, illi qui geometriam nun- 
quam salutavere, ne capiunt quidem. Etiam qui matbematicas artes 
vulgari modo discunt, usus tantum causa, illi fere pulcherrima 
-geoiBietrarum tbeoremata casu et experimentis reperta arbitrantur, 
sed et. magaae certe eruditionis vir Josepbus Scaliger sibi persua- 
sit ab Archimedei.quadraturaro parabolae tentando repertam. Qui 
sie aoimati sunt, geometrian non alia probatipne iudjigere putant, 
quam perpetuo. successu, demonstrationibus vero nee si exbibeas 
afficiunUir. Qti meatis habitus metaphysicis siye divinis contem- 
plaUonibus ineptus est, quibuj^ tamen, ex Veterimi q^oque sententia, 
yera et duratura continetur perfectio animae, ad qtiam paulatim 



elevat geometria. Nam filum labyrtiitho üe compositione continoi 
deque inaximo et miriimo ac indesignabili atque infinito noii nisl 
geometria praebere polest, aü metaphysicam vero solidanT oeino 
veniet, nisi qui iilac transiveril. Cum ergo ratio dielet, ut qiiisqae 
naturae suae perfecliooem curel, quantum in ejus potestale esi, 
perfeclio aulem noslra sil inprimis perfectio ejus quod in nobis 
potissimum est, id est menlis, menlis autem vim ac judicandi at- 
que infeiiiendi polestalem egregie augeat geometria, consequeos est 
homini cui vilae ratio meditalionem permittit, geonetriae interioris 
rationem babendam ; at in ea non magis quam in dialectica quies- 
ceiidum esse, cum ipsa media scientiaram hinc ad difina ei sublr- 
mia aditum faciat, iilinc ad bumanas arte« et compeudia ^itae ju- 
cundo admodum suavique descensu mentem demittat. 
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MEDITATIO NOVA l)E NATURA ANGULI CONT ACTUS ET OS- 

CULI, HORUMQUE USU IN PRACTICA MATUESl AD FIGURAS 

FACILIORES SUCCEDANEAS DIFFICILIORIBÜS 

SUßSTITUENDAS. 

In lineae cujusque partibus infinite exiguis considerari potesl 
non tantum directio sive declivitas aut inclinatio, ut bactenus fac- 
tum est, sed et mutatio directionis sive fleiura, et quemadmodum 
iinearum direclionem mensi sunt Geometrae simplicissima linea in 
eodem. puncto eandem direclionem babenle, boc est recta tangente, 
-ita ego flexuram lineae metior simplicissima linea in eodem pancio 
non tantum direclionem eandem sed et eandem flexuram habeote, 
boc est circulo curvam propositam non lantnm tangeuie, sed et 
quod amplius est osculante, quod mox explicabo. Est antem nt 
recta linea aptissima ad delerminandam direclionem, quia eadem 
ubique ejus directio est, ila circuios apiissimus ad delerminandam 
flexuram, quia ubique eadem unius circuli est flexora. Circoius 
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atttem iike lineam propositam ejusdeoi plani in puncto proposilo 
oseula ri a me dtcilur, (|ui minimum cum ea facit angiikim eon^ 
taetiis. £jL infinilis eniui circuitö lin«am, ubi ad easdem partes 
Cava est, tangentibus in proposito puncto sennper deteitninari petz- 
est unus, qui maxime ibi lineae assimilatur et cum ea longissime 
quasi repit, boc est, ut Geomethce loquar, ita ad eam accedit, ut 
inter ipsum et curvam propositam niilius aHus arcus cireuli curvae 
in puncto proposito oocurrens describi possit. £t bunc minimum 
angulum oontactus cireuli ad lineam propositam voco angulum os- 
culi, uti miminus anguius rectae ad lineam vocatur angulus con^ 
tactus. Ut enim inter rectam et lineam, angulum contactus fa- 
cientes, nuUa cadere potest recta, ita inter circulum et lineam, 
aogttlum osculi faciente», nuUus cadere potest arcus cireuli. Ut 
autem babeatur et modus inveniendi circulum osculantem, scienduin 
est, quemadmodum tangentes inveniuntur per aequationes quae ba- 
bent duas radices aequales seu duos occursus coincidentes , et fle- 
lus coutrarii per tres radices aequales, ita cireuli vel aiiae quaeris 
lineae dataAi osculantes inveniuntur per quatuor radices aeq«aies 
seu per doos contadus in unum coincidentes. Et quemadmodum 
duae lineae, quae eandem habent rectam tangentem^ se tangunt, 
ita eae, quas idem osculatur circulus, se osculantur. Itaque ut 
linea qaaevis eundem ad lineam sibi occurrentem censetur facere 
angulum communem seu rectilineum, quem faciunt in puncto oc- 
cursus eamm tangentes rectae, quia differentia consistit in angulo 
contactus qui respeetu anguli rectilinei est infinite exiguus, imo 
nuUus ; ita quando duae rectae tangentes duarum linearum curva* 
rum sibi oecurrentium coincidunt, seu quando duae Jineae se tan* 
guBt, tunc linea ad .lineam occurrentem eundum censetur facere 
angulum contactus, quem faciunt in puncto occursus earum osca- 
lantes cireuli, quia differentia consistit in angulo osculi qui respeetu 
anguli contactus duorum circulorum est infinite parvus, imo nuUus* 
Ex quo intelligi potesty^angutum communem seü duarum rectarum, 
angulum contactus duorum circulorum, et angulum osculi (priini 
gradus) quodammodo se habere, ut corpus, superficiem et lineam. 
NoD tautam enim linea est minor quavis superficie, sed et ne qui- 
dam pars est superficiei, sed tantummodo minimum quoddam 
sive extreuHim. Quodsi ires contactus coincidant, aut quatuor, aut 
plurea (radicibus sex aut octo aut pluribus existeutibus)) oriuntur 
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osculaiiones secundi tertiive gradus, aut adhuc altiores, in Untum 
perfecüores osculo primi gradiis, in quantum prima oscalatio per- 
fectiorem contactum continet quam contactus communis. Porro 
circulus rectam längere potest, osculari nonpotest; sicircuius dr- 
culum osculetur, non erunt diversi, sed coincideut. De caetero 
omnem lineam ejusdem plani osculari poterit circulus, et in generot 
ut sciri possit/ qnoaam conlactus vel osculi gradu linea lineae con- 
jungi possit, considerandum est, in quot punctis possit eam secare. 
Haec porro insignem habent usum in praxi. Ut enim exconside- 
ratione, quod idem sit angulus, eadem inclinatio, vel directio li- 
nearum, quae est rectarum tangentium, insignes consequenttae in 
mechanicis. catoptricis et dioptricis ductae sunt; nam si corpus 
motu composilo feratur, directio ejus est in recta tangente lineae, 
quam describit, et si sibi relinquatur, continuat motum in tangenle, 
et radius inddens eundem angulum facit ad superfidem excipiea- 
tem, quem faceret ad planum eam tangens: ita ex eonsideratioae 
quoque liuearum oscutantium insignes praxes duci possunt. Si 
enim linea aut figura egregiam quandam atque utilem liabens pro- 
prietatem inventa sit, sed quam sive torno sive alia raüone in ma- 
teriam introducere sit dißidle, licebit pro arcu ejus (scilicet non 
nimis magno, tarnen ad praxin suffecturo) substituere arcum quasi 
coincidentem lineae allerius descriptu facilioris, eam quam perfectis- 
sime licet tangentis sive osculantis, maxime autem circuli, qoi 
omnium descriptu est facillimus. £t hinc jam oritur, quod in 
praxi catoptrica et dioptrica circulus est succedaneum parabolae, 
byperbolae aut ellipseos, suosque ad earum imitationem habet quasi 
focos. Nam circulus cujus diameter aequatur parametro sectioois 
conicae, et cujus cenlrum in axe intra curvam sumitur, drcumfe- 
rentia autem per verticem transit, sectionem conicara in ver&iee 
oscuiatur, adeoque assumpto arcu quantum satis est parvo , ab ea 
non differt ad sensum. Quae causa est, cur focus speculi concavi 
circularis absit a speculo quarta parte dijgpetri, quia focus para- 
bolae a vertice abest quarta parte parametri, et focus parabolae 
atque circuli osculantis coincidunl. Eadem in omni alio linearum 
et utilium proprietatum genere pro re nata locum habent Quae 
quantum conferant ad subtilitates Geometricas in usum vitae Irans - 
ferendas, nemo talium intelligens non videt. Nobis vero adi- 
ium aperuisse, ne forte periret haec meditatio, nunc quidem sa- 
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tis foit. Nee injucundum erit coasiderare, quomodo ita tandaai 
contro?«r8ia Geomelrarum de angulo eontactus, quae plerisque ina- 
nis viaa est, in yerilates desierit selidas et profuiuras. 
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DE LINEIS OPTICIS, ET ALIA. 

Versanli mihi dudiim in longinquo satis itinere, quod Sere- 
nissimi Principis mei jussu suscepi, et passim monumenta in Ar- 
chiviis et Bibliolbecis excutienti, oblati sunt ab amico quodam 
Actoram Lipsiensium menses, unde jamdiu novorum librorum ex- 
pers discerem, quid in Republica Literaria ageretur. Inspicienti 
igitur Junium anni 1688 occurrit relatio de Principiis Naturae 
Mathematicis Viri Clarissimi isaaci Newtoni, quam licet a 
praesentibus meis cogitationibus longe remolam avide et magna 
ciiffl delectatione legi. Est enim vir ilie ex paucorum illorum nu- 
mero, qui scientiarum pomoeria prolaiere, quod vel solae illae 
series doc^e possunt, quas Nicolaus Mercator Holsatus per divi- 
siojiem erat assecutus, sed Newtonus longe ampliore invento ex- 
tractiouibus radicum purarum pariter et affectarum accommodavit. 
A me, ut obiter hie dicam, methodo serierum propiovendae, praeter 
transformationem irraiionaüum iinearum in rationales syrometras 
(voco autem rationales, quarum ordinatae semper ex abscissis ha- 
ben possunt in numeris rationaiibus) excogitata est raMo pro cur- 
vis transcendenter datis, ubi ne extractio quidem locum habet. 
Assumo enim seriem arbitrariam, eamque ex legibus prohlematis 
tractando, obUneo ejus coefficientes. Ferro a praesenti opere New- 
toniano praeclara quaeque expecto, et ex relatione Actorum video, 
mm multa prorsus nova niagni sane momenti, tum quaedam ibi 
tradi, a me nonnihil tractata; nam praeter motuum coelestium cau- 
sas, etiam iineas catoptricas vel dioptricas et resistentiam medii 
explicare aggressas est. Lineas illas Opticas Cartesius habuit, sed 
celavit, nee suppleverunt conunentatores ; neque enim res communi 
analysi subest. Eas postea ab Uugenio (sed qui uondum edidil) 
et nunc a Newtone inventas intelligo. Etiam mihi, sed per di- 



Tersani, ut arbvlror, viam hinotuere. Et babeham quidem metbodtB 
generales itudum, sed propriiis |)er«^legant«s eniendi occasionem de- 
dit fgregitim inventom I>n. Tschirnhatisn noslri in Actis pnblicaUiin, 
qui intf^gras lineas tanquam foftos considerat Quid indeconsecu- 
tus sum, exemplo explicabo, uiide reliqua intelligantur. Sit punc- 
tum A (flg. 84) et linea data BB, reflectens radios AB , quaerilur 
iinea CC, radios ARC iterum reflectens in unum commune punclum 
D. Solulio primae aggressionis baec est. Data linea BB, ejus re- 
spectu constat dari puncli A confocum linearem seu lineam EE. 
Kursus datis duobus conforis, atio lineari EB, altero puncto D, 
conslat inveniri posse aliquam lineam CG, cujus sunt foci, quae 
erit quaesila. Meliores autem constructiones prodeunt, nam A|B 
+,B,E + arc. lEjE^AjB-f iB,E et D^C + jCjE -f arc. jE|E=D,C 
+iCjE, unde tota AB-|-BC + CD semper est aequalis uni constanü 
rectae. 8i filum circumligatum sit lineae EE simulque alligatam 
puncto D, tunc evotutione curvae EE Stylus filum intendens descri- 
bet lineam CG. Sin filum idem altero extremo ailigatum sit puncto 
A, Stylus filum intendens describet lineam BB. Sed dissimulata 
curva EE, prodit constructio simplicissima talis: a data recta con- 
stante (aequal. AB+BC4-CD) detraliatur quaevis data AB, residvae 
sumatur aequalis BP ita ducta, ut ad PB curvae BB vel ejus taa- 
genti perpendicularem in B faciat angulum FBP ipsi ABP aequalem. 
Jungatur DF, et ex puncto ipsius DP medio G normaltter edueta 
GG occurret ipsi BF in quaesito puncto C, et quidem patet, GC 
esse lineae CG tangentem. Rotetur porro figura baec circa axeoi 
AD, et quae in lineis diximus, etiam in superficiebus gemtis locuna 
babebunt. Eadem et dioptricis applicari possunt. Lineam EE voco 
AcamptoD, quae radios ABE sine reflexione et refractione accipit 
Dantur et Aclastae, quae eosdem non refringunt et tarnen re- 
flectunt, et sunt illae, quae ipsius EE evoluttone simpiici descri- 
buntur, quod primus licet alio fine consideravit Hugenius. Talis 
est PF, posila GF (in producta BC) = CD. Si pro A auf D punc- 
tis, aut alterutro> foci lineares darentur, aut punctum infinite ab- 
esset, ubi radii fierent parallel!, eadem suo modo locum haberent 
Quae de resistentia medii peculiari scheda compiexus sum, 
jam pro magna parte Parisiis duodecfm abbinc annis eram asseco* 
tus, et illustri Academiae Regiae nonnulla ex Ulis commoDicavi. 
Denique cum mihi quoque meditatiunes inei^erint de causa phyaica 
mottium coelestmm, operae pretium duxi peculiari schediasmate 



SSI 

nonniiUas ex Ulis in publicum proferre. Decreveram quidem pre- 
mere, donec mihi liceret leges Geomelricas diljgenlius cotiferre cum 
pliaenofflenis novi^simi» AstroBomorum ; sed (praeterquam quod 
aJflerius plane generis ocou^^tiooibus distioguor, quae vix quicquam 
tale sperare paiiuaiur) eioitavit me Newtoniaoum opus, ut haec 
qualiacuiK(iie exlare paterer, quo laagis coilaüone ralionum excussae 
emiceiil sciniitiae verilaiis, ei ingeniosissinii viri acumiae ad- 
juvemur» 



VIII. 

GENERALIA DE NATURA LINEARUM, ANGULOQÜE CONTACTÜS 
ET OSCÜLI, PROVOLUTIONIBUS, ALIISQUE COGNATIS, ET 

EORüM USIBÜS NONNÜLLIS. 

f 

Cum nihil mihi sit gratius quam qualiacunque tentamina niea 
Viris egregHs digna videri quae perficiantur, perplacuere quae cla- 
rissimus Basileensium Professor Bernouliius de linearum osculis 
uupero Martio in Actis Erud^ publicavit*). Cumque animadverte- 
fem €ogitationes quidem nostras in summa ipsi probari, nonnulla 
tarnen aliter constituenda judicari, quod adeo non aegre fero , ut 
quoties doceor, in lucro ponam; meum esse putavi, rem denuo 
examinare paratissimo ad retractandum animo, si monitis contra- 
rüs doctissimi viri locum dari posse deprehendissem. 

Statueram ego, contactum continere duas intersectiones 
coincidentes , osculum conlinere plures contactus coinciden- 
tes, et osculum quidem primi gradus esse, quando coincidunt 
contaclus duo seu intersectiones quatuor, osculum secundi gradus, 
quando coincidunt intersectiones sex aut contactus tres etc., et 
circulum oscnlantem sive maximum aut minimum tangentium intra 
vel extra in proposito puncto circulorum (qui scilicet omnium 
taogentium proxime ad cui^am accedil) esse curvedinis mensuram 



*) Leibniz bezieht sich hier auf die Abhandlung von Jai!. Ber- 
noulli: Additamentum ad solutionem curvae causticae Fratris Joannis 
BernouUi, una cum meditatione de Natura Evolutarum et variis oscula- 
tioiium generibus. 



et definire quantitatem aitguii contoctus, ila utangulus conUcius 
duarum linearuin se tangeniium sit idem qui curculorum ibi eas 
oaculantium. Et in Itiieis, qua» drculus in pluribus punctis secare 
polest, altiora etiam oscula posse orirt, cum omnes interaectienes 
in unuro coalescunt, atque ita aliquando in casu maximae ?el mi- 
nimae curvedinis aeu transitua a curvedine creacente ad decres- 
centem vel contra coincidere oscula duo seu centactus quatuor, in- 
tersectiones octo. Observavi etiam postea centrum circuli curvam 
propositam osculantis semper cadere in lineam, quae evolutione fili 
propositam generare potest, et unicam (suae seriei) esse perpen- 
dicularem illam, quae ex centro osculantis circuli ad lineam duci 
possit, sive unicam esse unicam, boc est unicam esse maximam 
vel minimam ex eodem puncto ad curvam educibilem, cum exaliis 
punctis intra curvam plures et duae saltem perpendiciiiares, id est 
in sua serie maximae vel minimae seu duae suae seriei uoi- 
cae ad curvam duci possint. Et cum constet aliam atque aliam 
lineam eiN)lutione describi, prout filum producitur longius, animad- 
verteram olim (ut boc obiter dicam) eas quas On. BernouUius nuper 
vocavit condescriptas esse parallelas inter se, ila ut una sit ab 
alia ubique aequidistan$ (seu aequalis ubique minimi intervalli, quod 
est recta minima ab una ad aliam ducenda) vel ut recta perpendi- 
cularis ad unam sit alteri quoque perpendicuiaris, quae dudum mihi 
fuit definitio parallelismi in genere sumti. Hanc noatram curvedi- 
uis mensuram, usumque Evolutarum, etiam primo Evolutionum la- 
ventori celeberrimo Hugenio placuisse, ex soiulione catenariae lioaae 
animadverli. Porro cum tres intersectiones circuli et curvae coia- 
cidant, nolavi flexum oriri contrarium, id est contactum sumtom 
cum intersectione, quemadmodum et coincidentes intersectiones 
quinque dant contactum cum flexu contrario coalescentem seu in- 
tersectionem cum osculo primi gradus, et intersectiones septem 
coincidentes dant flexum contrarium cum simplici osculo seu os- 
culum sacundi gradus cum intersectione coalescens. Unde inteliigitur, 
quotcunque intersectiones coincidentes in contactus, oscula aut flexas 
contrarios resolvi posse. Et quidem in contaclu vero atque osculo recta 
vel circulus lineam ab utraque parte tangit extrorsum vel ab utraque 
parte introrsum, sed in flexu contrario unam partem tangit extror- 
sum, alteram introrsum, et ita compositum iion tangit. sed secat 
Causam quoque cur Jinea evolutione generans locus sit cen- 
trorum omnium circulorum lineam propositam oscolantMim, ita ex- 



pUeare mihi videbar: Sumanlur duo puncta curvae A et B, et du- 
cantur rectae ad cunrani perpendiculares id A et in B, earum in* 
ter^ectio communis C dabit centrum circuU, qui radio CA descriptus 
langet curram in A, radio vero CB descriptus tanget eam in B, 
sed si coincidajQt A et B sive inassignabiliter dislent, hoc est ubi 
duae perpendiculares concurrunt, coiucidunt duo contactus duoque 
circuli tangentes abeunt in uoum, qui curvam oscuiabitur; sed per 
hunc ipsum concursum perpendicuiarium inassignabiliter differentium 
inveniuntur et lineae evolutione generantes, ut ex Hugeniano de 
Pendulis opere patet. Porro circuius, cujus centrunk est in recta 
arcui ad easdem partes cavo perpendiculariter occurrente, per 
punctum occursus descriptus arcum non secat, sed (angit. Itaque 
sicubi secat, necesse est ibi punctum adesse flexus contrarii, seu 
non esse iineam ad easdem partes cavaro. Recte auteiit animad- 
vertit Dn. BernouUius, intersectione simplici ad contactum simplicem 
?el ad osculum seu contactum multiplicem accedente, contactum 
mutari in sectionem; sed hinc manifestum est, cum circulus cur- 
vam osculatur, regulariter (id est excepto flexus contrarii puncto) 
coincidere quatuor intersectiones seu duos contactus, adeoque banc 
ipsam esse naturam osculi primi gradus, quandoquidem id osculum 
definimus ordinaria osculatiooe circulorum, quae in quocunque cur- 
vae puncto regulariter locum habere potest, seu circulo curvedinem 
oiensurante, qui scilicet proxime ad curvam accedit. 

£t in Universum dici potest, inteisectionum circuli cum alia 
linea numei*um regulariter esse parem. Itaque non videp, quo- 
oiodo primi gradus osculum tribus intersectionibus explicari queat, 
ita scilicet ut lale osculum trium radicum sit reguläre, et tota 
curva diffusum , at . osculum quatuor radicum ^eu quatuor coaies- 
Gentium iaterseciionum pro secundo el siogulari habeatur, nee nisi 
in punctis curvae determinalis conlingat. Contra enim se res ha- 
bet, et quatuor intersectiones seu duo contactus osculo cuique re- 
gulariter insunt, et in solo casu extremo, qui est flexus contrarii, 
nascens, ut ita dicam, vei moriens osculatio tribus intersectionibus 
contenta est linde nolui ex casu trium iutersectionum peculiarem 
osculi j;radum facere, cum praeserlim ex contactu (cujus perfectior 
species osculum est) in intersectionem degeneraret. Eademque ra- 
tiooe et in altioribus osculatio sua natura paris est numeri radi- 
cum, nee nisi in flexus contrarii puncto in numerum imparemabit. 
Et sane cum circulus post contactum in puncto proposito curvam 
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adhuc in •duobus praelerea punctis secat, neceese est bas intersec* 
tiones promolo circuH cenlro continue ad dictum contaclara appro* 
ptnquantes, tandem ambas simu] contactui coalesoere, nam com 
quamlibet in eum pervenire necesse sit, ideo si' alterutra sola ad 
contactum perveniente, circulHS fiat proximus «curvae seu oscolariSi 
sequitur ambabus intersectionibus separatim perfenienttbos ad coi- 
litionem cum contactn propoaito, duoa dari eircnloa difersos lioeM 
proximos, seu osculantes per idem ejus punctum propositum trans- 
eunles, quod est impossibile, nisi scilicet linea ibi secet semet 
ipsam, quo casu duarum vice fungitur, adeoque eirculi illi duore- 
vera lineas duas osculantnr, licet unius partes, de quo bic non 
agitur. Facile eliam hinc inteüigitur, si circulus post contaetum 
internum secare curvam rursus (uirinque) possit, tunc in casu os- 
cuti (ubi duae sectiones contactui coalescunt) circulum osculantem 
esse extra curvam; et contra ex contaclu externe mox in casa 
coalescendi cum duabus reiiquis sectionibns fieri oseulum inlernuiD, 
et ita transilum eirculi, a contactu sectionem adjunctam habentead 
osculum, esse transitum in oppositam curvae partem. 

Sed, et hoc notandum est, minimam curvedinem et 
maximam obtusitatem esse in puncto flexus eontrarii, et rede 
dixit Dn. Bernoullius, circulum osculantem eo casu degenerare in 
rectam ; radius enim est tnfinltus, seu centrum cadit in lineae e?o- 
lutae concursum cum bua asymploto, quoniam antequam dnac pro- 
ximae ad curvam perpendiculares sibi occurrentes hactenus ad pla- 
gam propositam fiant sibi occurrentes ad plagam oppositam, seu 
ex convergentibus divergentes, debent fieri parallelae, t|Uo C9SQ 
earum concursus infinite abesse debet. Fieri tarnen et aliunde 
potest, ut lineae generatae curvedo sit minima seu maxima obtusitas, 
non quidem absolute, sed in toto aliquo arcu ad easdem partes 
cavo, seu in certa progressione, cum scilicet talis est natura curvae 
per sui evolutionem generantis, ut evolutio conlinuari ultra certum 
punctum, et filum generans ulterius extendi nequeat, Uli conlingü 
cum curva evolvenda ex duabus convexitates sibi obvertentibäs ac 
sese tangentibus composita est. Cedem modo prodibit maxima 
curvedo seu minima obtusitas, ut lineae curvedo ex crescenie ro^ 
sus incipiat fieri decrescens, veluti si curva generanda non iotra 
duos arcus generantes convexitate obversa se tangeutes, sed extra 
earum angulum cadat. Neutro tamen modo generata linea per 
continuam fili evolutionem producitur. 
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Haec autem «t noidrem^ eo facUkis adduolus sum , quod lii- 
nearum naturam in Universum illustranl, mihique pruferuni non 
tantum ad finiendam illam celebrem de angulo contactuB contro- 
versiaro, sed et a vaga logomachia ad usus solidoa ac profoturos 
traBslereftdaiM, et video nuper Dn. Eisen»cfamid disaertattonem &uain 
contra Dn. Lagnium defendentem ac de diametro umbrae in eclipsa 
Liinae loquenlem ex hypothesi terrae ovalis, adhibuisae diametrum 
circuli qui ovalem osculaiur aeu cum ea angulum osculi (angiii<H 
mm contactus minimum) fadt atque ita quam proxime ad illam 
accedk, eo coosilio, ut ex diverais proportionibus diametri umbrae 
ad diametrum lunae defiiiiaiur vera tigura globi terrae. Quod 
qoanlum praestare possit, observatiouibus cummitlo. 

Cum haec scripsissem, venere in manus mea^ Acta mensis 
Maji, in quibus nova quaedam Bernoulliana legi,*) et lineae illius, 
cum qua rectae convergentes ad datum punctum eundem constan- 
tem angulunt (sed obliquum) faciunt, pruprietatem elegantissimam 
ibi detectam, non sine voluptate observavi, aliaque video notata, 
quae generalem curvarum naturam illustrant. Plurimnm igitur li- 
nearum doctrinam hodie promotam habemus tum explicata flexus 
natura, tum adhihltis ad earum generalionem provolutioni - 
bus pariler atque evolutionibus. Interiorem naturam flexus 
seu curvitatis aperuisse nonnibil visus sum detecta mensura 
anguli contactus, ope scilicet circuli curvam osculantis 
seu maxime ad eam accedentis eundemque cum ea in puncto os- 
cufi flexum habentis, de quo tum antea tum etiam boc loco 
dictum est. 

Quod ad provolutionem attinet, Galildeus ut arbitror 
primus de Hneis per eam generatis cogitavil, et simplicissimam 
ex iis cycloeidem, quam clavus i*otae in plana incedentis descri- 
bet in aere, considerare coepit, de qua multa a viris doctis sunt de- 
monstrata. Romerus Danus, astrorum imprimis seien tia clarus, 
cum in observalorio Regio Parisino versaretur, elegantes ut 
audiri proprietates delexit cycloeidis altioris, cum rota scilicet sive 
circulus incedit super circulo, de quo tarnen nihil ad nie perve- 



*) Lineae cycloidales, evolutae, ant-evolutae, causticae, anti-cau- 
sticae, peri-causticae. Earum usus et simplex relatio ad se invicem. 
Spira mirabilis. Aliaque. Per Jac. Bernoulli. Act. Erudit. Lips. 1692. 



nit. Newtonus naper de cycloeidibus iisdem egregia et oniversa- 
lia dedit. 

Evolulionem curyarum generatricem primua illuslravil Hu- 
genius« Eam cogitationem promovil Tscbirnhusius , adhibiüs (ut 
ego appellare soleo) coevolutionibua, aDimadversoque qaomodo 
tales lineae coeyolulae ut foci spectari possint et radionim quo- 
qa« concursu generentur, considerata inprlmis caustica, quae for* 
matur radiis parallelis a specolo refleiis. Ego inde loDgias pro- 
gressus sum, usumque reperi ad solvenda problemata (quorum in 
gratia potissimum suscipilur gpecolatio) lineasque opticas in- 
veniendas, quarum o|)e radii redderentur ad datum puDClum con- 
vergeDles vel divergentes aut etiam inter se paraileli, quod alia 
etiam ratione praesUlere Newtonus in Principiis, Hugeuius in libro 
de Lumine. Observavi quoque eadem opera dari figuras Acamp- 
tas, quae etsi opacae et politae sint, radios tarnen non refleciunt, 
et Aclastas, quae licet sint transparentes seu ex materia radios 
refringente, vi formae tarnen suae et positionis ad Solem radios 
sine refractione transmittunt. His nunc observationes singulares 
Bernoullius adjecit. Caeterum ab Hugenio in tractatu de Lumine 
et Tschirnbusio in Actis notatum est, causticam illam a specuio 
concavo sphaerico radios solares reflectente iormatam simul esse 
cycloeidalem, provolutioue circuli super circulo generatam. Post- 
remo a me nuper proposita est nova linear uai formatio 
per coucursum curvarum ordinatim datarum, cum an- 
tea tantum radiorum seu rectarum concursus adhiberentur, cu- 
jus f'ormationis ad problemata quaedam solvenda egregium usum 
comperi. 

Eximia quaedam inesse videntur Ulis, quae de figura veli a 
yento tensi Cl. Bernoullius nuper disseruit *), tametsi de tota re 
(in qua non desunt scrupuli) ob molem aliorum negotiorum noo 
expensa prouuntiare non ausim. Ex reperta a me mensuralione 
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loxodromiarum per logaritbmos equidem non parum pracuci 
fructus duci potest, difficilem tarnen arbitror cursus aestimationein, 
quae longlludinibus deCniendis sufficiat. Cum de deviatione Dans 
Geometrica acribia agitur, non velorum tantum, sed et naris 



*) Jac« Bemoulli Gurvatura veli. Act £rudit. Lips. an, 1692 
mens. Maj. 
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spectanda esset figura. Denique quod innuit, se fratremque in cal- 
culo meo plurimum profecisse, id agnosco gratulorque non illis 
magis quam mihi. Yalde autem nosse velim, an ultra metas illas 
sint provecti, ad quas ego perveni; id si ab ullis, cerle ahipsornm 
ingenio aliquando expecto, et gaudebo plurimum si intellexero, 
praesertim cum mihi vix amplius in talibus ea qua prius intentione 
aninn versari liceat. Caeterum a me quoque non diflGculter soivi* 
tur illud problema: invenire lineani, cujus arcu aequabiliter cre- 
seente elementa elementorum, quäe habent abscissae, sint propor- 
tionalia cubis incrementorum vel elementorym quae habent ordinatae, 
quod in catenaria seu fuuiculari succedere verissimum est. Sed 
quoniam id jam a BernouUiis est notatum, adjiciam, si pro cubis 
elemenlorum ordinatarum adhibeanlur quadrata, quaesitam lineam 
fore logarilhmicam ; si vero ipsa simplicia ordinatarum elementa 
sint proporlionalia elementis elementorum seu differentiis secundis 
abscissarum, inveni lineam quaesitam esse circulum ipsum. 



IX. 



DE NOVO ÜSÜ CENTRI GRAVITATIS AD DIMENSIONES ET 

SPECIATIM PRO AREIS INTER CURVAS PARALLELAS D£- 

SCRIPTAS SEU RECTANGÜLIS CÜRVILINEIS, URI ET DE 

PARALLELIS IN UNIVERSUM. 

Pappus subindicaverat, quod Guldinus expressius ostendit, 
aream motu debito generatam aequari facto ex ductu mobilis ge- 
nerantis in viam ejus centri gravitatis. Hac regula potissimum usi 
sunt Geomclrae in motu rotationis circa certum quendam axem 
pro metiendis solidis ac superficiebüs quae sie generantur. Sed 
non minus succedit negotium, si axis vel centrum continue mute- 
tur durante motu generantis, ut fit in evolutionibus curvarum et 
superficierum. Itaque si curva AB (fig. 85) ope fili DAB evolvalur, 
tunc pars fili, id est initio recta DA, describet aream DA(A)(D) vel 
forevius designando D(A), duabus curvis parallelis condescriptis 
D(D) et A(A) comprehensam, quae aequabitur rectangulo sub recta 
Vü. 22 
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AD et recta aequali curvae E(E) (iisdem parallelae) a ceotro sea 
puncto reclae AD medio E de^criptae. Quin amplius, etianosi pars 
ipsius mobilis successive quiescat et moveatur, tarnen productum ex 
toto in viam centri gravilatis lotius, areae generatae aequatur, quod 
et hie locum habet. Nempe totius fili DAß centruoi gravitatis sit 
G in statu primo, et (G) in statu seu situ ultimo, cum filum totum 
in rectam B(D) abiit. Sit lioea G(G) l^cus continuus hujus centri, 
dico B(D) filum in G(G) aequari DAB(D)D. Horum ut recordarer, 
fecit elegans theorema Du. Job. Bernoullii, qui notayit, duorum ar- 
cuuoi evolulione condescriptorum ut D(D) et A(A) differentiam si 
convexitalem vertant ad easdem partes, summam si ad contrarias 
aequari arcui AH sectoris circularis iniercepti inter duos radios 
DA, DH aequales filo vel regulae extremis suis punctis binos illos 
arcus describenti, et parallelos ipsis DA et (D)(A) extremis silibus 
fili. Videantur Acta August! 1695. His cum meo theoremale coQ- 
junctis , sequi tur diiferentiam (vel coUatis oppositis evolutionibus 
summam) duorum (ut sie dicam) rectangulorum (bicurvilineorum) 
condescriptorum velut D(K) et L(A), modo siiii aequialta (nempe 
si DK^ LA), posse mensurari ope dimensionis circuli. Nam collo- 
cetur ipsi DK vel LA aequalis MN in recta DA, medio loco inter 
D et A, et describantur simui parallelae H(M) et N(N)* J^^ 
DL=KA, et DL in M(M)=D(Lj, et KA in N(N)=K(A). Ergo 
D(L)-K(A) id est D(K)— L(A)=ÜL in MtM)— N(N)=DL in NP, 
posito ^iP esse arcum circuiarem centro M dicto modo descriptum, 
scilicet ut sit MP parallela et aequalis ipsi (M)(N). Unun adhuc 
addam: Quae de parallelis nostro more, id est generaliter acceptis 
diximus, tam universalia esse, ut non tanlum parallelis evolutione 
descriptid, sed et reclls ac circularibus 'quadrant, licet in circulari- 
bus linea evolveuda evanescat in punctum, et pro rectis hoc punc- 
tum condpiendum sit infinite remotunn Generaliter autem par al- 
lelas definio (lineas vel superficies), quarum intervalla (minima 
scilicet) ubique sunt aequalia. Et cum rectangulum (late sum- 
tum) figura sit, quae solos angulos rectos habet, consequens est, 
figuram hie inter duas parallelas earumque intervalla extrema (mi- 
nima) contentam ut D(K) merito rectangulum appellari. Caeterum 
ut hoc quoque adjidam: Datae lineae (curvae vel rectae) pa- 
rallelam ducere lineam, problema est, quod etiam sine evo- 
lutione construi polest. Nempe ducatur recta perpendicularis ad 
lineam datam, et ex puncto ejus aliquo tanquam centro ac per- 
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tingente ab eo ad curvam perpendiculari tanquam radio, deschba- 
tur circulus Hneam datam tangens, qui si volvatur super ipsa, de- 
scribet centro suo lineam datae paralleiam. In eo tamen praestat 
evolulio, quod ejus ope duci potest parallela datae per punctum 
datuni. Tantum enim opus est ex hoc puncto duci tangentem ad 
generatricem datae, quae simul et generatrix erit quaesitae, tan- 
gente ducta partem fili facieute. 



X. 

DE LINEAE SUPER LINEA JNCESSU, EJÜSQÜE TRIBÜS SPE- 
CIEBUS, MOTU RADENTE, MOTU PROVOLÜTIONIS, ET COM- 

POSITO EX AMBOBÜS. 

Linea ad lineam incedit, si Uia speclata ut mota, bac 
ut qutesceate, altera alteram durante motu conlingat, et quiescens 
dicitur basis. 

Si linea eodem modo semper puncto suo super alia incedat, 
DOD nisi rädere ipsam dicitur, velut si super linea ABCD(fig. 86) 
incedat liuea LMN , puncto M iji basi ABCD persistente. Abradet 
enim eminentiolas, si quae ponuntur basi adhaerere ; cum alias li- 
nea, quae continue suuni mutat punctum contactus, adeoque pro- 
volvitur, eatenus non tarn abradat bas eminentiolas, quam de- 
primat; et cum linea super linea tantum provolvitur, dici potest 
alteram ab altera lambi* 

Si linea radens angulum LMC vel NMB ad basin ABC faciat 
assignabilem, fieri potest ut inter radendum circa punctum radens 
M tanquam centrum titubet, adeoque non incedat sibi parallela, 
veluti si LMN situ ad priorem parallelo emota ponatur inter pro- 
cedendum, punctum tarnen M in basi renianeat. 

Sed si iinea radens KLMNP angulum nullum assignabilem 
faciat ad basin ABCD, id est si ambo polygona constituaul curvas 
in puncto M radente se mutucr contingentes neque plus quamunam 
in punclo contactus rectam tangentem babentes, necesse est li- 
neam radentem suis vestigiis ubique paralielam incedere. Ponamus 

22» 
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eniin punctum radens esse M, in quo basis pars BC tangatur. Et 
quoniam ambae lineae ABC et LHN sunt curvae, quae s^e mutoo 
tangunt, habebunt eliam eandem reetam tangentem, eamqae ex 
hypothesi unicam, quae adeo ad curvam angulura assignabilem noo 
faciet. [laque et curvae ad se invicem angulum assignabilem non 
constituent. Hinc vero sequitur, curvam KLMN puncto eodem M 
per basin ABC incedentem non posse nulare seu angulum inter 
ambas curvas factum assignabilem variare, adeoque nee anguios 
earundem plani lineae mobilis rectarum in alium iocum transeuD- 
tium, quibus immolam FGH respiciebant, hac translalione assigna- 
biliter diversos ßeri ab iis, qui fuere in priore situ. Sit enim in 
piano curvae radenlis, quod una cum ipsa moveatur, punctum J, 
et juugalur recta JK^ dico, hanc sibi manere parallelam daranle 
motu. Assumatur enim immobilis recta HG in piano immobili, per 
quod ipsum planum mobile semper incedat. Producta recta KJ 
usque dum ipsi HG (productae, si opus) occurrat in h\ dico si 
motus Sit radens, angulum HFK non posse variari, licet KLHP 
aliorsum transferatur. Nam curvas rursus coiicipiamus ut Poly- 
gona, immobile ABCD, mobile KLMP. Cum ergo totum KLHP 
rigidum censeri possit, non potest nutare, seu rotari circa H, nisi 
alius fiat angulus LMC. Sed cum is sit infinite parvus, non suf- 
ficiet ad assignabilem nutationem, ut LM sese converiens circa M 
applicetur ad CB , sed ulteriori rotatione opus erit. Ita vero si 
ponas amplius nutare lineam radentem, necesse est ut punctum M 
erigatur a basi, punctis L et K successive ad basin depressis, qui- 
bus et successive tanquam sustentantibus centris innitetur radens 
linea» ac circa ea gyrabit, cum tarnen supposuerimus, punctum N 
continue basi manere applicatum. Idem est, si rotatio fieri pona- 
tur in contrariam partem, ut non L, sed N ad basin deprimatur. 
Utroque igitur modo angulus LMC vel NMB assignabiliter mutari 
nequit, quantumcunque duret molus, modo punctum M semper in 
basi manere debeat, adeoque non recta KJ ipsi lineae radeoti ri- 
gide connexa seu cum ea mobilis ad reetam UG (ipsi immobil 
lineae ABCD rigide connectibilem seu cum ea immobilem) angu- 
lum KFH assignabiliter variare potest. 

Hactenus de motu radente potissimum diximus. Sed si iis- 
dem positis curva KLM super curva BCD velut basi ea lege ince- 
dat, ut punctum M dictam lineam KLM sustentans (seu quo ea 
basin tangit) non idem incedat per plura baseos puncta, sed mu- 
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tetur, alio continue puncto curvae mobilis ad illud punctum basis, 
parsque, alia parte mobilis ad aliam partem basis applicata; ne- 
cesse est ut curva KLM rotetur circa punctum sustentans M, donec 
aliud, nempe L, basin attingat. Ita hoc jam erit punctum susten- 
tans novum, super quo facta gyratione prius M a basi elevabitur 
in alteram partem. Hoc motu continuato dicetur curva super 
basi nonnisi provolvi, dicetur etiam altera alteram lambere, et 
tunc continget partes baseos ac partes mobilis curvae, quae pro- 
volutione jam defunctae sunt, inter se aequari; pars enim parti, 
latus polf goni lateri alterius polygoni congruit, nee una pars unius 
plusquam uni alterius congruenter applicatur. Insliper si punctum 
aliquod constans, exempli gratia, curvae provolutae ineodem piano 
annexum ponatur, illud describet Trochoidem J(J), cui normalis 
erit recta MJ a puncto sustentante ad punctum describens ducta. 
De quo motus genere jam multa &pud Geometras habentur, potis- 
simaeque ejus species sunt, quae dant lineas Cycloidales et 
Epicycloidales. « 

Denique curva mobilis KLM super basi BCD incedere potest 
motu composito ex radente et provolvente, si dum M 
procedit in BC versus D, simul LMN mutet et gyretur circa M, 
donec L attingat BCD et loco ipsius M subeat puncti sustentantis 
vicem, et mox ilidem (ut prius fecerat M) simul et procedat in 
basi et tamen centrum sit gyrationis curvae KLM, per quam nunc 
M a basi elevetur. Et ratio inter celeritates gyrationis et motus 
radentis seu paralleli determinabit speciem hujus incessus, in quo 
nee motus est parallelus, ut in puro radente, neque arcus baseos 
et curvae mobilis contactu defuncti inter se sunt aequales , ut in 
puro provohrente: nam quantitas motus radentis incessui huic im- 
roisti est longitudo, qua arcus curvae incedentis deficit ab arcu 
baseos percurso. Punctum autem constans in piano curvae mobi- 
lis designatum ut J non jam Trochoidem describet, sed lineam fac- 
tam compositione ex motu parallelo seu aequali cum motu radente 
puncti sustentantis (qui motus toti piano mobiii communis est) et 
ex proprio motu gyrationis, quem exercet punctum describens J 
circa punctum sustentans, qui motus nonnisi eis plani punctis com- 
munis est, quae tantundem a puncto sustentante absunt. 

Uic motus plerumque a rotis exercetur, cum simul trabun- 
tur et volvuntur, quod fit praesertim cum axis non satis est lu- 
bricatus, quae causa est aliquando, ut pene tanta sit difficultas In 
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gyrando, quanla in procedeiido: unde etiam rotae uon sunt 6dum 
satis medium longiiudinem itineris suis conversionibus mensurandi. 
Ideoque etiam si quis puram proYolulionem desideret, id est si 
quis Cycloidem accurrate describere velit, vel Epicycloidem (cum 
circulus super circulo volvitnr) ve) etiam Trochoidem, aliam quam- 
cunque, non sufficit rotam libere incedere, sed necesse est 
filum vel catenulam roiae circunidari, quae inter proTolvendum 
evolvatur et extensa remaneat in basi, veluti si rotae pars TV (fig. 
87) proYoluta per QR ibi reliquerit funis QRX partem QR, dum 
pars RX adhuc rotae sit affixa, continuata vero provolutione si- 
militer applieari debeat dicta pars RX basi reliquae RS. 

Porro curva, quae basin nonnisi radit adeoque vestigiis suis 
paralleia incedit, singulis punclis |)lani sui mobilis describet lineas 
basi similes et aequales seu congruentes. Nam (fig. 88) reclae 
iNsN, 21^3^ respective parallelae et aequales suntipsis iMsM^^MsM, 
id est rectis AB, BC, idemque est de motu puncti L, quod de motu 
punctorum M et N. Et si quis agnoscat, quaevis p]ani mobilis 
puncta ut L et N describere lineas congruas inter se, idem ei di- 
cendum erit de puncto' sustentante M, nempe describere lineas 
prioribus congruas, cum qunctum N ipsi inassignabiliter vicinum 
assumi possit, adeoque in ipsum tandem incidere intelligatur. Quia 
autem M describit basin, utique lineae a punctis L et M descriptae 
basi congruent. 

Mechanice efficiemus, ut curva in basi non incedat nisi ra- 
dente motu, si ex puncto J (fig. 86) recta JX educta sit, quae ipsi 
HG normaliler occurrat ad ß, crassitie ipsius rectae mliterialis 
HGF cadente inf'ra planum paginae et crassitie ipsius JA cadeote 
supra, et praeterea ex recta rigida JX exeat normaliter alia recta 
rigida seu regula ßa, cadens semper intet* ipsas rigidas immobiles 
GH, yiü inter se parallelas, per Hy connexas nee magis invicem re- 
motas quam ut ßa exacte inter eas labi seu ultro citrove ire pos- 
sit. Ponamus regulam ßa, servato angiilo recto, posse ascendere 
et descendere in ipsa 2L Ita ßa libertatem habebit duplicis mo- 
tus, unius horizontalis (si placet) quo incedit secundum ipsam 
GH, alterius verticalis quo prorsum et retrorsum ire potest ifl 
recta JX* Cum ergo recta aß maneat semper sibi in directum, 
et recta iX sit semper ei normalis, utique recta Jl semper suis 
vestigiis paralleia erit, adeoque et curva KLMN motu parallelo mo- 
vebituf , damque interim semper applicatur basi, radet eam eodem 
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semper puncto M. Si basis esset circulus, figura saper basi ince- 
tiens radendo moveretur eo motu, quem Hobbius olim vocaTit cir- 
cularem simplicem et de quo quaedam ingeniöse jam tum obser- 
vayit in Elem^ntis de Corpore et in Problematibus, et 
iuier alia, quod dum quaelibet recla in piano sie moto designata 
maoet suis vestigiis parallela, necessario duranle motu quaevis 
puncta plani describant lineas inter se aequales et similes. Sed nos 
addigfius, eundem esse hunc motum cum motu curvae aliam uno 
puncto suo radentis. 

Caeterum sive motus sit pure radens, sive pure provoiuto- 
rius, sive ex utroque compositus, nihil refert utrum sit obra- 
deiis an subradens, ubvolutorius an subvolutorius, id est utrum 
curva mobilia convexam an concavam faciem curvae immobilis ra- 
dat ve] lambat. Convexa autem facies curvae ab alterius curvae 
convexa^ et concava, sed concava et recla non nisi a convexa tangi 
potesl, adeoque et radi vel lambi. 

Porro notandum est, motum evoiutionis, quem excogitavit 
Hugenius, et motum coevolutionis, quem addidit Dn. de T.*) 
et cujus utilitates ad construenda optica et alia problemata ego 
primus ostendi, esse casus speciales motus purae provolutio- 
qis. Nam idem est ac si ponas rectam rigidam super basi 
volvi simulque filo affixo regi, ne rädere possit basin. Pona- 
mus (fig. 87) filum QRX extremo quidem X curvae TVX alfixum 
esse, extremo autem Q rectae QRS seu regulae WQRS; curvam 
autem (contra quam ante) esse basin immobilem, supra qua ince- 
dat recta rigida seu regula WQRS. Haec primum in situ (WXQ)(R)(S) 
posita tangat basin in puncto X, in quo incidit (S), filo toto 
adbuc existente in regula, quae deinde Volvatur super basi cur- 
vilinea XVT, per arcum ejus XV, donec puncto suo R eam tangat 
in puncto ejus V, relicta parte fili XR in dicto basis arcu XY, 
reliqua fili parte RQ manente in regula QS. His positis manife- 
stum est, dum regula super basi circulari provolvitur, simul huic 
ipsi basi obvolvi filum, eumque motum obvolutionis esse tantum 
contrarium motui evolutionis, et punctum in regula sumtum ut 
bac provolutione regulae vel obvolutione fili describere curvam 
W(W;: quae eadem curva etiam per evolutionem describetur, dum 



^) Tschirnhaus. 
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(remota regula yel maneate, ut lubet) filuin WQ continuo tensum 
et curvam VS tangens, ita movetur, ut portio ejus RX a curva 
VX devolvatur. Pro motu autem coevolutionis simili ratione 
repraeseiitando opus est cluas regulas rigidas filum inter se partiri, 
ita tarnen ut de una m aliam transire possit, sed ope styli ad am- 
bas regulas in puncto, ubi se secant, impiicitum teneatur. Et 
quamvis duae rigidae rectae se proprie secare (sua nempe crassitie) 
non possunt, aequivalens tarnen eilGci potest, dum una sub alia 
transit, et superioris ima, inferioris summa recta pro ipsa regula 
rigida assumuntur, filumque semper ad duarum istarum reclarum 
intersectionem stylo applicitum tenetur. 

Poslremo, quotiescunque una eademque linea rigida movetur 
in eodem piano, diversisque suis sitibus lanquam totidem curvis 
concurrentibus intelligitur formare novam curvam omnes illos situs 
tangentem perinde est ac si curva rigida mobilis incedat super 
ea, quam suorum siluum concursibus Format, tanquam basi, mo- 
tusque erit modo pure radens, modo pure provolvens, modo de- 
nique, ut plerumque fit, compositus prout conditiones a nobis 
praescriptae observabuntur. 

Si fingeretur (fig. 86) curva mobilis KLHN dentibus intercisa, 
basi vero esset obvoluta fili loco catena, cujus articuli deotibus 
responderent, ita ut inter volvendum dentes articulis insererentur, 
catenula solo motu radente volutioni admisto propeileretur, vel 
potius traberetur in basi: quod etsi ad Mecbanismum accuratum 
non sit aptum, inservit tarnen ad distinctionem motus radentis et 
provolutorii melius intelligendam. Pars enim baseos, quam extre- 
mitas catenulae protractae percurrere intelligitur, detracta a toto 
arcu baseos, dabit arcum baseos, arcui curvae mobilis incessu jam 
defuncto aequalem, modo ab extremo catenae inceperit incessus. 
Haec dudum meditata ut ederemus, occasio invitavit. 
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XI. 

ADDITIO G. G. L. OSTENDENS EXPLANATIONEM SÜPERFICIEI 
CONOIDALIS CÜJUSCÜNQÜE, ET SPECIATIM EXPLANATIONEM 
SÜPERFICIEI COM SCALENI, ITA UT IPSI VEL EJUS POR- 
TIONI CUICUNQUE EXHIBEATÜR RECTANGÜLUM AEQÜALE, 
INTERVEISTÜ EXTENSIONIS IN RECTAM CÜRVAE, PER GEO- 
METRIAM ORDINARIAM CONSTRUENDAE. *) 

Superficies Coni recti jam ab Arcbimede explanata est, et 
aequalis ei circulus assignatus. Coni Scaleni superficiem Yeteres, 
quod constet, iioii attigere. Aegidius Robervallius me juvene aje- 
bat, ejus explanationem sibi esse notam, sed qualem babuerit nou 
dixit, nihilque ea de re iuter ejus scbedas repertum accepi. Equi- 
dem hodie ad eum modum, quo processum est in Scbediasmate 
praecedenti) possumus facile dare figuras planas easque per Geo- 
metriam ordinariam construendas, non tantum quae aequentur su- 
perficiebus coni Scaleni, sed etiam cujusque Conoeidis generati 
recta BH (fig. 89) per punctum B constans in sublimi transeunte 
et circumiata per curvam 'quamcunque H(H) in piano subjecto AHC 
positam. Nam cun) BC sil normalis ad planum subjectum, adeo- 
que ad rectam AC, quae sit directrix ipsarum HG normaliter ap- 
plicatarum ex curva Hb et ipsi AC occurrentium in G, patet 
BC=V(BC.BCi-GC.GC) fore normalem ad HG, atque adeo BH 
fore VCBG.BGfGH.GH). Datur autem GH ex AG per naturam 
curvae, et BC, AC sunt dalae, et CG est summa vel dilTerentia 
ipsarum CA, AG ; habetur ergo et BH ex AG. Ergo et ratio datur 
incrementi momentanei seu elementi ipsarum BH, nempe ipsius 
Hk (si ponatur ex h demissa in BH normalis hk) ad HV elemen- 
tum ipsarum AG. Quodsi jam quadratum ipsius Hk detrabatur a 
quadrato ipsius Hb elementi arcus curvae, supererit quadratum 



*) Vorstehendes schrieb Leibniz als Zusatz zu der Abhandlung 
Varignon's: Schediasma de dimensione superficiei coni ad basin circu- 
larem obliqui ope longitudinis curvae, cujus constructio a sola circuli 
quadratura pendet, welche in Miscell. Berolinens. Tom. III. zugleich 
mit diesem Zusatz abgedruckt ist. 
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ipsius hk, cujus reclae adeu etiain dabitur ratio ad HV incre- 
mentum ipsius AG, quae ralio vocetnr r:a, posita a constante 
quacunque pro arbitrio semel assumta et r determinala ex AG. 
Eril ergo hk=(r:a)dAG. Sed dimidium rectanguli ex BH in hk 
est aequaie triangulo BHh, id est elemento superfiriei Conoeidis; 
ergo si recla (r:2a)ßH (nempe quae sit ad BH ut r ad 2a) ac- 
cominodetur ad dAG id est ad Gg, seu sumaiur semper in ipsa 
GH ex G versus H, fiet flgura curvilinea, cujus elementum erit 
(r:2a)BH.dAG idem cum elemento superficiei conoeidis. Ilaque 
ipsius hujus Figurae porlio rite sumta aequabitur respondenti su- 
perficiei Conoeidis portioni, binis reclis ex puncto in sublimi et 
arcu hasis comprehensae , et proinde quaevis superficies Conoidalis 
explanari potest, adhibita figura plana ei aequali, per Geometriam 
ordinariam construenda, si ipsa AHb basis Conoeidis sit figara 
Geometriae ordinariae. 

Sed quia Archimedes Circulum vel Circuli portiones super- 
ficiei coni recli vel ejus porlionibus aequales exhibuit, Circuli au- 
tem vel ejus portionum area vel conversio in figuram rectilineam 
facillime habetur per extensionem curvae (nempe ipsius arcus dr- 
cularis) in rectam: hinc a Viro Celeberrimo Petro Yarignone quae- 
situs est inventusque modus elegans paulo ante positus, quo 
figura plana aequalis superficiei coni scaleni etiam mensurari pot- 
est per extensionem curvae alicujus in rectam. Cum vero curva 
iUa quam exhibet non sit ordinaria, sed tratiscendens, quaoovis 
non nisi tetragonismo Circuli ^eu rectificatione arcus circularis ad 
constructionem indigeat, placuit mihi quaerere curvam ordinanam 
quae idem praestet, seu cujus rectificatione exbibeatur superficiei 
Coni Scaleni vel ejus portioni cuivis aequalis figura rectilinea. Hoc 
ita sum consecutus* 

lisdem quae antea posilis, a puncto G versus D sumatur 
GW, quae sit ad AG ut CD ad radium DO, et jungatur BW, quae 
erir V(ccn* — 2rfgx + ffxx) : r. *) Pono autem A esse extremum dia* 
metri AD remotius a B. Ex puncto H ad rectam AC ducatur HJ, 
ita ut ex ducta ad HJ normalis Oi// sit ad HO radium ut di- 
midTa BW ad rectam constantem, quae sit major dimidia BA; et 
recta HJ ipsam O9) ex centro perpendiculariter ad CO eductam 



^) Es ist AB=c, f=0C=r4-a, ACÄ-gs=2r + a, AG=rx geseilt 
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ad partes H secet in q). Eadem oinnta fiant ad puncta h et g , ut 
ducatur BW, ducatur et hi, quae ipsam Oq) secet in (9>). Jam 
ipsis Oq>j 0(9)) etc. aequales Ji2> ioi etc. ordinatim applicentur nor- 
maliter ad OJ, Oi etc« ut fiat cur?» Sio), cujus tangens ÜT occur- 
rat ipsi AC in T. Tande« in AC ex J sumatur JX ad partes ad 
quas convergunt JH, ih, quae JX sit ad JO ut TJ ad TO, et ex 
puncto X quovis, hoc modo reperto, normaliter educta XY, oc- 
currens respondenti rectae positione datae HJ in Y, erit ordinatim 
applicata curvae novae Y(Y), cujus sub arcu elementari inter puncta 
Y et (Y) praescripta ratione determinanda intercepto, et sub con- 
stante supradicta, non minore quam ^ BA, comprebensum rect- 
angulum aequabitur triangulo BHh, nempe elemento superliciei coni 
scaleni: atque adeo evolutione seu extensione debita curvae Y(Y) 
in rectam, filo evoluto ducto in ipsam constai^tem supradictam, ex- 
bibebilur rectangulum aequale ipsi ABDHA superficiei dimidiae coni 
scaleni. vel ejus portioni (rectis scilicet binis ex B et arcu basis 
comprehensae) cuicunque. 



LEIBNIZ 



AN DEN 



IREIHERRN von BOUENHAUSEN. 



Als Leibaiz auf seiner italienischen Reise längere Zeit in 
Florenz verweilte, machte er die Bekanntschaft eines deutschen 
Edelmanns, des Freiherrn von Bodenhausen, der unter dem Namen 
eines Abbe Bodenus als Erzieher des Erbprinzen am toskanischen 
Hofe lebte. Er war ein eifriger Verehrer der mathematischen 
Wissenschaften, und in Folge dessen entstand sehr schnell eine 
innige Freundschaft zwischen beiden Männern. Leibniz selbst un- 
terrichtete Bodenhausen in den Elementen der höheren Analysis, und 
überliess ihm die weitere Redaction des grösseren Werkes', das er 
über die Dynamik während seines Aufenthalts .in Ualien ausgear- 
beitet hatte '^). Ohne Zweifel gab dies die nächste Veranlassung 
zu der Correspondenz zwischen beiden Männern, die bis zu dem 
Tode Bodenhausen's ununterbrochen fortdauerte. Da letzterer mit 
unermüdeter Ausdauer in den tieferen Sinn der höheren Analysis 
einzudringen und namentlich die Lqsungen der Probleme zu ver- 
stehen suchte, welche Leibniz und seine Freunde vom Jahre 1690 
an sich gegenseitig vorlegten und durch die die Ausbildung der 
höheren Analysis mächtig gefördert wurde, so konnte nicht fehlen, 
dass Bodenhausen über Zweifel und Schwierigkeiten alier Art bei 
Leibniz um Auskunft bat. Trotz seiner Vielbeschäftigung kam ihm 
dieser mit ausführlichen Miltheilungen bereitwilligst entgegen; ich 
will nur die gründliche Auseinandersetzung über das von Viviani 
vorgelegte sogenannte Florentinische Problem (problema de templo 



*) In Bodenhausen's Papieren, die nach seinem Tode in den Be- 
sitz Leibnizens kamen und unter den Manuscripten des letztern auf der 
königlichen Bibliothek in Hannover aufbewahrt werden, findet! sich 
noch die Blätter, auf welchen Leibniz seinen Freund in den Opera- 
tionen der Differential- und Integralrechnung unterwies. Auch ist die 
sorgfältige Reinschrift der Dynamica Leibnizens von Bodenhausen's Hand 
noch vorhanden. 
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hemisphaerico quadrifenestrato quadrabili) und über die Lösung des 
Problems der Kettenlinie hervorheben. Leibniz verlässt hier die 
knappe Darstellung, die er in der Regel in den von ihm veröffent- 
lichten Abhandlungen beobachtet und durch die er den Gang seiner 
Behandlung kflnstlich verhüllt*); in seinen Briefen an Bodenhausen 
zeichnet er den Weg, auf dem er die Lösung der Aufgabe fand, 
insofern nach seinem Dafürhalten dieser der geeignetste ist zu einem 
wahren Verstdndniss zu gelangen. — Ausserdem sind die Mitthei- 
lungen Leibnizens über die Werke, die er herauszugeben gedachte, 
über seinen Calculus situs, über seine Characteristica, durch die er 
die Analysis physica weiter zu bringen gedachte, so wie sein Ur- 
theil über die neu erschienenen Schriften von vielfachem Interesse. 
Bodenhausen hielt die Briefe Leibnizens wie einen kostbaren 
Schatz; ihr wissenschaftlicher Inhalt diente ihm als Grundlage und 
Richtschnur seiner Studien. Cr machte davon eine besondere sorg- 
fältige Zusammenstellung, aus welcher das Folgende entnommsn ist 



*) Diese Eigenthumlichkeit findet sich in fast allen Leibnizischen 
Abhandlungen; er will in seine Kunstgriffe andere nicht einweihen« 
Es ist aber guth, schreibt er an Bodenhausen, dass wann man etwas 
würklich-exhibiret, man entweder keine demonstration gebe, oder eine 
solche, dadurch sie uns nicht hinter die schliche kommen. 



Invenire figuram Clepsydrae uniformis MCAEF 
(fig. 90), in qua altitudo aquae AL uniformiter (seu ae- 
qua]vj)us teniporibus aequaliter) decrescat effluendo 
per coniformis figurae universae apicem A. 

Sit linea ACM ex genere paraboliforinium, cujus Vertex A et 
Axis ABL, et ordinatarum BC quadrata sint in subduplicata ratione 
abscissarum AB seu ordinatae in subquadruplicata abscissarum ; et 
tritineum ALMCA circa axem AL rotatum generabit figuram clep- 
sydrae qaaesitae. 

Manifestum enim est, ip'sis AB allitudinibus aquae aequaliter 
aequall tempore decrescentibus ipsa decremenla allitudinum aquae 
esse ut elementa temporis. Jam decrementa aquae sunt in ratione 
composita elementorum temporis et velocitatum quibus aqua effluit, 
ergo in ratione composita decrementorum altitudinia et velocitatum. 
Et eadem decrementa aquae sunt in ratione composita decremen- 
torum altitudinis et summarum aquae superficierum seu cir- 
cuiorum centris B radiis BC descriptorum. Ergo velocitates 
quibus aqua eflQuit sunt ut circuli radiis BG descripti seu ut qua- 
drata radiorum BC. . Sed velocitates quibus aqua effluit sunt in 
subduplicata ratione altitudinum aquae AB (per prop. 35 cap. de 
Causa et Effectu Tract. Dynam.); ergo quadrata ordinatarum BC 
sunt in subduplicata ratione abscissarum AB, seu ordinalae in sub- 
quadruplicata abscissarum. 

A n a 1 y s i s. Sit aqua a, altitudo aquae AB, x, ordinata BC, y, 
tempus t, velocitas y, decrementa et elementa d, erit dx ut dt, da 
ut dt v ; ergo da ut dx v. Jam da ut dx yy, ergo v ut yy. Jam 
V ut ^x (per prop. '35), ergo yy ut ^x seu y* ut x seu y ut ^x. 
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• Was Dn. Guglielmini in seinen ersten 3. Buchern de Men- 
sura aquarum currentium schreibet, kan in den ströhmen und an- 
dern grossen wercken nicht statt haben, wie er selber bekennet, denn 
das incrementum velocitatis, welches freylich bekandter massen in sub- 
duplicata ratione altitudinum desceiisus sich verhält, wird im flies- 
sen und hinbrütschen des wassers gäntzlich alteriret, und kan nicht 
appliciret werden, man nehme dann dazu, was ich de Resistenlia 
ambientis angewiesen. Es ist kein Zweifel, dass alle diese Dinge 
Geometrice zu determiniren und in potestate seyn; wolte Gott dass 
die pbysicae rerum causae, als morhorum und dergleichen, so leicht 
auszufinden als motus Aquarum und andere mechanica, da wir die 
data haben, anstatt dass solche in physicis erst errathen werden 
müssen. Ich hoffe aber dermalileins mit hälff unser CharacteriS' 
ticae die Analysin physicam auch eiwas weiter zu bringen als sie 
ietzo ist. Und nachdem ich vermeyne Scientiam dynamicam ad 
leges purae Geomelriae nunmehr gebracht zu haben, dass alle ca- 
sus scientifice entschieden werden können, ope hujus solius princi- 
pii Metaphysici, quod Causa inlegra et Effectus plenus siut ejus- 
dem potentiae, so habe ich ursach grössere progre'ssus in physicis 
zu hoffen ; denn es ist wqhi zu consideriren, dass nicht mäglich 
die physica zu decidiren, wie ich vorerst vermeynet halte als ich 
vor mehr als 20 Jahren meine Tbeoriam Motus herausgeben, und 
die leges motus per solam composilionem conatuum herauszu- 
bringen vermeynet; ich habe aber hernach befunden, dass solche 
das obgedachte principium Metaphysicum praesupponiren, und sich 
also endlich resoiviren in sapientiam divinam, welche eandem quan- 
titatem virium, nicht aber (wie Cartesius gemeynet) eandem quan- 
tilatem molus conserviret. Welclie medilationes meines ermessens 
fast eben so wiclitig seyn als die Scientia dynamica selbsten; und 
wii ich eins und anders davon entweder per modum praefationis 
oder per modum dialogi unsern dynamicis beyhefiHten. 



Ich habe ope principiorum Mechanicorum vorlängst etwas 
curioses und generales in Geometria ausgefundeu circa tangeiites 
curvarum per umbilicos datarum. Sint tres ^ umbilici A, B, C (fig. 
91) tilumque in se rediens AHECBEKA, welches vermittelst des 
styli E allzeit gespannet und durch berumbfuhrung des styli die li- 
nea EE beschrieben wird; quaeritur lineae Tangens. 
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Centro E, radio quoeuDque EP describatur circulus Mcans 
lineas AE, EB, EC, si opus prodiictas, in punctis F, G, H ; horum 
punctorum F, G, H quaeratur centrum gravitatis commune P (ea ta- 
rnen cautione, ut punctum F ponatur nrio ex reliquis duplo gra- 
yius, quia filum EA est duplicatum), et juncta PE eril perpendi- 
cularis ad curvam seu ejusdem tangentem. Eademque Methodus 
valet pro focis seu umbilicis quotcuoque. 

Hr. Tschirnhaus hat in seinem buch, genandt Medicina Men- 
üs, eine andere aber unrechte Regel, weiss nicht aus v^as für ei- 
nem Unstern, gegeben, und sich durch special exempel verleiten 
lassen. Ich habe darauf der sache nacbgedacbt, und diese wun- 
derliche general Regel per centrum gravitatis ausgefunden. Die 
erläutening davon solte nicht übel hey unsern dynamicis als ein 
Appeüdix stehen, si tibi ita videtur. 



Ich bin bedacht, meinen calculum silus in form zu bringen, 
weilen wir bissber nur calculum magnitudinis gehabt, und daher 
unsere Analysis nicht perfecta , sed ab Elementis Geometriae de- 
pendens gewesen. Mir aber müssen die Elemehta selbst per cal- 
culum herauskommen, und gehet gar artlich von statten. Von 
dieser analysi dependiret alles, was imaginationi distinctae unter- 
worffen. 

Ich hoffe ferner gradum ad ea zu promoviren, quae imagi- 
nationi non subsunt, ut omnis buroana ratio genus quoddam cal- 
culi seu characteristicae expressivae accuratae subeat. Et quando 
ex dalis conclusio vel solutio non habetur, debet saltem determi- 
nari posse gradus probabilitatis ex datis. 



Betreffend expressionem Curvarum Transcendentium per ae* 
quationes, ecce specimen in cycloide quod desiderasti: 

Sit semicirculus AEH (flg. 92), semicycloeides linea ACK, EG 
==AE arcui, ut constat. Sit AB,x; BC,y; BE, v; Radius l; GD,dx; 

DL,dv; GL=V^*+dv2; fit v=V^x— xx et dT^d"?, I— x: y2x— xx 

ex legibus calculi nostri. Jam arcus Circnli AE seu EC3=/VdxH;dv* 

et Vdx* + d^*=dx:V2x— xx; ergo fit AE vel EC aequ. f6\:^2x — xx, 

et BC seu y-»BE+EC, ergo y~V2x— xx+ydx:V2x— xx, quae est 

23 • 
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aequatio ad Cycloidem desiderata, unde omnes ejus proprietates 
deduci possunt, exempli causa Tangentes. Nam fit dy = dv 

+ Ax:^2k — XX, unde pro dv subslituendo valorem supra positum 
fit dyrdx :: 2 — x : ^2x — xx, seu dy est ad dx sive PF ad FC (po- 
sito PC esse perpendicularem curvae) ut 2 — x, hoc est HB, ad 
^2x — XX seu ad BE. Et proinde cum HB sit aequ. PF, etiam 
aequabilur FC ipsi BE, et PC ipsi HE, quod aliunde jam habetur 
inventum, sed ita calculo quoque analytico obtinetur permde ac si 
de linea vulgaris Geometriae ageretur, cum tarnen fassus sit Car- 
tesius suam Tangentium Methodum huc non porrigi. 



Hr. Bernoulii*) hat einigen dubiorum circa Schediasma de 
resistenlia solidorum, so denen Actis inseriret, solutionem von mir 
begehret; ich habe ihm ausführlich geantwortet. Und weil duhi- 
tiret werden können, ob die tensiones chordarum oder fibrarum 
seyen ut vires tendentes (welche hypoihesis nicbt allerdings ge- 
wiss), so habe ich ihm gewiesen, quod iiotandum, dass solche 
Proportion möge seyn wie sie wolle, dennoch die resislentiae der 
rectarum AB (fig. 93) seyen in duplicata ipsarumrectarum ratione; 
daher meine demonstrationes de figuris aequiresistentibus doch wahr 
bleiben. Habe ihm auch erkläret, wie die figura aequiresistens be- 
schaffen seyn müsse, wenn sie nicht nur proprio, sed et simul 
alieno ponderi incumbenti ubique aequaliter resistiren soll, welches 
ich in meinem damabligen Scbediasmate übergangen, und er nicht 
wohl finden können, weil es auch auf analysin extraordinariam an- 
kommt. Galilaeus hat zwar auch de resistentihus figuris gehandelt, 
aber alio sensu und abstrahendo ab ipsarum pondere proprio, auf 
welchen fall die saclie gantz leicht, und nur ein problema ist ana- 
lyseos ordinariae. 



Was die lineam Catenariam anlanget, so habe ich in des P. 
Pardies Traite des forces mouvantes nachgeschlagen, befinde dass 
seinii suppositiones recht, auch sonsten bekandt, nemblich von 
n. 72 biss 75 inclusive. Er sagt aber nur dass die linea keine 



*) Jacob Bernouih. 
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parabola sey; aileine was es für eine seyn müsse, sagt er (deucht 
mich) nicht, sondern kommt auf eine andere supposition, wenn die 
Chorda des ponderis expers consideriret wird und gewisse pondera 
oder forces. darauf appliciret werden. Videatur n. 76. seqq. Und 
wenn er n. 81 sagt: les cordes tenduessont eifectivement courbees 
en hyperboles, so redet er abermahls nicht von unserem casu, 
sondern von einem andern, wenn nehmlich die chorda si^h dehnet, 
quand les cordes se courbent en se rallongeant, welches gantz eine 
newe und mehr componirte frage gibt, da ich sehr zweiffeie ob die 
Hyperbola stalt habe; ich supponire hingegen, dass der faden oder 
vielmehr die Kette ihre länge belialte. 

Joachimus Jungius, so einer der besten Analyticorum und 
Philosophorum nostri seculi gewesen, und noch ante Cartesium viel 
herrliche gedancken gehabt, hat sich über das Problema sehr be- 
mühet, aber nichts anders finden können, als dass keine parabola 
statt habe. Ich finde dass die curva catenaria sehr notable pro- 
prielates habe; data ipsius descriptione kan man leicht geben tan- 
gentes, quadraturam areae, dimensionem curvae, superficies ejus ro- 
tatione genitas etc. Ihre description aber supponiret logarithmorum 
constructionem, und daher vice versa, posita descriptione hujus 
curvae physica, kan man pulcherrime die logarithmos ausfinden und 
construiren, und also kan man ope curvae catenariae quotcunque 
medias proportionales inter duas rectas datas geben. £t ita haec 
curva est una ex virtuosissimis totius Geometriae und über dieses 
summae in construendo facilitatis, wenn man nur einen faden hat, 
der sich sufficienti facilitate bieget und proprio pondere nicht no- 
tabiliter dehnet Dieses aber de logariihmis sage ich andern noch 
nicht, damit sie vor der Zeit nicht wissen, ob die curva sey ex nu- 
mero ordinariarum, an vero Transcendentium. 

Mons. Tschirnhaus hat diesen Sommer"") ein Schediasma für 
die Acta Lipsiensia gegeben, darüber sich Hr. Hugenius ein wenig 
beschwehret, dass er nehmlich ihn in etwas compiliret. Mons. 
Tschirnhaus aber setzet dabey (mir verrouthlich zum angehöhr), 
einige gäben vor, dass gewisse arth problematum eine sonderliche 
analysin erforderten, seye aber nichts, solche problemata (als Tan- 
geniium inversa etc.) seyen inter simplicissima lotius Matheseos zu 



*) v. Bodenhausen hat bemerkt: 1690. 
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Kehlen, nur allein dass man eineji weitläuffiigencaleulam dazu brau- 
che. Reimt sich wol zusammen. Es scheinet aber, er habe sie 
noch nicht recht betrachtet, und wollen wir sehen, ob er die cur- 
vam catenariam finden wird, denn in meinem Schediasmate habe 
ich nominatim erwehnet, dass ich auch hierinn ein specimeu seines 
Methodi erwarten wolle, zumahlen hier nicht sowohl prolixo als 
artificioso calculo von nöthen habe. 



Hr. Hugenius hat mir ein Exemplar seines trefflichen operis 
de Lumine zugeschickt, darinn er meines erachtens Cartesii rationes 
gantz ausgethan. Er hat sowohl in der praefatiou, als im opere 
selbst einiger meiner documenten erwehnet. iSchreibt, er wolle 
meine newe Analysin untersuchen, und proponiret mir 2 curvas ex 
data tangentium proprietate zu suchen, so ich ausgefunden. Er 
bekennet, dass wenn meine Analysis dergleichen praestiren könne, 
seye es etwas ungemeines, wiewohl er, Hr. Hugenius selbslen, schohn 
ein gutes theil dieser dinge auf seine weise praestiren kan. In 
mea tamen methodo quaedam sunt singularia, remque omnem ab 
imaginatione ad analysin revocant; daher ich mich mir weiter als 
alia via zu kommen getrawe, und in gewissen Dingen zweifele ich 
dass andere so leicht dazu gelangen sollen; doch was curvam ca- 
tenariam und dergleichen betrifft, die sind eben nicht von den 
schwersten, und wil daher erwarten, ob Hr. Tschirnhaus auch 
werde können drauff kommen. 



Tractatum meum de Resistentia solidorum etc. davon der 
erste theil zwar gulh scheinet, wiewol ich zu einem völligen exa- 
mine nicht zeit gehabt, credo esse Galiiaeana dilatata; aber liber 
2<1qs, da er handelt de solido utrinque sustentato, stehet meines 
erachtens auf schlechten fussen uud dürffte ehe brechen als die 
solida; ich habe ihn zwar eine geraume zeit her nicht angesehen, 
mich döncket aber, dass gleich anfangs in demonstrationibus hujus 
libri 2. bey mir ein zweifei ereignet. 



Ich bin selbst der meynung, dass in problematibus Geometriae 
commums die Metbodus Veterum; et Analysis cujus vestigia quae- 
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dam extant apud Pappum, einige gewisse avantagen habe supra 
Analysin Algebraicam, daher ich auch glaube gegen M« H. Hrn. 
erwehnt zu haben, dass noch eine Analysis geometriae propria 
übrig, toto coelo ab Algebra diversa et in multis longe Algebra 
compendiosior utiliorque. 



Man könte umb deren wiUen, so anaiysin verachten, einige 
specimina in das Giornale etc. geben , so eben nicht gemein. Die 
Maximae et minimae, die quadraturae, die centra grayitatis, die 
Tangentes, die extensiones curvarum in rectas sind darzu bequem. 
Es ist aber gutb, dass wann man etwas würrklich exhibiret, man 
entweder keine demonstration gebe, oder eine solche, dadurch sie 
uns nicht hinter die schliche kommen. Zum exempel man köndte 
geben meine quadraturam absolutam des segmenti transversi Cy- 
cloidis und dabey sagen, man wolle nicht die demonstrationem 
hujus theorematis geben per methodum dadurch sie erfunden, son- 
dern per aliam magis ad captum communem, wie ich dann solche 
hier beyfuge, quae nil nisi jam notum supponit: (fig. 94) AFCSA 

=AFß-hABC + ACSA=AFBHA+AHBCSA (ex figura). Sed ABC 

= AFBHA (ut constal, quia BC=AHB), et AHBCSA='bi8 AFß 

(8 ' 

(ex aliorum inventis de cycloide), ergo denique ACSA ^ AFB. Q« e. d. 



Die eurvam calenariam zu suchen, könte man zugleich pu- 
blice proponiren, welche einige falso pro parabola gehalten, und 
wie ich mich besinne Galilaeus selbst, da es «doch notbwendig eine 
curva transcendens. Man könte dabey erwehnen de vera dilTeren- 
tia Methodi vere Analyticae a Methodis vulgaribus, dass nebmlich 
diese in vielen tentamentis bestehen, welche nur in facilioribus zu 
gerathen pflegen, in schwehreren aber gemeiniglich fehlen, und wenn 
man lange den saxum Sisyphi volviret, so weiss man auf die letzte 
nicht, ob es problema planum oder solidum oder sursolidum, oder 
gar omnem gradum transcendens; da hingegen die analysis, in so 
weit sie perficiret, uns via regia infallibili ad exitum führen oder 
impossibilitatem demonstriren muss, und gleichsam ein filum in 
labyrinthö giebt. Welches artificium die Veteres bereits in etwas 
getrabt, aber vertuschet, Vieta und Cartesius resuscitiret, aber nur 
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in Geometria ordinaria reciilineari, dahin ich problemata plana, so- 
h'da alteriusve gradus rechne, etiamsi enim variis lineis opus siL 
tarnen ad quaevis earum puncta deterroinanda non nisi relatione 
inter rectas opus est; aber ad Analysin pro Geometria sublimiore, 
quae curvilineorum dimensiones aliaque problemata tractat, ubi ipse 
gradus problematis vel nullus est vel non nisi per solutionem co- 
gnoscitur, habe ich vielleicht zuerst den analytischen ^eg geöffnet, 
und kan auch curvas, quas Cartesius male Mechanicas vocabat, quia 
calculo SUD submittere non poterat, ad nudas calculi leges revoci- 
ren, und das gemüth auch hierinnen a tentamentorum anxietate et* 
incertitudine befreyen, wiewohl noch ein und anders hierinn so- 
wohl als in Geometria ordinaria (da man ultra radices generales 
aequationum 4ti gradus nicht kommen) zu erfinden übrig. 

Man könte auch wohl proponiren Tangentem einer curvae zu 
suchen^ wie diejenige, so ich in Actis bey meiner Methodo calculi 
differentialis gesetzet, doch etwas auf eine andere weise. Man 
könte auch geben meiner seriem, per quam invenitur arcus ex data 
tangente. 



Ich habe gefunden dimensionem curvae per circuli evolutionem 
descriptae, wenn ein faden umb den circkel ABE (fig. 95) gewun- 
den wäre, aber aufgethan und extendiret würde, also dass der auf- 
gethane faden BC allzeit gleich arcui circulari AB, so würde BC 
tangiren arcum AB oder perpendicular seyn ad AC lineam extremo 
C descriptam. Et arcus AB est media proportionalis inter diame- 
trum AE et curvam AC. 



Hiebey schicke die solutionem des problematis Galilaei circa 
▼eram figuram Catenae vel Funis pendentis, welche mic umb viel 
desto mehr geföUen, dass sie uns die logarithmos^ibt, also dass 
man mit einer subtilen kette alle problemata per logarithmos ex- 
pedienda praestiren köndte^ wie aus der beygefägten figur und er- 
klärung zu sehen. Wenn ich ein problema Transcendens dahin 
reduciret, dass es a logarithmis vel arcubus circuli, und also Ta- 
bulis Canonicis, oder quod eodem redit, quadratura Circuli etHy- 
perbolae dependiret, so halte ich es pro absoluto, und kan ein 
mehreres darino nicht geschehen, weilen nicht müglich> diese bey- 
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den quadraturas indefinite^ id est, pro data quavis portione Circuli 
▼el Hyperbolae zu finden, wie man sie sucht. Ich habe dabey ge- 
funden, nicht nur dimensionem curvae Catenariae seu extensionem 
ejus in rectam (welches leicht), sondern auch dimensionem areae 
und (welches am schwersten) die centra gravitatis sowohl lineae 
als areae^ und zwar alles durch sehr kurtze constructiones, Ca- 
tenuia schicket sich besser als funis, weilen funis sich extendiren 
kau, cateua aber ihre länge beständig behält. Die linea logarith- 
mica so dabey gezeichnet, wird gefunden per quotcunque mediarum 
proportionalium quarum una est (fig. 96) N^ vel (N)(^) inventionem 
inter 0A et |Nj| oder 0A et i(N)3(^. Das eintzige habe ich ver- 
schwiegen, was jN,^ zu 0A, oder quod idem est, 0A zu i(N)j(^) 
vor eine pr^porlion, K ad ü, haben, als welche allezeit beständig 
seyn muss, damit diejenige so in diesen materieu nicht genugsam 
versiret und doch meynen, sie köridt^n alles vor sich fticht fin- 
den etc. Es verhalten sich aber die 3 ünienaNsl, 0A und 8(N)8(^) 
wie diese drei numeri; 0.3678794, 1.0000000, 2.7182818. G^o- 
metrice aber (welches M. H. Hrn. ins Ohr sage) müssen die linien 
also beschaffen seyn (posito 0j|N ut et 03(N) esse aequalem ipsi 
0A), dass die gezogene gerade lini von 3N auf A, oder von auf 
g(£i die logarithmische lini nicht durchschneide, sondern nur anrühre. 

-Diejenigen so die Analysin novam verachten und vor ein 
gioGolino halten, können ihr heil an diesem problemate versuchen; 
wiewohl nunmehr post exhibitam solutionem nichts leichter vor 
einen der den caiculum verstehet, als rationem finden; aber ipsam 
solutionem zu finden, soll einer wohl bleiben lassen, der nirbt mei- 
nen oder einen aequivalentem caiculum hat. 



Ich habe Hrn. Alberti zu Rom auf begehren einige rationes 
communiciret, warumb nuda extensio naturam materiae nicht mache, 
und gebethen^ er möchte es doch M. H. Hrn. communich*en. Es 

m 

wird aber nun vielleicht in das Journal des Sgavants zu Paris ge- 
setzet werden, weil ich es einem guten freund dahin communidret. 



ch bin bedacht, meine Arithmetische Macbinam, so vorlängst 
elaboriret und auch exequiret, ins feine bringen zu lassen. Ar- 
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naidus, Hugenius und Thevenot^ so sie vor alters za Paris gesehen^ 
haben mich etlichemahl daran erinnern lassen. 



Ein specimen meiner Analyseos novae situs zu geben^ ist mir 
anjelzo ein bissgen schwehr, weil ich gantz von forn darüber mediCiren 
muss ; doch werde mich einroahl daran geben. Es ist gewiss, dass 
die Algebra, indem sie alles a situ ad solam magnitudinem reda- 
ciret, dadurch ofift die Natur der sache sehr verwickele. Sie hat 
zwar den vorlheil^ dass sie ailemahl (in Geometria ordinaria) zum 
ende kommen kan, hingegen gehet sie bissweilen durch grosse 
Umwege; ist eben als wenn einer alle problemata ejusdem gradus 
per eundem datum circuium vel eandem constantem parabolam 
solviren wolte, so zwar allzeit thunlich, aber nicht allzeit am besten. 



Hr. Bernoulli hat gar schöne specimina des Calculi diSeren- 
tialis herausgeben, und unter andern observiret, dass wo di:d7 om- 
nium possibilium minima vel maxima, allda sey in curva punctum 
flexus contrarii. Er hat auch die solutionem curvae catenariae seu 
funicularis proprio Marte recht getroffen, und bemühet sich jelzo 
sehr meinen Methodus auf allerhand problemata zu appliciren, 
welches mir sehr lieb, denn ich kan ja selbst nicht alles thun, bin 
auch gantz nicht jaloux oder reserve darinn. Es sind ja noch so 
viel andere dinge darinn und sonst zu thun, dass \A allzeit ma- 
teri behalten werde. Er hat gefunden, dass die curva dependire a 
quadratura Hyperbolae, doch hat er sie nicht applicirt auf Loga* 
rithmos, welches ich doch vors beste halte. Meine sowohl als seine 
und Hrn. Hugenii Solution ist nun in Actis Lips. Doch hat Hr. 
Hugenius nicht observiret, dass die sache reducibel ad quadraturam 
Hyperbolae, sondern hat ein quadraturam curvae magis compositae 
angegeben, denn ob er schon aliquid analogum meae Methodi bat, 
so scheinet doch, dass er bey weiten damit so bequem nicht könne 
zu recht kommen, sondern mehr ad figuras gebunden. 



Was das problema betrifft: Datis positione Circulo BE(E)(% 
97), recta indefinita GH et puncto A, rectam ita ducere per A, ut 
si circulo et rectae occurrat in E et H, sit EH intercepta omuiuffl 
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possibilium minima, welches freylich ad 8 dimensiones steiget (so 
fiel kh primo obtutu abnehmen kan), so kan solches ope circuli 
dati und curvae rationalis 4^' gradus absolviret werden. Gesetzt 
AP sey a, CF sey f, GF sey p, CE^— CA* sey /?«, und letzhch 
die beyden indeterminaiae seyen AV, v und VE, u, so haben wir 
2 aequationes, die eine ad Circulum datum welche ist: vv + nn 
=sßß — 2fn-|-2a¥; die andere ad curvam rationalem 4^> gradus, 
welche ist 

-f ppa^/9 — 2ppfan — ppann+an* 

_ — 2paa/g. 4- 2paf . . 

"" — 2ppaa-|-2paan — fn^ 
— ppa/9 +ap/9. 
+ ppf . 
Solcher curvarum rationalium (nemlich darinn eine indeterminata 
ex data rational! altera allezeit rationaliter gefunden werden kan) 
beifiene ich mich gern, weilen dergestalt puncta curvae quotcun- 
que in numeris leichter gefunden werden können; die intersectio 
cireuli et hujus curvae gibt das punctum E. 



Was die inventionem curvarum ex data tangentium proprie- 
tate betrifft, so halte dafür, dass in tota Geometria nichts impor- 
laBler als dieses; daher bitte M. H. Hrn« diese Inquisition ferner 
zu verfolgen, so viel seine Zeit leidet; ich möchte wünschen, dass 
es die meinige lidte. M. H. Hr. ist auf sehr guten wege, und sein 
spedmen gar artlich. Das erste wäre, dass man allzeit determini* 
ren könodte, ob müglich curvam ordinariam satisfacientem zu fin- 
den ) das nächste dass man finde specimen Transcendentiae, oder 
was es eigentlich für eine Transcendens sey. Gemeiniglich sind 
die curvae quaesitae possibiles und gar selten imaginariae. Es 
werden nicht nur von dem proponenten, sondern auch von der 
Natur und dem problemate selbsten die curvae offt also verlarvet, 
dass die limitation (wenn keine verlarvung nicht mit fleiss ge- 
schehen) nicht statt habe. 



Die Helhodus per inscripta et circumscripta oder dergleichen 
apagogice zu demonstriren lässei sich allezeit anbringen, und wolle 
M. H. Hr. nur die lemmata incomparabilium consideriren, so ich in 
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dem Tentamine de Causis Motuum coele/slium beygefüget, so wird 
er leicht sehen, wie dergestalt, wenn man infinite parva nur ad 
incomparabiliter parva reduciret, der error dato minor, id est duI- 
lus, zu machen. Weil Cavalerius solches nicht genugsam conside- 
riret, ist er mit seinen indivisibilibus nur in primis viis blieben, 
gleichwie auch die meisten andern in Italien und Frankreich. Denn 
man ist an keine solche limitationes gebunden, die er und andere 
pro salvanda methodi indivisibilium certitudine sich machen müssen. 



Mit der Tangente Spiralis hat «es diese beschaffenheit ad mo- 
dum aliarum linearum, dum radius (fig. 98) CR ex CA egressas 
tendit versus C|V, CjV etc., punctum mobile P, manens in radio, 
ex centro C egressum tendit ad iP, iP etc. 

Ex natura spiralis sunt arcus AV ut rectae CP, et D|P ot 
CP in jVaV. Sed ,V,V=dÄV, ergo ,VjV ul dCP. Sed dCP= 
D2P, ergo jV^V ut DjP. Ac proinde D,P ut CP in D,P. Ergo 
datur constans F talis, ut sit F in D|P=CP in D^P, seu CP:F:: 
DiPiDjP adeoque ::TC:CP seu TC = CP quad7 : F. Unde con- 
structio : Recta constans sit CG normalis ad CP ; junge GP, ei 
erit normalis ad spiralem PP sen ad ejus tangentem. 

Ipsa CG pulchre respondet simili constanti in parabola inter 
ordinatam et curvae normalem in axe intereeptae, Id interest, qood 
CP sunt in parabola parallelae, in spirali convergentes. 

Memini P. Gregorium a S. Vinc« in magno suo Opere Te- 
tragonistico bellam comparationem instituere inter Spiralem etPi- 
rabolam et (quod mihi non improbabile videtur) statuere ex co- 
gnitis proprietatibus parabolae Archimedem in spiralis naturam pe- 
netrasse. 



Solutum est problema*) illo ipso die quo mihi redditum est, 
nimirum 27. Maji, ita ut statim proximo Cursore remiserim. Nee 
soWi tantum modum, sed et ostendi modum solvendi problemain- 
finitis modis, et efficiendi ut superficies hemisphaerica demtis fo- 
nestris seu foraminibus residua seu quadriforaminata sit aeqaaiu 



*) Aenigma de templo hemisphaerico quadrii'enestrata quadrabiu 



j 
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dato quadrato ; simplicissimas quoque adjeci solutiones, ubi aequa- 
tur quadrato diametri. Es kan wol seyn, dass man bey ihnen 
geglaubet, es lauffe bey meiner gerühmten Analysi ein wenig auf- 
schneiderey mitunter, und hat sie damit auf die Probe stellen wol- 
len. Ich möchte wüudschen, dass man mir nie schwerere proble- 
mata proponirte, denn dieses erfordert keine weitläufftigkeit in 
eaiculiren oder construiren, sondern nur eine adresse in ap- 
plicatione Methodi, und dass sind eben die problemata die mir 
wohl gefallen. Es reduciret sich dieses problema auf quadraturam 
Carbasi, wie ich es nenne, vel Lunulae (ut ita dicam) sphaericae, 
quae ad veli seu Carbasi instar inßata est. 

Nimirum sit (flg. 99) Hemisphaericae superficiei quadrans 
POQSAP; in eo ducatur linea PALA talis naturae, ut si per P 
tanquam polum et punctum lineae L ducatur Meridianus PNL6, 
occurrens ipsi QSA qnadranti aequatoris, in S ; sit SF sinus rectus 
graduum QS, aequalis ipsi PB sinui verso graduum (arcus meri- 
diani) PNL; dico triiineum PNLAP aequari rectangulo QKF, et 
Carbasum partiatem PALNP aequari rectangulo KQF, et totam Car- 
basum PALAP aequari quadrato radii. Atque ita totum templum 
Hemisphaericum, cujus superficies sit ex quatuor istis carbasis com- 
posita, et fenestrarum qualuor unaquaeque sit figura cornuta 
PDQALAP, aequari quadrato diametri. 

Analysis Problematis de Templo Hemisphaeri co 
quadrifenestrato quadrabili; accessit constructio, in 
qua quatuor fenestrae sunt concinnae seu ambidex- 
Lrae, et a basi et fastigio remotae, imo si placet, 
plane insulatae sive undique more fenestrarum so- 
lilo a muro cinctae. 

Elementum Quadrantis superficiei sphaericae P/?BHAi/;P (fig. 

1 00) est quadrilineum LMN vel LN, cujus aestiniatione habita viam 

reperiemus ad mensurandas partes superficiei. Jam LN est factum 

ex LM in MN; hos duos ergo arcus elementares, id est rectas ab 

ipsis inassignabili errore dilTerentes metiamur. 

(1) 
Ex analysi infinilorum constat LM=SQ, CP:QM. Kursus MN 

ad HG ut QM ad CGseu ad CP, seu MN=HG,QM:CP. Ergo fit 

(8) (4) 

LM IQ MN=^SQ.HG. Ergo triiineum elementare PLMNKPaequatur 

(6) 

ipsi PQ in HG. Porro ad instar aequationis I . est HG=EF.CP:GE, 
et fit PLMNKP='eF in PQ.CP:GE. Itaque si PQ«'gE, fit 
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PLMNKPseCP in EF, el aggregata taliura trilineorum elemenlariura 
coniponentia superficiem sphaericam itidem habentur. Nam irili- 
neum sphaericum PVTRNKP (comprehensum inier arcus PVT el 

PRN) aequalur rectangulo sub CP in XF, et Carbasus PiJTRNRP 
quae est bilineum, comprehensum linea Pi2TRN (per polum P et 

(10) 

extrema arcuum ducta) et ultimo arcu aliquo PKN, aequatur rect- 

ang. CP in BF seu rectang. CBF. Quodsi linea sit producta per 

71 usque ad A, nempe PüTRNttA, seu si ultimus arcus sit ipse 

(11) 
quadrans Pt//A, Carbasus PQnX\pP aequalur quadrato a CP seu a 

radio sphaerae; ilaque si quatuor tales carbasi componant parieles 

templi hemisphaerici cujus basis BAO bis (sive circulus a radio 

BC), zenilh vero P, et P/?BHANßP sit una ex quatuor fenestris, 

habetur quaesilum. Sed si quis noiit templum in quatuor punctis 

A quiescere, remedium in promtu est, quod et jam indicare me- 

mini. Nempe arcus PNH bisecet quadrantem basis BHA, palet ex 

diclis thlineum FK^tiX^jF aequari rectang. BCF. Ex puncto IN 

ducatur linea N^B congrua et similiter posita ipsi NttA, palet qua- 

drilineum P|6f|N7rAi/'P (duplum trilinei PKNttAi/zP) aequari rectang. 

sub OB et CF. Hinc si B fiel zenith et AP basis, ulique hoc 

quadrilineum erit quarla pars templi hemisphaerici, cujus fene&tra 

eril Irilineum B^NttAHB; idem est si A ^it zenith et BP sit basis. 

Sed jam omissis specialibus, quae inaedificavimus casui nu- 
meri 7, nunc generalia persequendo redeamus ad aequ. 6, et B£ 

(18) (18) (14) 

sit X, CP sit a, GE seu y erit - yl2ax — xx, et EF, dx,et HG,dx,a:]f, 

(16) (16) . 

etPQ, v,PLMNKP— dxva:y=dxva:v2ax — xx. Hinc si sumamus 
valorem ipsius v per x, sie ut dxva:V<^ax — xx sil quanlitas sum- 
mabilis, habetur quadralura portionis superficiei sphaericae secun- 

(17) 

dum talem legem formatae. Sic si sit v~a — x, utique res succe- 

p 7i~ -.(18) . 

dit, nam filay,a — xdx : v^ax- xx = y2ax — xx. Sic et res succedii, 
si fiat y==V^a, nam aadxr^^aa — x est summabilis. 

Jam Uli quaesivimus supra (aequ. 4) dimensionem trilinei 
elementaris PLMINKP, ita possumus et quaerere dimensionem re- 

(10) 

sidui quadrilinei elementaris« nempe LMGHNK, quod est aequ. CQ 
in HG. Ergo si CQ=GE (id est arcus PM ipsi GA), eodem modo 
habetur quadralura ut ante in casn aequ. 7. Figura autem erit di- 
versa a priore, linea sciiicet curvafiet BdP et paries erit BdP^AHB, 
fenestra erit P/?BdP. 
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Possemus autem adbuc magis Methodum variare resolyendo 
superßcieiD spbaericam non sectionibus per verticem in trilinea ele- 
mentaria PKLP vel quadrilinea elementaria NHGM, sed sectionibus 
basi parallelis in zonas elementares ut ßNiüLKaß. Nam quia 
KLMN seu LM in MN aequ. SQ.EF.CP:GE per aequ. 5 et 3, hinc 
servata eadem SQ, ulique zona ßNMLKß erit_^equ. BE.SQ. CP:GE, 
seu posito PQ',v et SQ, dv, fiet baec zona (dea)=xadv:V2ax— xx; 
unde si ▼ sumatur taUs, ut baec quanlitas sit summahilis, babebi- 
tor quadratura compositi ex zonis. Et ita Geri polest, ut quadre- 
tur superficies corniculata PßBE MiP, carbasus autem PfiiNAi/;P 
fiat fenestra. Si ae fiat =ba-|-aV2a\ — xxxia'^, babebitur v, modo 
n sit numerus inleger ailfirmativus quicunque, ut ex calculo patet. 
Et summa zonarum seu conflata figura quadranda erit ae. 

Sed si fenestram velimus in pariete supra infraque clausam 
(fig. 101) nee ad basin vel apicem templi per?enientem, eamque 
eoncinnam seu ambidextram, ut i2Mq)fia)^ii in templi quadrante 
PqpAGB^P, id quoque obtinere licet, duas priores melbodos con- 
jungende. Nempe arcus quadrantabs Pi2coH bisecet templi qua- 
dranlem in duos octantes quorum unus sit Fiia)EGA.g)¥, Jamef- 
ficiamus, ut tam iiF^Mii, quam ü)EGkq)/ACo^ id est octans demta 
semifenestra sua sit quadrabilis, inque eam rem quaeramus lineam 
Siyi^fico (congruentem cum reliqua dimidia alterius oclantis, nempe 
cum ii^co) talem ut prodeat quadrabililas. Ex M et fi in CP 
duclae normales sint MQ, ^q, et posita B£,x el CP seu CB, a, sit 

(SO) . 

PQ = Cq=iv^x. Ita ex puncto q> ducta normalis ^3 bisecabitCPin ^; 

(81). ^ . (22) 

jamquiaPQseuv=v^*2^ ^^ Pß"* l^» est y, dxva : V2ax — xx aequa- 
lis trilineo QFq>aii, si scilicet x sumalur a BF usque ad BC. llaque 
explicando v per 21, fiet ex 22. X <^^^^*2V2aa~ax (ab x,BF us- 

(28) 

que ad x, BC) aequ. i2P9)Mi2, quae summa polest baberi. Nimi- 

rum ducatur (fig. 1 02) linea 567A ita ut sit F6 (vel E7) = V^aa— ax, 
scilicet ut posilo x esse BP (vel BE), sit F6 media proporliona- 
lis inter OF (seu 2a — x) et inter CB; ita prima ordinata B5 erit 
aV^ et ultima CA est a. Similiter ducatur linea 8 9 10 11 talis ut 

(25) . 

(posito BF vel BE esse x) sit F9 (vel EiO) aequ. aa:2Vaa — ax, 

(26) 

palet aream ut F 9 10 E aequari trilineo i2PM, et aream F 9 10 HC 

aequari trilineo SiF^iHi, Hujus areae ergo quaeratur quadra- 
tura« Reperietur autem ex calculo difierentiali generaliter esse 
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/ dx aa : 2^283— ax aeq. aa>/2— aV2aa— ax, nam differentiando 



(19) 



ulrinque prodit identica aequalio. Adeoque per 28. fit B 8 9 1 E aequ. 
reclang. sub CB et differentia inter B5 et E7, scilicet in 28. su- 
inendo x a usque ad BE, et similiter B 8 9 P aequ. rectang. sub 
CB et differentia inter B5etF6, et denique eodem modo B89101iC 

aequ. rectang. sub CB et differentia inter Bö et CA seu inter 

aV2 et a. Jam F 9 10 11 C aequ. B 8 9 10 11 C~B 89 F ex con- 
structione; ergo (per 31, SO) rectang. sub CB et differentia inter 

F6 et CA aequ. F 9 10 i lC, id est (per 27) trilineo flPyMfl. Jam 
CA est a, et BF est a —a; ^2, posito H bisecare quadranlem BHA, 
et F6 (per 24) est V2aa — ax, posit o BF esse xj ergo fiel F6« 

= V2aa — aa-l-aa:V2 = aVl+l:V2, media scilicet proporlionalis 
inter CB radium et OF compositam ex a radio et CF senoilatere 
quadrati insciipli. Et factum sub hac media proporiionaii et radio 

(86) 

aequabilur trilineo SiPg)^ii, Sed idem irilineum supra feneslram 

(86) 

aequatur hoc loco quadriiineo infra feneslram, quod estcoHGA^jUO^, 
quod ex constructione sie ostendo. Nempe per 4. patel triliii. 

iiP^MÜ aequari summatis PQ in HG inier 11 et A; et sinaililer 

(88 ) 

per 19. palet quadrilineum a>HGA^^<co aequari summalis CQ in UG 
ilideni inter H et A. Jam ex constructione hoc loco est CQaequ. 
PQ per 20, ergo cum singula summanda singulis sint aequalia et 
eadem sint ulrobique, eril lolum toli aequale, trilineum scilicet 
quadriiineo, adeoque vera est aequ. 38. Unde sequitur per 35, 
tolum octantem demta semifenestra (compositum scilicet ex dictis 
trilineo et quadriiineo) aequari facto sub diametro sphaerae et 
media proportionaU inter CB radium sphaerae et OF compositeoi 
ex OC radio et CF semilatere quadrati inscripti, ejusque octuplum 
aequabitur templo; Q. E. F. 

Postremo si cui displiceat, quod fenestra quaevis bujus no- 
vissimae conslructionis langitur a vicrnis fenestris, malitque fenes- 
tras non tanlum a basi et fastigio esse remotas, et concinnas seu 
ambidextras, id poterit ex hac constructioiie obtinere; descripla 
scilicet fenestra ^ÜM-cpfico^ in superficie sphaerae jam üliter formet 
quadranlem templi, ut scilicet zenith non sit P, sed aliud punctum 
Irans P, sumtum in arcu quadranlem bisecante üwßP producto 
Irans P; ila basis non eril arcus quadrantalis BHA, sed buic pa- 
rallelus propior fenestrae bisectus et ipse ab arcu Hoi, ?el quod 



eodem reditr in hoc ipso figurae nostrae quadrante retento (cum 
superficies sphaerica undique sibi congruat) transferalur fenestra 
^iiiAq>fiwC deorsum versus BHA, sie tameo ul arcus HP per ejus 
medium transeat ut ante. Sed hoc modo fenestra non pertinget 
ad quadrantis extrema, sed insulabitur in quadrante, quorum qua* 
tttor conjuncti templum component. 



Ich habe in der (?orhergehenden) Solution angewiesen, quod 
culvis curvae secundum Geometriam quadrabiii respondens solutio 
nostri problematis zu assigniren etc. Dadurch wir gleich metho- 
dice finden dasjenige, darauf einen andern seine series meditatio- 
num gebracht. 

Ich glaube das V.^) mehr wisse als er weiss, das ist, er 
wisse seine Wissenschaft nicht in methodum zu bringen. Denn ich 
bin gewiss, dass man auch eine eigene analysin ad formam methodi 
Veterum machen köndte, die ihre besondere avantagen über die 
Algebram hätte, ob sie ihr schon in einigen andern dingen weichen 
musä, aber es fehlet diesen leuten die Ars Artium, das ist die 
Kunst Künste zu machen. Sie haben eine gewisse routine, etwas 
auf ihre weise zu erfinden, so in der that analysis ist, aber sie 
Wissens selbst nicht, können auch nicht damit weit kommen, haben 
so zu sagen nur eine analysin naturalem, wie die bauern eine 
arithmeticam naturalem, aber damit sollen sie keine cubische wur- 
tzel extrahiren. 

Ich schreibe sonst dem Euclidi, Apollonio, auch dem V. nicht 
nur eine Historische Geometri, sondern ein weit mehreres zu, aber 
seine scholaren bleiben Historici nudi. 

De locis solidis könte wohl was gutes noch gesagt werden, 
nehmlich wer eine seriem schöner theorematum gebe, wie die Ve- 
teres bereits gethan und angefangen. Ich gestehe, dass ich gantz 
nicht zufrieden mit dem was Fermatius, Cartesius, Schoten, de Wit 
und andere in doctrina locorum gethan; sie demonstriren wohl, das 
oder jenes sey ein locus planus, was Apolloirius dafür ausgeben, 
aber sie weisen nicht, wie ApoUonius oder andere vor ihm auf den 
Catalogum locorum planorum gekommen, idemque est de solidis. 



*) Wahrscheinlich Viviani. 
VII. 24 



870 

Es stecket noch ein und anders in den Veteribas veri)orgen, so 
Terlohren; ich sehe gar wol, dass sie ihre kunste zurückgehalten, 
und dass wir sie nicht alle wissen; hingegen wissen wir.anderwerts 
mehr als sie, und wolte ich mit ihnen nicht gern tauschen. Man 
kan in Conicis noch viel ungethanes thun ; hätte i<*h selbst 20 kopffe 
oder vielmehr 20 gute freunde, so wolte ich einen (der sich auf 
dergleichen hauptsächlich legen wolte) bitten, die universalia Co- 
rnea zu tracliren, wie des Argues und Mr. Pascal angefangen, de- 
ren gedanken la Hire zum theil herausgegeben. 



Solutio ProbLenia(is ^ Galilaeo primum propositi 
de Natura et Usu Lineae, in quam Catena vel Funis 
(extensionem non mutans) se proprio pondere curvat 

Catenariae lineae FCA(C)L (fig. 96) latitudo C(C) est Logarith- 
mus @N duplus; altitudo NC vel @B est media arithmelica inter 
dnos. ejusdem Logarithmi numeros Nf et (N)(^|, quorum scUicet 
media Geomelrica est unitas QX, ita ut, si @3N=@A, sit @A ad 
sNs^ in ratione certa hie exposita ^ ad fit. 

Hinc ope catenae vel funiculi sine omni calcuio licet invenire 
Logarilhmos ex numeris et numeros ex Logarithmis. Praeterea 
pro tangentibus, dimensione lineae, spatii et centris grav. utriusque 
inveniendis sunt: @R:=@B; ®R— AR=N|; @R + AR=r(N)(Ö' 
Triangula ©AR et CBT sunt similia ; AR== AC; \p(ü -. CA(C)= bis AC, 
rectaug. RA© = spat. A0NCA. Sint G, P, Q cenlra grav. 
CA(C), AC, A0NCA, et erit ©^+@B = bis ©G =^ quater Qß, et 
AE=GP=/?Q. 

Analysis Probleniatis Catenarii. 

AB, X ; BC, y. Jam ex natura curvae, posito arcus seu ca- 
tenae AiCC centrum gravitatis esse P, demissa in AJ Tangentem 
verticis A perpendiculari PE, lunc juncta CC tanget curvam in C. 
Ex C normalis demittatur CJ, erit JE=:xdy:dx, et EA seu e erit 

=s y — xdy:dx. Rursus quia P centrum arcus ACqui voceturn, etn 

==yv<^x* + dy^ et n)omentum arcus ex axe AB estyydn, et mo- 
mentum hoc divisum per ipsum arcum n dat distantiam centri ar- 

( 8 ) ( 4 ) /*-^ 

Ctts ab axe seu GP sive AE, ideo fit e^y — xdy: dxssyydnin, ei 
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ffi deÄ(ex 3)xddy:di. Kursus de — (ex 4)ydn:n— dny ydnrnn, 
ubi aequando duos valores ipsius de, et pro y^ydn : n substituendo 
valorem y — xdy:dx, destructis destruendis fit T-ddx:dy:dx:dy 

= dn:n. Unde sequitur dx:dy = n:a, seu (per aequ. 2) dx:dy 

ssyVdx^ +dy^:a, ubi ä oritur tanquam assumenda unilas ad ho- 
mogeneorum legem implendaro. Et aequationem 8. ditlerentiando 

(10) 

fit da:a =: ddx:dy, posito dy esse semper constantem seu ipsas y 

(11) 
crescere uniformiter seji ddy esse =^0, quod in arbitrio est sie as- 

sumere. Jam quia est dn^=dx^-fdy^ (per aequ. 2), fit dnddn 

(19) 

ssdxddx + dy ddy, et quia ddy=^0^ fit dn ddn ^'dx ddx, et tollendo 
ddx ex aequ. 10 per aequ. 12 fit ddn=dy.dx:a, et quia dy constans, 

inde fit (summando) dn = dyx:a + dy, nam dy posita constante 
(seu ddy=T)) utique diiTer^^ntiando aequa. 14 reditaequ. 13. Porro 

. (16) 

ex aequ. 14 per aequ. 2, sublalo dn, fit dx a:v2xa+xx=dy, et 

(16) . (17) 

faciendox = z — a seu z=@B, fit dza:vzz — aa = dy, ubi ©A=a, 

(18) (19) 

Jam quia dz = dx, fit per aequ. 8 dy : dz «s a : n, ergo conferendo 
aequ. 17 et 19, fit n =^ y^z — aa, quae est extensio curvae in rectam. 

(21) 

Porro ex aequ. 14 per aequ. 16 fit dn:dy = z:a, ergo jungendo 
aequ. 19 et 21 fit dy; dx;dn:: = a; n; z, seu dy, dx, dn adeoque 
CB, BT, TC se habent inter se ut a, n, z seu ut @A, AC, ©B; et 
quia sumto 0R=@B seu z, fit AR-^zz — aa, ergo (per 20) fit 
AR=n=arcui AC, ergo CB, BT, TC se habent ut ©A, AR,R© seu 
iriangula CBT et ©AR sunt similia. Ita habemus proprietatem 
tangentium curvae. — Quadratura areae sequilur ex aequ. 21, quia 

^ (18) (8*) (86) 

J 2dy= an. Porro ponatur z4-n=aa: w. Unde (per 20) z — u^iOf 
et ita tollendo z et n ex aequ. 21 per aequ. 24 vei 25 (et barum 

(86) 

differentiales) fit dy = — iio»:co^ seu si o) sint ut numeri (unitate 
minores ob signum — ), erunt y Logaritbnü. Adeoque si A© seu 
a aequ. ©3N, et a sit parameter Logaritbmicae seu si juncta A2N 
tangat Logarithmicam Als^ in A, et inter ©A et sN^^inveniantur 
quotcunque mediae proportionales, per quarum extrema ^,3^ etc. 
transeat curva logarithmica A^£, tunc ©^i seu BC seu y erit Lo- 
garithmus et N| seu ©oi erit numerus 10 unitate (a seu ©A) mi- 
nor, et posita 0(N)=©N, erit (N)(|) numorus unitate ©A seu a 
major, et ©B seu NC seu z (per 24 et 25) erit N|+ (N)(^) : 2 seu 



media aritbmetica inter N^ et (N)(^). Et bis fere omnia quae de 
hac curva inveni continentur exceptis centris gravitatis, quae nunc 
brevitatis causa omillo. 



Was die begehrte aequationem curvae logarithmicae betrifft, 
damit diene folgender geslalt: Gesetzt (fig. 103) AB sey ^BC=], 
also dass L parameter logarithmicae , und BG sey x, FG sey y, 
und DA sey b, so ist y^s^h"^, quae est aequalio transcendeus expo- 
nentialis; sunt aulem aequationes exponentiales omnium transcen* 
denüum perfectissimae, quando possunt obtineri. Es haben aber 
BG und AD oder L und b allezeit eine beständige proportion zu- 
sammen, so in allen Curvis Logarilhmicis bleibet, et juncla AC tangit 
curvam in G. Weilen aber die Transcendvntes auch per aequatio- 
nes difierentiales zu exprimiren, so kan man es also thun: Natura 
Logarithmicae bringt mit sich, ut sumto puncto quocunque F atque 
inde educta tangente FT, occurrente ipsi Asymptoto BA in T, sit 
recta GT constans seu aequalis semper eidem, nempe ipsi para- 
melro AB vel BC vei 1. Quod si jam BC (vel 1) vocemusa, fiet 
TG seu a ad GT seu y ut dx ad dy, seu fiet aequatio ady = ydx, seu 
posito a=l, fiet dy=ydx, quae est aequatio differentialis naturam 
Logarithmicae exprimens, maximae utique simplicitatis, uti certe 
logarithmica omnium transcendentium simplicissima est. 



Das fundamental assumtum , naturam Curvae Catenariae zu 
bringen ad aequationem, ist dasjenige, was Hugenius, P. Pardies 
und andere vorläiigst annoliret circa proprietatem tangentium cur- 
vaCf dass nemblich die tangentes Ctt (fig. 104) und iCtt einander 
treffen in puncto tc^ so gerade stehet unter M centro gravitatis ar- 
cus G|C; daher wenn AE ist tan^ens verticis A, und tangens puocti 
G den tangentem puncti A antrifft in £, so muss E gerade stehen 
unter P centro gravitatis arcus AC, das ist, At) ist distanlia centri 
gravitatis arcus AC ab axe AB, oder AE in AC est momentutn 
arcus seu catenae AC ex axe. Ex hac consideratione kan man 
nun ad aequationem differentialem kommen, durch deren Verfol- 
gung mau endlich alle die von mir gesetzte theoremata heraus- 
bringen kan. 
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Wie die Tangens curvae, cujus aequatio: 

Vxx-fyy+Vaa 2ax+xx + yy + ^bb — 2bx + xx + yy=c, und d er- 
gleichen zu flndep per compendium, so setze man ^xx-f yy=l, 
Vaa— 2dx4-xx -f- yy=m , V^^^ — 2bx + xx + yy=:n , also c=l+in+-«» 
so wird sein dn=xdx-i-ydy— bdx,:n, und also dergleichen hat man 
auch dm und dl. Weil nun dc=0, so wird 0=dl + dm+dn, et 
substitu endo va lores atque ordinando fiel aequatio dy : dx = 

— x:i+a — x;m + b -— x:n, : , y:14-y; ni + y;n. Und« fi t (fig. 105) 
TE = — AE:AF + BE:BF + CE:CF, :,l:AF + l:BF+l:CF. In 
Numeratore iis quae sunt ab una parte ipsius E, praefigitur — ; 
reUquis +• Et idem Canon valet pro focis quotcunque. Ich ver- 
muthe dass man aus diesen Calculo generali leicht die regulam per 
centrum gravitatis würde demonstriren können. 



Ich muss bekennen, dass caeteris paribus ich mehr von den 
constructionibus per motum , als per puncta halle, und wenn der 
motus seine gebührende simplicität hat, so halte ich das nicht pro 
Mechanico, sondern pro Geometrico. Die designatio per puncta 
pfleget zwar commodior pro calculo analytico zu seyn, sed de eo 
proprie non agitur in Geometria. Will Er selbst den calculum 

machen, so wird er Methodum cujus spe cimen dedi leicht 

können suchen, was für eine quadratura oder J , . . dx erfordert 
werde pro dimentiendo Velo Yiviani, und da wollen wir denn sehen, 
ob solche quadratura ex uostris arlibus dabilis sey. Wiewohl ich 
freylich noch nicht zeit gehabt die Canones quadraturarum zupro- 
sequiren und die sache dahin zu bringen, ut omnes quadraturae 
saltem infra certum gradum sint in potestate, quoad possibile est, 
wiewohl ich den weg dazu genungsam sehe. Ebenmässig wird Er 
per calculum elementum curvae determiniren können und daher 
finden, was die linie (curva in superficie sphaerae per interSectio- 
nem cylindri axi sphaerae paralleli in construct. Viv.) für relation 
habe ad elementa curvae Ellipseos. Es hat Paschalius in literis 
sab nomine Dettonvillaei editis die curvas cycloeidum secundariarum 
mit den curvis Ellipsium conferiret. 



Meine Quadratura Arithmetica beweiset sich ohne demonstra- 
tion. Osannam^ ein Algebriste zu Paris, hat weiss nicht wieweit, 
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die brüche susammea gerechnet, weil er venneynet, er wolle einen 
irthum finden; er hat sie aber müssen glauben, als er den success 
gesehen. Nicht nur Hr. Hugenius, sondern auch Wallisius in einem 
opere Anglico de Algebra haben meine quadraturam Arithinetican 
approbiret, andere zu geschweigen. 



Die Kun«t ex data quadratura totius quadraturam partium zu 
finden, kan Hr. Tschirnhaus nicht, ist auch nicht mfiglich. Es ge- 
hören bissweilen gantz andere dinge dazu, quae in casu speciali, 
qualis est casus totius, evanesciren. Eben darüber war ein streit 
zwischen Hr. Tsch. und mir. Er hatte gesetzet in Actis, dass er 
hiemit einen Methodum gebe, damit quadraturae ausgemacht und 
sogar impossibilitas quadraturae circuii bewiesen. Der Methodus 
gienge aber nicht weiter an, als so weit er von mir gesetzet und 
ihm länj^st communiciret worden war, nehmlich per differentias, und 
das seinige folgte gar nicht daraus. Seine meynung war, quoties- 
cunque in figura analytica pars per ordinatam absecta est quadra- 
bilis seu segroentum, tunc figuram esse infinite quadrabilem, seu 
quodiibet ejus segmentum curva et recta vel rectis comprehensuai 
esse quadrabile« Auf die instantiam de Cycloide, deren certa seg- 
menta solis rectis et curva comprehensa Hugenius und icli qua- 
driret, antwortet er, Cycloidalis linea sey nicht analytica , quod est 
verum; da erdachte ich ihm eine andere Instanz; ich nähme die 
lunulam Hippocratis (fig. 1 06), applicirte alle deren ordinatas bc ad 
rectam, nempe transferendo in (b)(c), da kommt eine newe figor 
heraus^ cujus totum AD(c)A aequatur lunuiae, ideoque est quadra- 
bile, sed partes quaelibet nun item. Durch diese Instanz war M. 
Tsch. embarassiret, zumahl weil ich ihm originem lineae A(c)0 ex 
iunula nicht expliciret, und auch die quadraturam totius nicht ex- 
pliciret habe. Endlich quod felix faustumque sit, war er endlich 
drauf ohngefehr gefallen, und hatte originem ex Iunula gefunden, 
also auch quadraturam; da war nun quaestio de effugio; das be- 
stund darinnen, er sagte, Iunula sey auch indefinite quadrabilis, eo 
sciiicet modo, wie M. Hr. in seinem brieff gesetzet; aber darvoo war 
die quaestio nicht, Iunula est composita ex duabus curvis, aber in 
der figura AD(c)A ist das totum quadrabile, und wird er doch nim- 
mermehr indefinitam quadraturam partium finden. Daher fallet 
aucli «^Q ratiocinium hin, damit er imposfiibilitatem quadraturae 
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totitts cirouli bewiesen zu haben vermeynte« leb glaube, der mo- 
dus secandi lunulam hu partes quadrabiles oder dergleichen sey 
auch bey dem Vinceniio Leotaudo in Amoeniore Curvilineorum con- 
temBtlatione. Im übrigen zweifele nicht, da^^s ihn Hr. Tsch. de suo 
gefunden. Ist das Theorema richtig, so wird es M. Hr. per cal* 
cukim leicht also finden . Demo nstrandum est (fig. 107) ADEA esse 
=:=CAM. Ergo dADEA=dCAM, hocestD£(E)(D)-CM(M). Ob nun 
dieses wahr, wird der calculus analyticus zeigen. M.Hr. darffnur 
analytice determiniren aream elementarem DE(E)(D), quod fit quae* 
rendo aream C3)(D), atque inde detrahendo aream- CE(E), conci- 
piendo ipsas D(D) et E(E) ut rectas elementares; so wird sich die 
Sache selbst weisen. El haec est, ni fallor, clavis optima talium, 
ut ex areis rem iransferamus ad earum elementa seu differentias, 
in quibus ut se veritas prodat necesse est, quoties de theoremati- 
bus talibus indefinitis demonstrandis agitur. Sed quando quis mihi 
proponit theorema definitum in quadraturis, non poseum semper 
ejus promitt«re demonstrationem, quia tunc cessat hoc subsidium, 
et prius perficienda est ars quadraturarum. Ist Hr. Viviani discurs 
ein theorema indefinitum, so ist M. Hr. versichert, dessen veritatem 
per calculum finden zu können. Die definita aber, das kan nicht 
versichern, sondern nur dieses sagen, dass wenn die sache ad ter- 
nünos cakuU aualytici methodo specimiiiis mei reduciret wäre, so 
köDte ich sehen, was darinn zu tbun. 



Freylich ist es, wie M. Hr. saget, dass die theoremata circa 
ductus und dergleichen heim Gregorio a S. Vincentio sich methodo 
nostra gleichsam von selbsten ergeben, welches specimen nicht un - 
dienlich wäre Methodi meae utiUtatem zu zeigen. 



Ein Handwerks Man hat diesen Sommer einen Spiegel ge» 
macht, von harten Holtz, damit kan er an der Sonnen wurste bra- 
ten und dergleichen thun. Defectum polilurae supplet magnitudo, 
adeoqtae copia- radiorum. Man muss es aber noch nicht gemeine 
machen. M. Hr. könnte es als etwas rares dem GP. (Grossprin- 
zen?) communiciren. Ist res facile parabilis; potest esse magnae 
ulilitatis. 
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Circulus proprie loquendo non habet focum; Interim pro sue- 
cedaneo foco in reflexione est focus parabolae, in refractione focus 
Ellipseos vel Hyperbolae, quam circulus in verlice osculatur. Os* 
cuiatur autem circulus curvam ille, qui est omnium circuioniiQ in- 
tus tangentium maximus. Ich habe die Oscula zuerst in Geome- 
triam introduciret in Aclis £ruditoruni. Ut reeta tangens in puncto 
contactus habet eandem cum curva directionem, ita circulus 08ca- 
lans in puncto osculi habet eandem cum curva flexuram seu car- 
vedinem. Recta mensurat directionem, quia ipsa est uniformis di- 
rectiouis; cireulus mensurat curvedinem, quia ipse est uniformis 
curvedinis. Ex omnibus circulis angulum contactus cum curva in 
puncto proposito facientibus circulus osculans facit angulum con- 
tactus minimum, quem toco angulum osculi. Hinc circulus os- 
culans quam proxime ad curvam accedit et cum ea quasi repit. 
Itaque si in axe parabolae intra parabolam sumas punctum qaoda 
vertice distet magnitudine semilateris recti, et hoc puncto velat 
centro, distantia a ?ertice veUit radio describas circulum', is para- 
bolam in vertice osculatur, et hujus circuli focus vel potius quasi- 
focus erit idem cum foco parabolae. Hinc jam patet punctum, in 
quo radii a longinquo puncto venientes adeoque pro parallelis ha- 
bendi post reflexionem conjunguntur. Pro refractione^ loco para- 
bolae, adhibeatur Ellipsis quae in vertice suo circulum osculatur, 
vel Hyperbola, prout effectus est quem desideramus. Ita ononia 
quae Cartesius efficit Ellipsibus vel Hyperbolis, circulo praestantur 
practice seu succedanee pro radiis parallelis, convergentibus aut 
divergentibus. Also dass aus dieser einigen consideration alles 
leicht zu definiren, auch loca imaginum etc. zu haben: Lineae os- 
culantes in praxi possunt esse succedaneae earum quas osculantur. 
Wenn man also locum repraesentautem punctum seu primum fo- 
cum per primam refractionem gefunden, so consideriret man dieses 
punctum wieder ut radians, und findet dessen focum secundum, et 
ita si placet tertium. '*') 



*) Antwort auf die Frage de foco 3. lentium ultimo. Beme^ 
kung Bodenhausen^s. 



an 

So viel ich dessen modum procedendi verstehe, so dflncket 
mieh auf diese weise wollen sich die areae oder summationes nicht 
finden lassen. Die ars ist noch nicht ausgemacht. Es gehören viel 
praeparatoria dazu; biss die fertig, muss man sich mit allerhand 
vortheilen behelSen. Mit dem exemplo proposito ist es leicht. Denn 
weil xdx='dix:2, so kann ' man anstatt xx setzen ay, und anstatt 
dxx:2 setzen da7:2 oder ady:2 . Ergo kan anstatt axdx:Vaa+xx 
gesetzet werden aady:2Vaa + ay, weiches denn wieder leicht ad sim- 
plicius zu reduciren. Denn anstatt a-f y kan man setzen v, also 
anstatt dy bleibt dv; ergo anstatt aady:2Vaa-l-ay komt aadv : 2Vav. 
Nun ist bekand t ex not a quadratura Hyperbeloeidum vel Parabo- 

loeidum das aaydv:2Vav=aVs>v, ergo =aVaa+ay=a^aaH-xx, hoc 

ergo =ay*xdx:Via+xx. Man wird es auch in der Probe befin- 
den, denn man dartT n ur differentiren ^aa + xx, so wird man be- 
kommen xdx:Vaa + xx. 

Hit peculiaribus hypothesibus, dass ich x zum exempel setze 
l^a oder dergleichen, gehen die summationes nicht an, glaube auch 
nicht solche gebraucht zu haben; omnis summatio letragonistica 
coroprehendit infinitas x diversas; darff ich also sie nicht auf die 
assumtionem unius certae x gründen; aber wenn ich einmahl die 
summationem per calculum indefinitum gefunden, da kan ich es 
denn ad casus speciales appliciren, und x oder y expliciren; vor- 
hero aber ists nicht zugelassen und werden dergestalt freylich im* 
possibilia mit hauffen herfürtreten ; also in summatione darff man 
X pro constante nicht nehmen. 



Der Regressus in Calculo differentiali a d ad y*, nehmlich dass 
man die quadraturas entweder absolute finde oder ad simpliciores 
V. g- circnli et hyperboiae etc. reducire, item dass man die curvas 
per proprietatem tangenlium datas reducire ad quadraturas oder 
gar ad aequationes ordinarias : das sind dinge, so Kunst erfordern, 
und noch nicht ad perfectam methodum gebracht. Ich habe zwar 
die wege dazu, aber solche wege zu gehen und die nöhtige cano- 
nes anszuealculiren, dazu habe ich keine Zeit; ich müste an einem 
orth seyn, da junge curiose leute wären, die sich auf diss Studium 
rechtschaffen appliciren und etwas rechtschaffenes darinn thun wol- 
len, die könlen inter exercendum sese solche Dinge ausmachen; ich 
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kan die Zeit aaf lange calculos nicht wenden. Mir gehet es wie 
dem tiegerthier, von dem man sagt, was es nicht im ersten, andsrn 
oder dritten sprung erreiche, das lasse es lauffen. 



Ich habe unlängst Actis Lipsiensibus inseriren lassen einen 
newen wunderlichen motum, der gantz richtig und regulär, aber 
vor den in Geometria gebräuchlichen motibus gantz unterschieden, 
durch welchen ich per viam generalem alle quadraturas zu con- 
struiren auf einmahl weise. Die occasion dieses motus hat mir feu 
Mons. Perrault (Meditus zu Paris, so den Vitruvium ediret) gegeben, 
als er mir ein problema Mechanicum zu solviren proponiret. Ich 
habe also diese invention schon vor 20 Jahr. Weil aber uniäugst 
auf afBne aliquid gefallen, so habe ich gut befunden, damit herfür 
zu wischen, wiewohl ich nicht besorge, dass man leicht darauf 
solte kommen seyn. Allein aus dieser construction kan man eben 
nicht urtheilen, ob die quadratura quaesita nicht auch per Geome- 
triam communem zu verrichten, welches wo es geschehen kan, 
braucht man die viam extraordinarlam nicht. 



Quaeritur mensuratio portionis Lunülae ADEA (fig. 108). 
Quod ut fiat, quaerendum est ejus eleoientum ac summandum. 
Id elementum est ED(D)E, id est Triang. CD(D)— triang. t:E(E). 
Est autem CD(D)=D(D) in ^. AG sit x; GD,y; JF,z; FE,V. 
AB seu BC seu ßD;a; CE.V^aa; D(D), dxa:y. Sit EL parallala 
et aequal. DT, patet triangula BLC et BGD congrua esse seu ae- 
qualia et sirailia. Itaque CL=DG. Itaqu e CT=a-hy(=DH ). Ergo 
CD(D)=a+y, ad x : 2y. Sed x - a— Vaa— yy, ergo dx=ydy:VM— yy» 
et CD(D)=adyVa + y, : ,a— y : 2. Quaeramus jam et CE(E)=E(B) 
in ^CE. Est antemE(E):=:dzV2aa:v, ergoCE(E)sdzaa:v. Quae* 
ramus ergo z et v per y. Nempe ob triangu la s imilia DHCetEFC 
fiet EF (seu v):DH (seu a + y)::CE (8eu>/2ää)': CD. Est aute m 
CD2=DHHCHP8euCD2=a2+2ay+yy+aa--yy, ergoCD=V2aa+2ay; 
ergo fit v=g ^aa^a y. Jam vv+CF2«2aa seu aa-fay+CF*=2aa, 
ergo CF=Vaa — ay. Ergo z {^2m — CF)=:^ääa— V»a — ay, et hinc 
dz=ady:2Vaa — ay. Ergo CE(E) seu dzaa : v = aa dy : 2V aa— yyi 
Ergo CIKD) — CE(Ei) -^ä+äydy— aady, : 2Vali— yy=9ydy:2Vaa JJ 

=:ED{D)(E). Sed /ED(DXE)=ADEä, et /, aydy:2^aa— yy = 
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^a , a — Vaa— yy=4ax^ Triang. CAG; ergo CAG=ADEA, lU erat 
propositum. Si oninia fuissenl explicata per x (loco y), facilior fuis- 

—————— A 

set summaüo: uam- ßydy:2^aa— yy dat -^-dx, adeoque ED(D)(E) 

aeqo. triang. CG(G). 

Itaque propositum Theorema succedit, nempe quod triang. 
CAG aequatur lanulae portioni ADEA, quod est specimen elegans 
Methodi nostrae, quae docet calculo invenire demofistrationes tfaeo* 
rematum in curva ubique succedentium, etiamsi contineant quadra- 
turas vel aliquid ejusmodi quod Cartesias sua Geometria vel ana- 
lysi excluserat. Si ab alio propotüitum sit theorema, non opus est 
summattone, sed sufäcit ipsius irianguli CAG elementum quaeri 
seu ipsius 4ax, quod utique coincidit cum CD(D)(E) elemento 
Lunulae. 



Die aequationem ad circu^um pro aequ. 5 vel 6 dimensionum 
conslituendis zu finden, solte ich eben vor so schwehr nicht halten. 
Cariesius hai ein gross weseu daraus gemacht; indem ich aber 
diss schreibe, versuch ich und finde die sache gar leicht. Zum 
£tempel, ich soll aequ. 5. vel 6. gradus per circulum etparabolam 
cubicam solviren, so nehme ich zurey aequationes locales an, eine 

ad circulum, nebmlich xx+yy4-cx + ey4f=ö, die andere ad para- 

(S) (8) 

bolam cubicam x+s-hz*, und nehme dann z=ry^t, so wird aus 

(4) 

aequ. 2 per aequ. B entstehen x4-s=hy^ + 3htyy+3htty + ht^; wir 
nun per compend. (5) nennen ht^ — 8=p, m^Sht, n = 3htt, so wird 

(6) 

aus aequ. 4 werden x = hy* + myy+ny+p. Solchen valorem sub- 
stituirt in der aequ. 1, so körnt eine aequ. 6ti gradus: 

hhy«+2hmy'+2bny*+2hpy»-f2mpyy+2npy+pp=0 

mm.. 2mn.. nn..+ cn.+cp 
eh.. 1..+ e,+f 

cm.. 
Gesetzt nun aequatio data aexti gradus per circulum et parabolaro 

cubicam constmenda sey y*+öy*+6y*+''y*+8yHÖy+10=:0, allda 
5, 6, 7 etc. bedeuten so viel als literas coefficientes datas qualea* 
cuaque oder so viel als a, b etc. Diese aequ. 8 gemultipliciret 
durch hh, komt hhy»+5hhy*+6hhy* + 7hhyH8hhyy+9hhy+ iObh 

s= 0; diese aequ, compariret mit dor aequ. 7, so haben wir 6 termi- 
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DOS comparaodos (denn die ersten treffen ohne den zusammen) 
und also auch 6 aequationes comparatitias, quarum ope die literae 
quaesilae c, e, f, s, h, t zu finden, welche ad constructionem circuli 
et parabolae cubicae erfordert werden. Es ist aber dieses keine 
sacbe die meritire dass man sich damit aufhalte. Man braucht ja 
solcher consirurtionum wenig. Dass ich aber gesagt, Yietam vel 
Cartesium in analysi ordinaria nihil circa radices aequationttm 
adjecisse majorum inventis, das verstehe ich nicht de constructioDe 
per lineas, sondern de expressione analytica per radices irraüonales, 
gleichwie wir in gradu cubico et quadrato-quadratico haben ex io- 
ventis Scipionis Ferrei et Ludovici Perrarii, jam superiore saeculo 
editis. Wenn einer diess promoviren wolte, müste er tales forma- 
las radicum irrationalium geben pro aequationibus 5(i vel 6^ gradus. 



Die difficultät die M. Hr. sich macht, dass man inter sum- 
mandum arbitrariam als b addiren kan, wird sich selbst aufbeben, 
wann er die mühe nehmen wil, figuram gegen den calculom zu 
halten. Zum exempel, wenn ich summiren soll dx, so kan ich 
schreiben x+b, weiln diese formula rursus. differentiata ja gibtdx, 
indem das b verschwindet. Diss zeigt auch die figar 109. Ge- 
setzet AB oder ßC sey x, und D(C) sey dx, und EB sey b, so sieht 
man ja dass DC sey die differentz nicht nur zwischen BC und 
(B)(C), sondern auch zwischen EC und iiE))(C) und wenn man alle 
dx will zusammen summiren zwischen C und A, so macht ihre 
summa so viel BC oder AB oder x; will man sie aber zusammen 
summiren von C an biss nacher K, so macht ihre summa EC oder 
KE oder x-|-b; liegt es also daran wo man anfangen und aufhören 
will. Eine gleiche bewandtniss hat es auch mit dem signo — ; denn 
gesetzet KE oder EC heisse z, so wird D(C) heissen können dz, 
und die summa ?on allen dz von C an biss K ist z, nehmlichEC 
oder KE, aber von C biss A ist sie z — b, nemlich AB vel BC. 
Wenn man anstatt KE oder AB annehme QE und solches nen- 
nete v, und dv adhibirte, und QK nennete c, so würde auf gewisse 
masse (C)D seyn — d?, weil alle die EC wachsen wenn die QE ab- 
nehmen und die summa von — dv wurde seyn c— v; liegt also 
diese Variation nur an de m modo incipien di vel finiendi summatio- 

neni, und daher ist bey y*aadx:i^2aa — ax nicht mel^r schwürigkeit 



als bey y*aadx : V^aa + ax, und wenn ich demnach gesaget, dass die 
Kunst noch nicht ausgemacht^ so verstehe ich es von dergleichen 
nicht. 



Quadratura Hyperbolae ope lineae logarilhmicae ist ohne dif- 
ficultät, und von P. Gregorio aS. Vincent, in effectu schon ausge* 
macht. Unser calculus aber gibt sie ohne caeremoni; denn es ist 
ja in Hyperbola y = aa:x. Sumamus a pro unitate, ergo quaeritur 
y*(lx:x=z=y ydx. Dico^ z esse ordinatam ad curvam logarithmi- 
cam, posito x esse abscissam; quod sie ostendo: dz=dx:x, ergo 
xdz-sdx. Ponamus dz esse constantem, erunt z progressionis 
Arithmeticae seu uniformiter crescentes; al vero x erunt propor- 
tionales ipsis dx (ob aequ. xdz = dx, quia dz constans proportionem 
non mutat), ergo x sunt proportionales suis dilTerentiis; sed ter- 
mini proportionales suis diflerenliis sunt progressionis Geometricae; 
ergo si z sint progressionis arithmeticae, erunt x progressionis 
Geometricae, adeoque si x sint numeri, z erunt logarithmi. M. Hr. 
coDJungire damit meine construclionem catenariam per logarithmos, 
wird er alles leicht ünden. Es erfordern diese dinge nur attention, 
massen sie ausgemacht. Item in dem schediasmate, da ich zuerst 
Elementa calculi differentialis gesetzt, solvire ich eine curvam Car^ 
tesio nequicquam quaesitam, und weise dass es sey Logarithmica. 



Weil sich M. Hr. so geneigt erbothen mit einigen in- 
quisitionibns mir oder vielmehr der scientz zu assistiren, so habe 
ich beykommendes vorschlagen wollen. Es komt nehmlich alles 
darauff an, dass man die Aequationes dilTerentiales von ihren dil- 
ferentialitatibus liberiren kann. Will demnach von denen anfangen, 
da dx oder dy nicht zur potenz steiget, sondern siraplicis gradus 
bleibet, und diese aequationes haben wieder ihre gradus, nachdem 
X und y selbst hoch hinauiT steigen. Der erste gradus ist da x und 
y selbst über den gradum simplicem nicht kommen, und wäre des- 

sen aequaüo generalis: aadx+bbdy4-c*xdx+d*ydy+q"xdy+r^ydx=0, 
da dann aa, bbetc. sint quantitates datae. Solche zu resolviren, 
nehme ich eine aequationem differentialem resolubilem und zwar 

diese zureichende dz:g-|-fz-dv:l-hev, als welche per logarithmos 
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1 j (») 1 

2u solviren, denn — logarith. g+fz = — log. 1+ev, es wäre den« 

1 6 

dass e oder f wäre :kO, so wäre der log. nur auf einer seile, als 

. 1 (») 1 

wenn f=0, so würde es heissen — z =• — log. 1+ev unddergleichenr 

g e 

(4) (6) 

Nun setze ich ferner, es sey z^hx+ky und y=nx + py; als ex- 
pltcando wird aus aequ. 2 per 4 und 5 werden 

+ hldx 4- kldy + ehnxdx + ekpydy + eknxdy + ehpydx [^' 
•fgn.. gp., fhn,. fkp.. fbp.. tkn.. "" * 
Solche aequ. 6 comparirt mit der aequ. 1 data finden wir die ta- 
Ipres literarum 1, g, h, p, kn, e:f. Dann aus denen Terminis dx 

und dy wird g = aak — bbh, :,nk--hp (oder g= — r — r— vel 

bbh — aak), , /»^ .. , ^ , , . ,. 

g» h — k ^ " l=aap — bbn, : ,— ^nk + hp (vel i:=DDn aap,: 

,nk — hp). Ferner aus den terminis xdx und ydy wird man be- 

(9) 

kommen, aus xdx zwar h=:c^:,ne + nf, aus ydy aber wird nianbe- 

(10) 

kommen p = d':,ek + fk. Folgt endlich xdy und ydx: aus xdy, 
wenn man h und p vermittelst der valorum 9 und 10 abschaffet, 

korat kn = q^:2e + Vq*ee+2q*ef + q«(f^eic^d«:,2ee+2er; aber aus 

ydx komt auf gleiche weise kn = r^:2r+ 

Vr*ee + 2r*ef +r®ff-- 4ekM^ : ,2ff -f 2ef. Wenn man nun diese heyde 

valores aus den aeqq. 11 und 12 mit einander vergleichet, so komt 

(18) .— . 

q^ff— i^ee+q^fe = eyr'ee -i- etc. — fvq*ee+ etc. Wenn man dud 
diese aequationem evolviret und die irrationales abscbalTet, wird 

(14) 

man endlich linden valorem ipsius e:f oder rationis e ad f, also dass 
wenn man f und n pro arbitrio annimt oder unilati gleicbschätzet, 
oder wie es sich sonst am besten schicket, so kan man ope aequ. 12 
haben k und ope aequ. 14 haben e, und sind also alle literae quae- 
sitae ad construendum necessariae in aeqq. 2,4,5 gefunden, und 
wäre also die aequatio data 1 solviret. Wäre also gut, dass der 
calculus ganlz ausgemacht und ab ovo (damit nicht etwa ein irr- 
thumb einschleiche) resumiret, und sonderlich die aequ. 1 3 evolvirt 
würde, da ich dann ferner anweisen köndte, wie höher hioauff 
zu Stetgen. 



Weil ich dabey bin, so will ich noch einen Calculum vor- 
schlagen, der sehr nützlich seyn würde, weil M. Hr. ja die gütig- 
keit haben will «ich damit zu exerciren. Es läufft in die Methodos 
Diophanteas hinein, hätte aber auch grossen usum in unserer 

Geoinetria altiore, wie ich zeigen werde. Gesetzt es sey QQ + 

(1) (8) f <») h k 

ab})})^$*, und © sey » ac + exH xx, }) c= gH — x+ — xx et 

a a aa 

(«) n 

j{ ~ m -I — X. Solche valores nun aus den aeqq. 42, S, 4 substituirt 

a 

in der aequ. I, so komt aequ. (5) welche zu identica zu machen 
oder in weicher die termini lateris unius seu valoris GXD + ab})}) 
mit den terminis respondentibus des andern lateris seu valoris ip- 
rius ^ zu compariren, und mit hülffe dieser comparationen die 
valores literarum quaesitarum c, e, f, g, h, k, m, n zu suchen , weilen 
ich supponire, dass a und b allein datae; da dann nichts nachzu- 
fragen, ob die valores rationales oder irrationales seyn, worumb 
man sonst in methodo Diophantea sich bekümmert. 



.(1 ) 



Was y,axdx:^aa+xx3saz betrifft, wenn M. Hr. belieben wird 
die ligur aufzureissen, wird er besser sehen , worumb die cautiones 
nöhtig so ich gegeben, dass man nemlich zusehe, wo man in sum- 

(S) (8) (4) (6) 

mando anfange. Sit xx=:ae et a + e^^^v, fit de=dv;xdx=4ade et 
23= 77-ydv:vav. Gesetzt y sey ax:yaa-|-xx, und w sey 4aa:vav, 

so ist zwar ycc)dv=a^av, aber das ist zu verstehen, wenn man die 
V anfanget zu nehmen ab initio wenn die kleinste v ist 0, allein hier 
fangt man an da die kleinste x ist U oder da die kleinste e ist 0, 
und per consequens da die kleinste v ist a. Gesetzt CA (fig. 110) 
sey e, so würde FA seyn v, posito FC esse a. Daher wenn man 
aus /oid? finden will y ydv, muss man von a^av abziehen a^aa 
oder aa, nehmlich das theil von von J oidv, welches zwischen F und 
C oder über CD fallet. Und solches giebt jedesmahls der Caiculus 
selbst, weil man ja daraus siebet, ob beyde als e und v oder x und 
e zugleich verschwinden oder zu nichts werden, oder was dem 
einen überbleibt, wenn das andere zu nichts wird. Diese Dinge 
einraahl vor allemahl gründlich zu fassen, muss man die calculos 
gegen die figuren halten; wenn man aber den grund einmahl hat. 
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ists weiter eben nicht vonjnöthen, al s in ein igen schwehr en Bllen , 
Wird also hier seyn d,aVav— aa-djaVaa+xx — aa»axdx:Vaa + xx. 



Was den andern calculum *) belanget, so komt es darauf an, 
dass ope aequationum comparatitiarum ob K^x^x^x' auch S li- 
lerae gefunden werden vor deren assumtitiis c, e, f, g, h, k, m, n ; 
daraus zu sehen, dass deren 3 übrig, so indeterminat bleiben und 
selbst pro arhitrto commode zu determiniren. Nun m et n sind be- 
reits depechiret, dieweil wir haben valorem ni:n und valorena ma, 
positis reliquis; oder wir könnens bey valoribus ipsorum m^ et n^ 
lassen; haben hierinnen die wähl. Sind also damit duae aequatio- 
nes comparatitiae depechiret, und bleiben noch 3 zu solviren; aus 
so vielen kann man 3 der bequemsten wehlen; ich solte fast web- 

len 3yy=2/?<l oder 3,aefTbhk2 = 2,aflf+bkk,2acf+aee+2bgk4'bhh 

3CC = 20d oder 3,aec + bhg*' = 2,acc + bgg, 2acf-|-aee + 2bgk+l»hh 

yC = 4/?0 oder aef-hbhk,aec + bhg = 4,aff-Hbkk, acc+bgg; 
denn aequ. 3 ist justitiaria per se und aequ. 1 et 2 sunt justitia- 
riae si simul sumantur. Mit bülffe der 3 aequationen könten glaub 
ich zuförderst e und h gesuchet werden^ denn darinnen observiret 
man abermahls justitiam, denn die beyden allein haben eine prae- 
ferenlz vor den andern incognitis, als weldie aus den mittel; ja 
findet sich auch dass sie 'am wenigsten steigen, nemlich nur auf 
den quadratum, da sonst f, k, item c, g ad cubum kommen. Wenn 
man nun der literarum e und h valores hat, und solche aus der 
letzten aequatiou weggebracht, bleibt eine aequatio ultima, so ziem- 
lich hoch seyn muss, darinnen sind literae f, k, item g, welche die 
justitz observiren müssen und zwar auf eine doppelte Weise : nem- 
lich wie sich c verhält respectu f ; g, k, so muss sich f verhalten 
respectu c; k, g, und wiederumb wenn man fingiren wolte bs=a 
(ob es schon nicht ist) so müssen c und f stehen wie g und k 
respective, welches pro examine calculi dienet, wozu ich considera- 
tionem justitiae vel homoeoptoseos nützlich finde, ander nutzen zu 
geschweigen. Weilen aber die letzte aequation nur eine incogni* 
tam erfordert, und doch 4 arbilrarias hat, so kan man das übrige 
pro arbitrio, doch mit vortheil annehmen, die aequationem dadurch 
zu depnmiren und eine von den literis also zu erlangen, dass also 
allem eine gnüge geschehe. Besser wäre es wenn man ein baar 

*) Siehe oben. 



Toa den arbitrariis c, f, g, k in antecessum mit nutzen determiniren 
könte, umb dadurch den calculum altiorem zu praecaviren. Also 
stunde zu untersuchen, ob man nicht mit nutzen assumiren könte 

(4) (6) 

2,aflf+bkk=aef+bhk, et 2,acc+bgg=^aec-f bhg. Denn per 4 et 5 
invicem ductas redit aequ. 3; daher es schon scheinet, als ob wir 
zwey sumtiones geihan, ist es doch reapse nur eine, denn die an- 
dere folget per aequ. B Ton sich selbsten, und bleibt also die iu- 

(B) 

stitz; und aus aequ. 1 wird per 4 entstehen : B,aef+bhk = 4,2acf 
+aee-f 2bgk+bhh, und aus der aequ. 2 wird per 5 entstehen: 

(7) 

3,aec+bhg = 4,2acf+aee+2bgk+bhh. Daraus wird per 6 et 7 

( 8) 

werden: aef + bhk = aec+bgh, und folglich per 4,5,8 wird: 

(9) 

aff+bkk = acc+bgg. Hat also diese eintzige supposition grosse 
depressiones gemacht, wenn wir nur nicht dadurch zuletzt in in- 

eommoda verfallen, m wird dadurch = n, welches noch thunlich. 
Hat man also simplicissimas aequationes 6, 8 et 9, quae sufficiunt 

quaesito absolvendo, si modo sie licet. Ex aequ. 8 haberi potest 

(11) '^ 

valor ipsius e vel ipsius h; eligaturh, fiet hs=e,ac — f:bk — g. Hie 

( ia> 

valor ipsius h in aeq. 11 substituatur in aequ. 4 et fiel: es 
afi + bkk, k— g,:ack — ^fg. Unde ex lege justißae pare jure absque 

(18) 

calculo praevidemus fore h = aflf+bkk,f — c, :bfg — ck, quanquam 
hoc et prodeat ex aequ. 11 per 12. Hos valores 8 et h ex 12 et 
13 substituamus in alterutra aequ« 6 vel 7; eligamus 6 et evoiu- 
tionibus factis oportet destrui quaecunque impediunt justitiam, et 
prodibit'aequatio (14), in qua a, c, f ; b, g, k sibi respondebunt, quem- 
admodum et c ipsi f et g ipsl k; quemadmodum talis justitia du- 
plicata etiam observatur in aequ. 9. Jam habemus duas residuas 
aequationes, nempe 9 et 14, in quibus extantliterae c, g, f,k, qua- 
rum ope si inveniamus valorem unius literae veluti k per ipsas 
C g, f, et ejus ope toUamus k ex alterutra aequatione, prodibit 
aequ. (15) in qua extabunt solum c, g,f. Ubi alterutra ex ipsis c 
vel g videtur adbuc determinari posse, ut coutrahatur calculus, vel 
assumi potest quaecunque nova determinatio apta. Sed hoc jam 
dissimulato, sufficit nos habere jam aequ. 15, cujus ope habetur 
f ex a, c; b, g; unde ex lege justitiae similiter habetur (16) k per 
b, g; a, c, ita ut aeqq. 15 et 16 non difPerant nisi hac transpositione« 
Assumta ergo relatione aliqua inter a, c; b, g, quae et ipsa legem 
justitiae servet, qua contrahatur alterutra aequ. 15 vel 16, contra- 
Vll. 26 
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hetur et altera similiter. Et tandem inveuU valores substituentur 
in O et D et ^, et postremo instituetur comprobatio , id est, sub- 
stitutis yaloribus in CEXD + ab})})s=:^*, explorabitur an omnia buc- 
cedant, qui erit finis finalis. 

Qaodsi res succederet, nee forte occulto naturae eludentis 
artificio incongrua emergant; quae Hypothesin 4. non permittendam 
ostendant, vel etiam sine hypothesi 4, si saitem solvi possent 
aeqq. 1, 2, 3, licet prolixius, haberetur res maximi post quadratu- 
ram Circuli et Hyperboiae in Geometria Tetragonistica seu subli- 
miore momenti, nisi me omnia fallunt. Denn ich habe Mittel aus- 
gefunden, dass die applicatio Calculi Diophantei ad Geometriam 
treffliche bisher unbekandte vortheile brächte, und ist bey dieser 
applicatione Calculi Diophantei die bequemlicbkeit, dass man quoad 
valorem quantitatum deternünatarum als c, e etc. an rationales oicht 
gebunden, sondern wohl zufrieden, ob man sie schon in surdis. er- 
langet, wenn nur die indeterminatae als x,yund similes extra vin- 
cula oder irrationalilates bleiben. 

Es ist in effectu dasjenige, was ich hier suche, nichts anders 
als O et }) ita explicare per x, ut OO + ab})]) aequetur quadrato- 
quadrato. Ebenmässig wäre mir folgendes problema trefOich nütz- 
lich, wenn ichs dicto modo solviren könte: Ipsi x talem dare valorem 
rationalem per y, ut x^ + abxx+a'c aequetur quadrato. Ex. gr. 

amv ^ an 
fiat x = — ^~- — , et hie valor substituatur in x*+abxx4-a'c, 

py + aq 

desideratur ut reductis omnibus ad communem denominatorem qui 

est quadratus ab yy+py + ay, fiat et numerator quadratus, id est, 

assumtitiae m, n, q sie explicandae sunt ut hoc succedaL Nam 

unam ut p omitto, quia non äuget libertatem, sed tantum adhibita 

est aequilibrii causa. Quodsi valor assumtus non sufßceret, assur- 

. 1 ^ lyy+amy + a^n „ . . . • 

gendum esset ad — == -=^^*— *; — H • "aec si haben posseot, 

a pyy-haqy+aar "^ 

essent maximi momenti inter omnia, quae hactenus in negotio Te- 

tragonislico quaesivi, si iiempe semper sie applicari posset Metho- 

dus quasi-Diophantea , et haberemus novum plane Analyseos ut sie 

dicam genus ad determinandum quae in quadraluris sunt possibilia. 

Nam Diophanteae Methodi ad Geometriam applicationem excoli in- 

primis optarem. Quaeruntur autem hie semper solutiones indefi- 

nitae, sed vidssim in ipsis definitis literis non moramur aut refti- 

gimus irrationalitates, quod secus est apud Diophantum. 
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Hieraus siebet M. Hr. was an den überschickten Calculis ad 
analysin sublimiorem gelegen; der eine dienet ad Metbodum Tan- 
gentium inversam und gibt deren ersten gradum, der andere dienet 
ad Analysin Tetragonisticam promoTendan), welcbes erwebne nicbt 
nur, weil es an sieb selbst considerabel, sondern aucb damit Sie 
seben, dass icb nicbt ebne wichtige ursach auf Dero so gütiges er- 
bieten beruhen wollen, und noch ferner die freybeit genommen de 
perficiendo caiculo zu consultiren, welches dafern ichs temere ge- 
than habe, würde ich, der so viel in diesem briefif de justitia AI- 
gebraica in calculis servanda, und mehr als vielleicht davon in 
einigem buch gedacht werden, geschrieben, in der that eine injusti- 
tiam moralem begangen haben. 



Es ist gantz nicbt n5tbig ad summandum, dass die dx oder 
dy constantes und die ddx=0 seyen, sondern man assumiret die 
Progression der % oder y (welches man pro abscissa halten wil) 
wie man es gut findet. Und das ist eben aucb eines der avanta- 
gen meines calculi dififerentialis, dass man nicht sagt die summa 
aller y, wie sonst geschehen, sondern die summa aller ydx oder 
y^ydx^ denn so kan ich das dx expliciren und die gegebene qua- 
dratur in andere infinitis modis transformiren und also eine ver- 
mittelst der andern finden. Als gesetzt x sey gleich zz:a, so ist 
dx=2zdz:a, also aucb ydx wird 2yzdz:a, und aus y*ydx fit 
2yyzdz:a. Es bat sich auch schon der Gregorius a S. Vincentio 
dieses vortbeils bedienet, denn indem er in Hyperbola die abscissas 
partes asymptoti in progressione Geometrica angenommen, hat sich 
ergeben, dass die quadratura Hyperbolae sich reduciret auf die lo- 
garithmos, welches auch unser Calculus zeiget, wie M. Hrn« be- 
reiter bewust. 



Icb bin selbst derjenige der die relation von des Osanna Dic- 
tionario Mathem. in die Acta zu Leipzig setzen lassen und entworf- 
fen, und als ich Hrn. Tschirnbaus theoremata extemporaneo cai- 
culo wahr gefunden, solches dabey notiret. Da hingegen der gute 
Osannam daran gezweifelt, als der einer von den gasten ist, die 
was sie nicht verstehen, gern eleviren. 

26* 



Hr. BernouUius junior, nunmehr Prof. Maihes. zn Groningen, 
hat ein aus der massen schön Problema proponirt und ausgefunden 
ope Methodi nostrae: Dalis duobus punctis A, B (fig. III) inTeoire 
lineain ADB, per quam grave C ab A ad B brevissimo tempore 
pervenire potest. Denn es ist zu wissen, dass die via directa per 
rectam AB bey weitem nicht facillima oder promtissima sey, und 
habe ich ea occasione dieses leichte, doch (meines ermessens) 
schöne Theorema gefunden: In Triangulo rectangnlo Pylhagorico 
(fig« 1 12) (ut quidam Hctti^ax^v sie vocanl) id est, cujus latera uti 
9, 4, 5, ita erecto ut latus minus sit verticale, grave eodem tempore 
perveniet ab A ad C, sive tendat recta per hypotenusam AC sive 
per AB,BC latera circa rectum; in praxi tarnen, ne grave descen- 
dens in B impingat et repercutiatur, debet angulus B nonnihil in- 
tus rotundari, interposita portiuncula quantulacunque curvae cujus 
tangentes sint AB, CB; ita sine ulla resistentia transibit ex AB in 
BC. Utile etiam erit, angulum ABC tantillum fieri obtusum, at 
globulus descendens innitatur inter descendendum nee cadendo im- 
pingat. Die demonstration ist leicht: Producatur BC in E, ut BE 
sit aequ. duplae AB; ergo tempus quo grave descenditper AB, est 
aequale tempori quo motum continuat (quaesito in B impetu) per 
BE. Jam tempus per BC est ad tempus per BE seu per AB, nt 
BC ad BE, seu ut 4 ad 6 seu ut 2 ad 3. Ergo tempus per AB 
+ temp. per BC est ad tempus per AB ut 3+2 seu 5 ad 3. 
Sed tempus per AC est ad tempus per AB utAC ad AB, seu etiam 
ut 5 ad 3. Ergo aequalia sunt tempora per ABC et per AC. 
Quodsi BC ad AB majorem habeat rationem quam 4 ad 3, tunc 
promptior erit via per latera quam per hypotenusam, sin mino- 
rem, contra. 

fch hatte fast lust dieses Theorema mit der demonstration 
im fall es nicht etwa schon bekandt, mit sambt dem problemate 
welches wohl gewiss von niemand bissher resolviret, den Hrn. 
Welschen communiciren zu lassen , so in dem Diario Mutinensi 
vielleicht geschehen köndte; habe auch gegen Hrn. lüfagliabeochi dar- 
von gedacht. M. Hr. (nach dessen bekandten j^utigkeit zu mir) 
würde vielleicht nach gutbefinden belieben es zu entwerffen und 
mit Magliabecchi zu concertiren, wie die sache in ihr Giomale zu 
bringen« Inzwischen könte man doch ihre Hrn. Florentiner und 
Pisaner darüber vernehmen. Haec omnia tue judicio et benigni- 
tati committo, 



S90 

Meine philosophica abstractiora, dergleichen ich mit Hrn. Ar- 
naud, Hrn. P« Malebranche, Hm. Sturmio zu Altorff und einigen 
andern agitiret, theils auch etwas davon in das Journal des S^- 
vans zu Paris setzen, weil die Frantzosen von dingen etwas mehr 
Werks machen als zumahl die tentschen, werde ich einmahl wils 
Gott zusammenfassen, zumahl wenn ich zeit hätte mehie Theodi- 
caeä auszuarbeiten, darinnen ich die Knoten de fato et contingentia, 
gratia et libertate, et jure Dei aufzulösen vermeyne, und weisen 
werde, wie sogar die Mathematick in dergleichen zwar analogice, 
doch also hetffe, dass man von den Dingen genauere notiones bekommt. 



Was ich de Justitia Analytica gedacht, ist zwar nicht eben de 
neeessitate, aber vielleicht ad melius esse, wie man redet, dienlich. 
Diese arih von justitz inzwischen in etwas zu erklären, so verstehe 
solche: wenn gleichwie in der justitz gegen Menschen kein acceptio 
personarum, also hier die literae auf gleichen fuss tractirt werden, 
und zwar zu zeiten ohne unterschied, zu Zeiten etliche mit ihres 
gleichen und andere wieder mit ihres gleichen. 

Repetamus tres aequationes ex tuis, quibus justitiae quiddam 
inesse notaveram : 

3(aef + bhk)* 'i:' 2,afif + bkk, 2acf4-aee+2bgk-f bhh 
S(aec + bhg)2 ':^' 2,acc+ bgg, 2acf+aee+2bgk+bhfa 

(8) 

aef -hbhk, aec+bhg=4,aff-f bkk, acc-f bgg. 

(|mo) in aequ. 3 habent sese a, e, f, ul b, h, k respective 

(2<>o) a, e,c, ut b, h,g 

(Stio) f,k , ut c, g. 

(4to) in aequatione 1 singulatim sumta, vel in aequ. 2 singulatim 
sumta habent locum tam habitudo articuli 1 quam articuli 
2, sed non articuli 3. 

(Ö^o) itw|ae aeqq. 1 vel 2 non sunt perfecte justitiariae, quia non 
eodem m^do tractai^ I, k , ut c, g. 

(6to) sed aequ. 3 est perfecte justitiaria, quia hunc defectum 
sapplet , cum caicolfis inleger ostendat f, k ; c, g debere pari 
• jure uti. 

{1^0) aeqq. 1 et 2 simul sumtae etiam sunt perfecte justitiariae, ut 
ipse caiculus integer^ velut aequ. 3 quae calculo integre ju- 
stitia non cedit. 
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(8^0) Et si Dova aequatio ex ipsis L et 2 inter se eodem modo 
conjuQCtis fiat, ea erit etiam perfecte justitiaria. 
Nachdem ich aber dergestalt wieder etwas tieff in die schrifft 
dieser aequationum kommen und mich mit mediliren so weit dar- 
inn eingelassen, so habe versuchen wollen, ob ich uns ein vor 
allemahi davon erlösen könte, welches auch endlich, doch nicht 
ohne mühe und zeit, folgender massen angangen. Compendii causa 
scribam (Imo) 300=2(/,2Pf2l5, et (2^0) 3})3) = 2?,2irf2^, et(3tio) 
0})»4,cf"$ , ubi patet quid 0> })* >/, $, sed per 4 intelligo aee+bhb, 
et per 1;^ intelligo acf+bgk. Post multas autem ambages reperi 
tandem (4t<') fg=ck seu k=fg:c, qua explicatione ipsius k satis- 
fit aequationi 1, ut haberi possit pro expedita; eo ipso enim re- 
ducitur ad aequationem 2. Restant ergo solvendae aeqq. 2 et 3. 
Ob 4 fit (5to) Q=})f:c, et (6to) c5=?ff:cc, hinc sublatis O et^j 
aequ. 3iit(7mo) }):=:2$Vf:c. Kursus per 4 sublato k ex valore 
ipsius t), fit (8vo) t)=2f:c, ergo ex aequ. 2 et (9mo) 3})3) = 2$,4 
+ 2$f:c, unde per aequ. 7 toUendo 3) etexplicando 4, fiet (lO^o) 
4$r: c=-aee+bgh, sed ex aequ. 7 pro D ponendo ejus valorem initialem, 
fit ace + bgh = (llmo) 20^T^ Unde per aeqq. 10 et 11 calculo 
vulgari et facili nee ultra planum assurgente, hal^entur e et h per 
a et b datas et ipsas e, f, g, k (quae etiam latent ex parte in 9) 
pro arbitrio assumendas, modo fiat k:f=g:c seu rg=:ck. Et hoc 
modo tribus aequationibus propositis est satisfactum. 

Es wäre auch gut, wenn der valor ipsarum e et h ex aeqq. 
10 et II evolutus dazu käme. Er ist leicht zu finden, ich habe 
nicht wenig muhe gehabt, zumahlen weil ich wegen disiraction des 
gemühtes meinem löblichen gebrauch nach etlichmahl falsch gerech- 
net, biss ich den clavem, nehmlich fgaesck gefunden, durch dessen 
herausbringung aber ist alle schwührigkeit gehoben gewesen. 



Ich*) hoffe es werde Hrn. Viviani sonderlich wohl gefallen 
haben, wenn er wird erfahren haben, dass die vulgaris linea Cy- 
cloidalis selbst die linea brevissimi descensus sey. Wir haben es 
alle (die wir nemlich Calculum difierentialem gebrauchen) uno con- 
sensu gefunden, doch haben Hr. March. Hospitalius und Hr. Prof. 
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BerDouIIius zu Basel etwas mehr mühe gehabt ab ich, ehe sie 
dazu gelanget, denn es mir nur etliche stunden gekostet ; sie hatten 
viele Monath gewartet , biss sie endlich dahinter kommen« Doch 
ist des Hm. Jacobi Bernouüii methodus, so er in den Actis er- 
kläret^ von der meinigen nicht viel entfernet, wiewohl er etwas 
mehr umbschweiff nimt. Ich schicke M, Hrn. das fragmentum 
Actorum selbst, weilen es von importanz. 



Was die demonstrationes syntheticas betrifft, so bestehet 
freylich des Vietae weg öfifters darinne, dass er per substitutiones 
und viele Lemmata der sache hilSl; doch ist einige Kunst gleich- 
wohl darinnen, dass man so viel thunlich immer per propositiones 
elegantes procedire, oder doch deren underschiedene einmische, 
und das pflegte Yieta zu thun. Schotenius hat etwas de syntheticis 
demonstrationibus ex Analyst eliciendts, ist aber nicht viel beson- 
ders. Unsere Calculos infinitesimales ad demonstrationes rigorosas 
zu bringen, darff man nur meine Lemmata incomparabilium con- 
sideriren, die ich einsmahls in Actis gegeben; bestehet nehmlich 
in der gemeinen Geometria, nur dass man in unserm caiculo aus- 
lasset, was in der construction inconsiderabel oder unvergleichlich 
klein, als dasjenige, so man stehen lasset} denn man kan allezeit 
weisen, dass solches elidend um minus quovis dato more Archimedeo. 

Es soll Hr. la Hire ein buch de Epicycloidibus vel lineis quae 
describuntur circulo voluto super circulo herausgegeben haben, 
darion er einige dinge, so Hr. Hugenius, Hr. Tschirnhaus und ich 
gefunden, more Veterum demonslriret; ich wil ihm die ehre gern 
gönnen, und mag wohl leiden, dass jemand die mühe mit unsern 
inventis nehme, inzwischen so hat Hr. la Hire nicht unrecht einige 
fehler des Hrn. Tschirnhaus geahndet, welcher bissweilen ein wenig 
zu geschwind gehet und doch dabey gar hoch spricht; ich möchte 
ihm aber candorem dabey wündschen, den er zwar ofll recommen- 
diret, aber nicht allemahl selbst übet. 



Es'*') wird gewiss Hrn. Viviani nicht übel gefallen, dass die 
linea cycloidalis diese schöne proprietät hat, ut sit tam brachisto- 



'') 6. Decbr. 1697. 



chrona wie hier erwiesen, quam tautochrona, wie ron Hugenio er- 
wiesen worden. Vielleicht geföllet ihm aach nicht weniger, dass die 
Cycloidalis zugleich sey Hnea segmentorum circuli, wie die Quadra- 
trix ist linea sectoruni sen arcuum. Das würde Keplero wohl 
angestanden haben, wenn ers gewnst, denn er viel mit dem probie- 
mate m thun gehabt, wie man datae magnitndinis segroentum vom 
Circkel abschneiden solle und folglich Eilipsis portionem magnitu- 
dine datani pro motu pianetarum, weilen sich ziemlich findet, sup- 
posito motu Elliptico, esse tempora ut areas Ellipticas, dessen ra- 
tionem physicam ich in Actis ex Circulatione Harmonica illustriret 

Mit dem calcuio der B aequationum evolvendarum halte sich 
M. Hr. nicht länger auf, ich habe ihn längst ausgemacht. Der an- 
dere (aequationum differentialium) meritirle es vielleieht mehr, 
weilen dadurch viel aequationes differentiales primi gradus seu 
Tangentium universae ad quadraturas zu reduciren, und solcher 
methodus ad altiores zu prosequiren; doch alles bei M. Hrn. gu- 
ter gelegenheit. 

Es ist mir lieb dass des Hrn. Marquis de THospital buch zu 
handen kommen, und wird es nicht wenig dienen zu erläuterung 
dessen so in Actis Eruditorum enthalten. Dass er aber de Sum- 
mis nicht gedacht, ist die ursach, weilen er nur partem primam 
Calculi nostri, nemlich differentiationem illustriren wollen, wiewohl 
ex differentiis die summa allein zu finden, eben wie analysis pote- 
statum ex genesi zu deduciren. 

Mein buch de Scientia infiniti ist noch zur zeit ein blosses 
project; ich hätte wohl materi es anzufüllen; es gehet mir aber 
wie dem Hrn. Viviani. Wenn in der nähe ein wackerer Kopf wäre, 
der sich zu diesen meditationibus schickte, so wäre viel thunlich, 
allein ich weiss noch keinen in gantz Teutschland« Hr. Tschirn- 
haus hat genug mit seinen eigenen erfindungen zu thun, die aber 
bey ihm gar zu fest sitzen und nicht heraus wollen. Ich weiss 
voi^ keinem methodo locorum die er mir communiciren zu haben 
sagt. Als er einsmahls durchreisete, erzählte er mir allerhand theo- 
remata specialiora die er hoch hielte, ich kondte aber deren son- 
derbaren Nutzen nicht sehen, wenigei^ einen methodum locorum 
daraus finden. So hat er auch die Curvas a Dn. Joh. Bernoulh 
propositas gar nicht finden könneil, die doch Hr. Jac. Bernoulli und 
andere mit mir gefunden. Meine Methodus ist viel weit aussehen- 
der und wichtiger, als die deren die Hrn. BerboüAii sieb bedienet, 
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wie Hr. Job. BernouUius selbst bekennet. Entstehet ex conside- 
ratione radiciim diversarum ejusdem aequationis, und darff ich nur 
eine curvam finden, deren aequationem secundum x et y conjun- 
gendo cum aequatione secundum x et y curvae problematis propo- 
siti localis, quae quaesitam in punetis desideratum effectum prae- 
stanlibus secare debeat, prodeat aequatio unius incognitae talis, ut 
in ea radices habeant inter se relationem propositam, v. g. utea- 
rum summa sit aequalis datae quantitati etc. Dergestalt gehel es 
an nicht nur vor 2 puncta, wie mit Hrn. Bernoulii, sondern auch 
pro punetis quotcunque. Diss Arlificium ist mir schon vor vielen 
Jahren beygefallen occasione cüjusdam loci Fermadi in Epistolis 
Carlesii, da Fermatius aliquid tale zu praestiren gedencket, aber nicht 
sagt, wie; ich habe es aber nie practiciret, biss mir Hr. Bernoul- 
lius gelegenheit dazu geben. Dadurch ist auch die Analysis com- 
munis umb ein grosses promoviret. 

Was meinen Calculum situs betrifft, so kan er von mir ja 
nicht ediret werden, so lange er auch nur in Idea bestehet, und 
nicht appliciret worden. Wolle Gott, dass ich mit jemand coram 
davon conferiren könte; per literas ist es etwas schwehr; denn 
die sach ist allzu weit von den gemeinen weisen entfernet. 

Was die Loca Yeterum plana et solida betrifft, so haben mei- 
nes ermessens Fermatius und Cartesius und andere dabey nicht 
gethan was ich verlange, nemlich haben wohl gewiesen, dass das- 
jenige, was Pappus erzehlet, wahr und von ihnen zu demonstriren, 
haben aber ferner nicht gewiesen, wie die Veteres daraufkommen. 
Denn obschon ingenii vis viel thut, so steckt doch gemeiniglich 
ein principium inveniendi analyticum darinn, so diejenigen offt selbst 
nicht observiren, die es doch brauchen , so ich auch vom Hrn. 
Viviani sagen möchte. 
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